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AVERTISSEMENT. 


Cette  quatrième  édition  de  mon  Algèbre  supé- 
rieure est  divisée  en  cinq  Sections,  composées  chacune 
de  plusieurs  Chapitres. 

La  première  Section  renferme  la  théorie  générale 
des  équations  et  les  principes  sur  lesquels  repose  leur 
résolution  numérique;  on  trouvera  en  particulier 
dans  cette  première  Section  une  théorie  très-déve- 
loppée  des  fractions  continues. 

La  deuxième  Section  comprend  la  théorie  des  fonc- 
tions symétriques,  celle  des  fonctions  alternées  et  des 
déterminants,  et  les  nombreuses  questions  qui  s'y 
rattachent,  avec  des  applications  importantes  à  Ja 
théorie  générale  des  équations. 

La  troisième  Section  a  pour  objet  l'ensemble  des 
propriétés  des  nombres  entiers  qui  sont  indispensables 
dans  la  théorie  de  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions ;  on  trouvera  dans  cette  Section  une  étude  com- 
plète et  nouvelle  des  fonctions  entières  d'une  variable 
prises  relativement  à  un  module  premier. 

La  quatrième  Section  renferme  la  théorie  des  sub- 
stitutions; elle  comprend  tous  les  faits  principaux 
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acquis  à  la  science,  dans  cette  partie  difficile  de 
Tanalyse  algébrique. 

Enfin  j'ai  réuni  dans  la  cinquième  Section  tout  ce 
qui  se  rapporte  directement  à  la  résolution  algé- 
brique des  équations. 

Le  titre  de  ce  livre,  qui  a  été  conservé,  indique 
suffisamment  que  je  n'ai  pas  la  prétention  d'avoir 
composé  un  Traité  complet  sur  l'Algèbre  supérieure  ; 
cependant  on  reconnaîtra,  je  l'espère,  que  j'ai  con- 
stitué un  corps  de  doctrine  étendu  qui  ne  sera  pas 
sans  quelque  utilité  pour  les  géomètres  qui  s'occu- 
pent de  cette  branche  importante  de  l'Analyse  ma- 
thématique. 
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L'Algèbre  est  à  proprement  parler,  V Jtnaljse  des 
équations  ;  les  diverses  théories-  partielles  qu'elle  com- 
prend se  rattachent  toutes,  plus  ou  moins,  à  cet  objet 
principal.  A  ce  point  de  vue,  l'Algèbre  peut  se  diviser 
en  trois  Parties  bien  distinctes  : 

i^  La  théorie  géjiérale  des  équations,  c^est-à-dire 
l'ensemble  des  propriétés  qui  sont  communes  à  toutes  les 
équations  ; 

9P  La  résolution  des  équations  numériques,  c'est- 
à-dire  la  détermination  des  valeurs  exactes  ou  appro- 
chées des  racines  d'une  équation  dont  les  coefficients 
sont  donnés  en  nombres  ; 

3**  La  résolution  algébrique  des  équations,  c'est- 
à-dire  la  détermination  d'une  expression  composée  avec 
les  coefficients  d'une  équation  donnée,  et  qui,  substituée 
à  l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à  cette  équation, 
soit  que  les  coefficients  de  l'équation  proposée  soient 
numériquement  donnés,  soit  que,  étant  simplement  con- 
sidérés comme  connus,  ils  restent  indéterminés  et  re- 
présentés par  des  lettres. 

Sans  prétendre  faire  ici  l'histoire  complète  de  l'Al- 
gèbre, je  crois  devoir,  dès  à  présent,  donner  un  aperçu 
des  principaux  résultats  acquis  à  cette  partie  de  la  science 
que  nous  allons  étudier. 

S.  —  -^Ig'  Slip.,  I.  1 
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Il  serait  difficile  de  dire  à  qui  nous  devons  la  résolution 
des  équations  du  second  degré  :  elle  se  trouve  dans  le 
livre  de  Diophante,  et,  comme  le  fait  remarquer  Lagrange 
dans  son  lYaité  de  la  résolution  des  équations  numé- 
riques, elle  ressort  naturellement  de  quelques  proposi- 
tions d'Euclide.Luc  Paciolo,  qui  publia  en  i494?  à  Ve- 
nise, le  pFë,rti^ér/livre  d'Algèbre  paru  en  Europe,  ne  fait 
aucuRC  mention  de  Diophante  et  laisse  supposer  que  les 
algébristcs  italiens' avaient  appris  des  Arabes  ce  qu'ils 
savaient  d'Algèbre,  c'est-à-dire  la  résolution  des  équa- 
tions du  premier  et  du  deuxième  degré. 

La  résolution  des  équations  du  troisième  degré  est  due 
à  deux  géomètres  italiens  du  xvi^  siècle,  Scipion  Ferrei 
et  Tartaglia  ;  mais  on  ignore  par  quel  chemin  ils  y  ont 
été  conduits,  et  la  formule  qui  représente  les  trois  racines 
de  l'équation  du  troisième  degré  est  communément  ap- 
pelée /b/v/z/^/e  de  Cardan. 

C'est  aussi  à  un  géomètre  italien,  Louis  Ferrari,  dis- 
ciple de  Cardan,  que  l'on  doit  la  résolution  de  l'équation 
du  quatrième  degré.  Depuis,  plusieurs  méthodes  que 
nous  indiquerons  successivement  ont  été  proposées  pour 
la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  ;  mais  Lagrange  a  montré,  dans  un  célèbre  Mé- 
moire inséré  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour 
1770  et  1771,  que  ces  méthodes,  différentes  en  appa- 
rence, reviennent  toutes,  au  fond,  à  faire  dépendre  la 
résolution  de  l'équation  proposée  de  celle  d'une  seconde 
équation  qu'il  appelle  résolvante ,  et  dont  la  racine  est 
composée  linéairement  avec  celles  de  la  proposée  et  les 
puissances  d'une  racine  de  l'unité  du  même  degré.  En 
cherchant  à  généraliser  cette  méthode,  à  l'étendre  à 
toutes  les  équations,  ce  grand  géomètre  a  montré  qu'au 
delà  du  quatrième  degré  l'équation  résolvante  était  d'un 
degré  supérieur  à  celui  de  la  proposée,  et  ne  paraissait 
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pas,  en  général,  susceptible  d'abaissement.  Il  a  enfin 
expliqué  clairement,  par  cette  analyse,  à  quelle  circon- 
stance est  due  la  résolubilité  des  équations  des  quatre 
premiers  degrés,  circonstance  qui  ne  se  présente  plus  au 
delà  du  quatrième  degré. 

Toutefois,  la  méthode  de  Lagrange  peut  être  employée 
utilement  dans  la  résolution  des  équations  binômes  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circonférence  dii  cercle  en  parties  égales. 
La  résolution  de  ces  équations  avait  été  effectuée  anté- 
rieurement et  pour  la  première  fois  par  Gauss,  à  l'aide 
d'une  méthode  ingénieuse  fondée  sur  les  relations  qui 
existent  entre  les  diverses  racines  de  l'équation  binôme, 
et  sur  la  considération  des  j-acùies priinidv'es  des  nombres 
premiers. 

Abel,  généralisant  les  résultats  obtenus  par  Gauss,  a 
montré  ensuite  que,  si  deux  racines  d'une  équation  irré- 
diictihle  sont  tellement  liées  entre  elles,  que  l'une  puisse 
s'exprimer  rationnellement  par  l'autre,  l'équation  est 
soluble  par  radicaux  si  son  degré  est  un  nombre  premier, 
et  que,  dans  le  cas  contraire,  sa  résolution  dépend  de  celle 
d'équations  de  degrés  moindres  que  le  sien.  C'est  là  un 
des  plus  beaux  résultats  dont  l'Algèbre  se  soit  enrichie 
de  nos  jours.  Abel  a  fait,  dans  son  Mémoire,  l'applica- 
tion de  sa  méthode  aux  équations  binômes,  et  a  apporté 
quelques  simplifications  à  l'analyse  de  Gauss. 

Voilà  donc  une  classe  assez  étendue  d'équations  dont 
les  racines  peuvent  être  exprimées  par  des  radicaux  ;  mais 
ces  équations,  étudiées  par  Abel,  sont-elles  les  seules  qui 
possèdent  cette  propriété?  Dans  quel  cas,  en  un  mot  une 
équation  peut-elle  être  résolue  algébriquement?  Cette 
question  difficile  a  été  résolue  complètement,  au  moins 
pour  les  équations  irréductibles  de  degré  premier  par 
Evariste  Galois,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  et  l'un 
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des  géomètres  les  plus  profonds  que  la  France  aitproduits. 
Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences 
en  i83i,  et  publié  en  184^'  par  les  soins  de  M.  Liouville, 
Galois  a,  en  effet,  démontré  ce  beau  théorème  :  Pour 
qiLune  équation  irréductible  de  degré  premier  soit  soluble 
par  radicaux,  il  faut  et  il  suffit  que,  deux  quelconques 
des  racines  étant  données,  les  autres  s'en  déduisent  ra- 
tionnellement. Ce  résultat  important  a  été  le  point  de 
départ  des  recherches  auxquelles  se  sont  livrés  depuis  sur 
cette  matière,  MM.  Hermite,  Kronecker,  Betti  et  plu- 
sieurs autres  géomètres  éminents. 

Enfin,  quant  aux  équations  dont  les  racines  sont  des 
quantités  quelconques  n'ayant  entre  elles  aucune  dépen- 
dance, c'est-à-dire  dont  les  coefficients  restent  indéter- 
minés, leur  résolution  générale  est  impossible  au  delà  du 
quatrième  degré.  Cette  proposition  importante,  énoncée 
par  Ruffini,  a  été  mise  hors  de  doute  par  les  travaux 
plus  récents  d'Abel. 

Tels  sont  les  travaux  les  plus  importants  qui  aient  été 
entrepris  sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  et 
dont  j'ai  cru  devoir  faire  ici  l'indication  succincte. 

Quoique  j'aie  surtout  en  vue,  dans  cet  Ouvrage,  les  théo- 
ries qui  se  rapportent  à  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions, je  n'en  crois  pas  moins  utile  de  reproduire  ici  les 
principes  qui  sont  le  fondement  de  la  théorie  générale 
des  équations  et  sur  lesquels  reposent  les  méthodes  em- 
ployées pour  leur  résolution  numérique. 
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LES  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES   ET  LA   RÉSOLUTION 
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CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE  DES   FRACTIONS   CONTINUES. 


Défijiitiofi  des  fractions  continues. 

1.  Désignons  par  x  une  quantité  positive,  rationnelle 
ou  irrationnelle,  et  posons  •^ 

.  .  1  1  I 

a,  <7,,  a.^,  .  .  .  étant  les  plus  grands  entiers  qui  soient 
contenus  dans  x,  jr<,  x<i^  .  .  .  respectivement.  Le  premier 
de  ces  nombres  a  peut  être  nul,  mais  chacun  des  sui- 
vants est  au  moins  égal  à  i . 

Si  la  quantité  x  est  rationnelle,  l'un  des  nombres  de 
la  suite  .r,  x^^  J^o?  •  •  •  sera  entier,  et  il  terminera  la 
suite;  carie  nombre  suivant  serait  l'infini,  d'après  la  loi 
de  formation.  Pour  justifier  cette  assertion,  supposons 
que  l'on  ait 

A 

.T.   -=.    ■ ■» 

Al 

A  et  A|  étant  des  entiers  premiers  entre  eux.  Soient  Ao, 
A3,  .  .  . ,  A„,  I  les  restes  successifs  auxquels  conduit  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A 
et  A<,  et  /^,  «,,... ,  a/,_,  les  quotients  fournis  par  cette 
opération  ;  on  aura 

A=:Ai«4-A2,     Ai^rAs^iH-Ag,      ...,     A„_i=:A„«„_i-f-i, 
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d'où,  par  la  définition  des  nombres  Xi,  X2,  •  •  ., 

,  A2  A3  I 

Al  A2  A„ 

Mais,  si  la  quantité  x  est  irrationnelle,  aucun  terme  de 
la  suite  x,  X\,  x^,  •  •  .  ne  sera  entier  ni  même  rationnel, 
et  l'on  pourra  en  conséquence  prolonger  cette  suite  indé- 
finiment. En  effet,  si  quelqu'un  des  nombres  x,x^,X2,  ... 
est  rationnel,  il  est  évident  que  tous  ceux  qui  le  précèdent 
le  sont  aussi. 

Si  l'on  élimine  les  quantités  x^,  Xo,  .  .  .,  ^«_i  entre 
les  Ji  premières  des  égalités  (i),  la  valeur  de  x  prendra 
la  forme 

{2)  •         .r^a-^-~~^ 


a,  H- 


I 


lorsque  x  est  un  nombre  rationnel,  il  existe,  comme  on 
vient  de  le  voir,  une  valeur  de  n  pour  laquelle  Xn  est  oo 

on  peut  alors  supprimer  la  fraction  —  dans  l'expression 

précédente.  Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  x  est  une  quan- 
tité irrationnelle,  mais  il  sera  démontré  que,  après  la  sup- 
pression de  la  fraction  —  ^  le  second  membre  de  la  for- 

mule  (2)  converge  vers  la  valeur  de  x  quand  on  fait 
croître  le  nombre  n  indéfiniment. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  étudier  les  expressions 
de  la  forme 

(3)  a  + 1 


«2-4- 


où  «,  «1    «2?  •  •  .  désignent  des  entiers  positifs  dont  le 
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nombre  est  limité  ou  illimité,  et  parmi  lesquels  le  pre- 
mier seulement  peut  être  zéro.  On  donne  à  ces  expres- 
sions le  nom  àe  fractions  continues. 

Lorsqu'on  réduit  ainsi  une  quantité  x  en  fraction  con- 
tinue, on  donne  le  nom  àe  quotients  complets  diux  quan- 
tités X,  Xi,  X2,  .  .  .  dont  les  valeurs  sont  fournies  par  les 
formules  (i)  ;  les  entiers  a,  a^,  a^,  .  .  .  contenus  respecti- 
vement dans  les  quotients  complets  sont  dits  quotients 
incomplets.  Enfin  on  nomme  fractions  con^ei^gentes  ou 
réduites  les  valeurs  que  l'on  obtient  quand  on  arrête  la 
fraction  continue  à  un,  quotient  incomplet  quelconque. 
Ainsi,  dans  la  fraction  continue  (3),   a  est  la  première 

réduite,   a -\ est   la   deuxième,    a  -i est  la 


troisième,  et  ainsi  de  suite. 

On  considère,  dans  certaines  questions  d'Analyse  ma- 
thématique, des  fractions  continues  plus  générales  que 
celles  dont  il  vient  d'être  question  et  qui  ont  la  forme 


a,  a^j  rto,  ...,  a^,  «oi  •••  étant  des  quantités  quel- 
conques. Mais  ces  expressions  nouvelles  ne  sont  d'au- 
cune utilité  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  et  il 
n'en  sera  point  question  dans  ce  qui  va  suivre. 

De  la  formation  des  réduites. 
2.  La  première  des  formules  (i)  donne 

(4)  ^  =  — - — ' 
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et,  si  l'on  remplace  Xi  par  la  valeur  -^^ tirée  de  la 

deuxième  formule,  il  vient 

♦ 

on  peut  de  même  remplacer  le  quotient  complet  .r  o  par  sa 
valeur  tirée  de  la  troisième  formule  (i),  et  ainsi  de  suite. 
En  général,  la  valeur  de  x  exprimée  par  le  moyen  du 
quotient  complet  x,/_i,  aura  la  forme 

P//_i,  Qn~\,  ^n~2,  Q//-2  étant  des  nombres  entiers.  En 
effet,  on  vient  de  voir  qu'il  en  est  ainsi  lorsque  n — i  est 
égal  à  I  ou  à  2  ;  et  en  conséquence,  pour  justifier  notre 
assertion,  il  suffit  de  constater  que,  si  elle  s'applique  au 
quotient  x,,^-,,  elle  subsiste  aussi  pour  le  quotient  X/^.  Or, 
en  remplaçant,  dans  la  formule  (6),  Xn-i  par  sa  valeur 


-  ou  — ^^— !— ^^ ,   il  vient 


P„-i 


(  Q/i-i  ««-1  H-  Q«-2  )  -^/i  -+-  Q«-i  ' 

notre  proposition  est  donc  établie.   On  voit  en  outre 
que,  si  l'on  pose 

(  7  )      P„  =  P„_,  a„_,  H-  P„_2,      Q„  =  Q„_i  «„_.!  +  Q;,_2, 
l'expression  précédente  de  x  prendra  la  forme 

et  celle-ci  se  déduit  de  l'expression  (6)  par  le  change- 
ment de  7z  en  7z  -4-  I . 

Pour  avoir  la  réduite  de  rang  n,  il  est  évident  qu'il 
suffit  de  remplacer,  dans  la  formule  (6),  le  quotient  com- 
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plet  x„_i  par  le  quotient  incomplet  correspondant  a,i_i , 
on  voit  alors,  par  les  formules  (7)   que  cette  réduite  a  pour 

p 
valeur  -^  •  Au  reste,  il  faut  remarquer  qu'on  peut  l'ob- 

tenir  aussi  en  remplaçant  Xn  par  oo  dans  la  formule  (8). 
Les  formules  (7)  peuvent  donc  être  employées  pour  cal- 
culer le  numérateur  et  le  dénominateur  des  réduites  suc- 
cessives, et  l'on  peut  énoncer  à  ce  sujet  la  proposition 
suivante  : 

Le  numérateur  de  la  réduite  de  rang  n  est  égal  au 
produit  du  numérateur  de  la  réduite  de  rang  n  — ^  i  par 
le  /z^'^w^  quotient  incomplet,  augmenté  du  numérateur 
de  la  réduite  de  rang  n  —  1.  Et  de  même  le  dénond- 
nateur  de  la  n^^^^*^  réduite  est  égal  au  produit  du  déno- 
ndnateur  de  la  réduite  de  rang  n  —  i  par  le  «'^"'^ 
(juotient  incomplet ,  augmenté  du  dénondnateur  de  la 
réduite  de  rang  n  —  2. 

L'application  de  cette  règle  exige  que  les  deux  pre- 
mières réduites  aient  été  formées  ;  on  a,  par  les  for- 
mules (4)  et  (5), 

Pl  =  «,  Qir^l, 

mais,  si  l'on  pose 

Po  =^  ^     Qo  —  o, 

les  formules  (7)  seront  vérifiées  pour  ji=  2;  d'où  il  ré- 

.  Po 

suite  que  l'on  fera  rentrer  la  deuxième  réduite  — ^  dans 

P         I 

la  règle  générale,  en  introduisant  la  réduite  fictive  -^  =  -» 

Qo       o 

que  l'on  peut  regarder  comme  occupant  le  premier  rang 

dans  la  suite  des  réduites  ;  c'est  ainsi  que  nous  procé- 

p 
derons  désormais,  et,  en  conséquence,  -^  représentera 

la  réduite  de  rang  ji-\-i.  Au  moyen  de  cette  conven- 
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tion,   on  peut  disposer  comme  il  suit  le  calcul  néces- 
saire pour  la  formation  des  réduites  : 


a 

a^ 

«2 

f^z 

«4 

I 

a 

I 

<7<7i  -4-  I 

o 

a^ 

Les  quotients  incomplets  a,  a^ ,  ao,  ci^,  ...  sont  écrits  sur 
une  première  ligne  horizontale.  Au-dessous  des  deux 
premiers  quotients  a  et  «,,  on  place  les  deux  premières 

réduites  -5  -;  on  forme  ensuite  chacune  des  réduites  sui- 
o     I 

vantes,  en  opérant  conformément  à  la  règle,  et  l'on  écrit 

le  résultat  au-dessous  du  quotient  qui  lui  correspond. 


Propriétés  des  réduites. 

3.   TnitoRÈME  I.  —  Les  rédiàtes  étant  supposées  for- 

P        ,  . 
niées  d'après  la  règle  précédente,  et  -p  désignant  gé- 

néralement  la  réduite  de  rang  n  -t-  i ,  on  a 

P«Q«-i-Q.P«-i=(-0"- 

En  effet,  soita,^_i  le  Ji^'''^'^  quotient  incomplet,  on  aura 

si  l'on  ajoute  ces  égalités  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  Q,i_,  et  la  seconde  par  — P«_i?  il  viendra 

(P.Q.-i-Q«P«-i)  =-  (P„_iQ.-2-Q.-iPn-2), 
ce  qui  montre  que  la  quantité 

(-0"(P«Qn-i-Q«P«-i) 

a  la  même  valeur,  quel  que  soit  Ji  ;  mais  cette  quantité 
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est  égale  à  i  quand  71  =  1,  car  Q^  =  o  et  Q^  z^  Po  =  i  ; 
donc  elle  est  égale  à  i,  quel  que  soit  7i. 

Corollaire  I.  —  Les  nombres  V,i  et  Q„  sont  pre- 
miers entre  eux,  et  en  conséquence  la  fraction  -~  est  ir- 
réductible. 

L'égalité  qu'on  vient  d'établir  prouve  effectivement 
que  les  nombres  P,,^  et  Q,^  ne  peuvent  avoir  aucun  divi- 
seur commun  autre  que  l'unité.  C'est  en  raison  de  cette 
propriété  que  l'on  a  donné  le  nom  de  réduites  aux  frac- 

P« 
tions  -— • 

Q« 

Corollaire  II.  —  La  différence  entre  deux  réduites 
consécutii^es  est  égale  à  une  fraction  qui  a  pour  numé- 
rateur l'unité,  et  pour  dénominateur  le  produit  des 
dénonnnateurs  des  deux  réduites. 

En  effet,  si  l'on  divise  par  le  produit  QrtQ,.._i  l'éga- 
lité qui  fait  l'objet  du  précédent  théorème,  il  vient 


4.  Théorème  II.  — •  Si  l'on  réduit  une  quantité  quel- 
conque X  en  fraction  continue  et  que  l'on  forme  les  ré- 
duites successives,  la  valeur  de  x  sera  toujours  comprise 
entre  deux  réduites  couséculi^^es  et  chaque  réduite  ap' 
prochera  plus  de  x  que  la  réduite  précédente. 

P. 
En  effet,  — ^  étant  la  réduite  de  rang  7z  -t-  i  et  Xn  le 

iiotient  complet  correspondant,  on  a 
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Si  l'on  résout  cette  équation  par  rapport  à  x„    on  trouve 

X    —  -^^^^^— ^ 7       d  ou .T.,  =r  — • 

"~     P.-Q«-^-  Q.-1  P«_^ 

p  _ 

Cette  formule  montre  :  i "  que  les  différences  x  —  \" 

et— ^ — X  sont  de  même  signe,  d'où  il  résulte  que  x  est 
0.1 

P  _       P 
comprise  entre  r;^  ^^  FT  '  ^"  ^"^  ^^  valeur  absolue  de  la 

seconde  différence  est  moindre  que  la  valeur  absolue  de 

la  première,  car  les  quantités  et  Xu,  dont  le  produit 

\:«— 1 
forme  le  premier  membre  de  la  formule  précédente,  sont 

l'une  et  l'autre  supérieures  à  l'imité. 

5.  Ïhkorème  m.  —  Si  Von  réduit  une  (luaiitité  quel- 
conque X  en  fraction  continue,  la  différence  entre  une 
réduite  quelconque  et  la  valeur  dex  sera  moindre  qu'une 
fraction  ayant  pour  numérateur  l'unité  et  pour  déno- 
minateur le  produit  des  dénominateurs  de  la  réduite 
considérée  et  de  la  réduite  suivante. 

En  effet,  d'après  le  théorème  11,  x  est  comprise  entre 

P   _        P 

les  deux  réduites  -^  et  -^  :  par  conséquent,  la  différence 

P  _  .  P„ 

entre  x  et  -^  est  moindre  que  la  différence  entre  --^ 

p  _ 

et     "    ^  ;  mais,  d'après  le  théorème  I  (corollaire  II),  cette 

dernière  différence  est  égale  à  -^ ^  *,  si  donc  on  désigne 

V/i— 1  Vra 

par  B  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  l'unité,  on 
pourra  écrire 


Q«-i        ^        '    Q.-iQ« 


I 
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Comme  Q„  est  supérieur  à  Q/i_o  on  a  aussi 
"-5^=(-')"ô^    ou    Q„_,.._P„_.=:(_r)"_i-, 

6  désignant  encore  une  quantité  comprise  entre  zéro 
et  I,  mais  qui  n'a  pas  ici  la  même  valeur  que  dans  la 
précédente  égalité. 

Cette  dernière  formule  exprime  que,  si  ron  prend  une 
réduite  quelconque  pour  valeur  approchée  de  la  quan- , 
tité  X,  l'erreur  connnise  sera  moindre  que  V unité  di- 
visée par  le  carré  du  dénominateur  de  la  réduite. 

Remarque.  —  On  peut  encore  démontrer  le  précédent 
théorème  en  partant  de  la  valeur  de  x  exprimée  en  fonc- 
tion du  quotient  complet  x„.  On  retrouve  par  ce  mo^en 
la  limite  supérieure  que  nous  venons  d'assigner  à  la  dif- 
férence (  —  i)"(x  —  — ^^  j?  et  l'on  obtient  en  même  temps 

une  limite  inférieure  de  la  même  différence.  Cette  der- 
nière limite  a  moins  d'importance  que  l'autre,  mais  elle 
mérite  cependant  d'être  mentionnée.  On  a 

P„__i  _  P,,.r,  -+-  P,,_,        P,_i  __  (P,  Q,_,  -  Q,  P„__i)--^« 


ou,  d'après  le  théorème  I, 

X m;   ■ -^ '- 

^""^      Q.-i(Q.+  -Q.-i 

Or  x,i  est  compris  entre  i  et  oc  ;  donc  la  différence 

P«-i 
X  —  - —  est  comprise  entre 

et 


Q«-iQ«  Q«-i(Q«H-Q«-i 
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Corollaire.  —  Si  la  quantité  x  est  irrationnelle,  on 
pourra  toujours  former  une  réduite  qui  différera  de  x 
d'une  quantité  plus  petite  qu'une  quantité  donnée  e. 

En  effet,  pour  être  assuré  que  la  différence  entre  x 

P  .         .  • 

et  la  réduite     "~^  est  inférieure  à  e,  il  suffît  que  l'on  ait 

— —  < £,     d'où     Q,,_i  >  —, 

et,  puisque  les  nombres  entiers  Q4,Qo,Q:î,  ...  croissent 
sans  limite,  on  voit  que  l'inégalité  précédente  sera  véri- 
fiée si  l'on  prend  une  valeur  de  n  suffisamment  grande. 


6.  La  première  réduite  -^  étant  -  ou  oo  ,  et  la  deuxième 
^  Qo  o 

P 

— !■  étant  égale  à  a    on  voit  qu'on  peut  énoncer  la  propo- 

Qi 

sition  suivante,  qui  résume  les  résultats  principaux  que 
nous  avons  obtenus  : 

Lorsqu  oji  réduit  une  quantité  quelconque  x  en  frac- 
tion continue,  les  réduites  de  rang  pair,  toutes  infé- 
rieures à  X,  forment  une  suite  croissante,  tandis  que  les 
réduites  de  rang  impair,  toutes  supérieures  à  x,  forment 
une  suite  décroissante.  Ces  deux  suites  se  terndnent 
quand  x  est  un  nombre  rationnel  ;  mais,  dans  le  cas 
contraire,  elles  sont  illindtées  et  les  réduites  de  cha- 
cune d' elles  convergent  vers  la  valeur  de  x  dojit  elles 
se  rapprochent  indéfinijnejit. 

C'est  en  raison  de  cette  propriété  que  les  réduites  ont 
reçu  le  nom  àe  fractions  convergentes.  On  voit  que,  si  a 
a^ ,  <22,  «3,  ...  désignent  les  quotients  incomplets  obtenus 
dans  la  réduction  de  x  en  fraction  continue,  il  est  permis 
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d'écrire 


puisque  l'expression  contenue  dans  le  second  membre 
de  cette  formule  tend  vers  une  limite  égale  à  x,  quand  le 
nombre  qui  marque  le  rang  du  quotient  auquel  on  la 

suppose  terminée  augmente  indéfiniment.  La  réduite  — ^ 


a  pour  valeur 


P,    ^     /P,  Pl\     ./Ps  PA,  ,    f^n  P.-l    . 


Qi      VQ2      Qi/     \Q3      Q2/  \Qn      Q.~i 

et  par  suite  la  quantité  x  est  la  limite  de  la  série  con- 
vergente 


I  I 


Q1Q2      Q2Q3  Q«-iQ. 

7.   Théorème  IV.  —  Si  une  fraction  irréductible  - 

p  p 

est  comprise  entre  deux  réduites  consécutii^es    "~"^ ,  — ^  , 

Q«-i    Q« 
le  dénominateur  B  de  la  fraction  est  supérieur  au  déno- 
minateur de  chaque  réduite. 

A  .  P  P 

En  effet,  la  fraction  —  étant  comprise  entre     "~^  et  —^5 

les  deux  différences 

■A-  "ra— 1  P/7  •- Ti~\ 

sont  de  même  signe,  et  la  valeur  absolue  de  la  première 
différence  est  inférieure  à  la  valeur  absolue  de  la  seconde. 


i8                     couT\s  d'algèbre  supéuieure. 
Or  celle-ci  est  égale  à  ~ p—  :  donc  on  a 


Qn-iQn 


OU 

(-i)"(AQ,,..,-BP„_,)<|;: 

le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  un  entier  qui, 
par  hypothèse  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  et  l'on  a  en 
conséquence 

B>Q.. 

Le  nombre  B  est,  à  plus  forte  raison,  supérieur  à  Q//_|. 

Corollaire.  —  Chaque  réduite  ci'  une  fraction  conti- 
nue X  approche  plus  de  la  valeur  de  x  que  toute  autre 
fraction  dont  le  dénondnateur  est  moindre  que  celui  de 
la  réduite. 

A 
En  effet,  si  la  fraction  irréductible  —  approche  plus  de  x 

P. 

que  la  réduite  -^-,  elle  sera,  à  plus  forte  raison,  plus  près 

p  _ 

de  X  que  la  réduite  précédente    "~^  •  D'ailleurs,  la  quan- 

tité  X  étant  comprise  entre  tt^-  et  —^7  la  fraction  -  sera 

nécessairement  comprise  entre  les  mêmes  réduites  ;  donc, 
d'après  le  précédent  théorème,  le  dénominateur  B  sera 
supérieur  à  Q„. 

A 

Il  résulte  de  là  que,  si  B  est  inférieur  à  Q,;,  la  fraction  — 

P 

approche  moins  de  x  que  la  réduite  -p« 

.       P 

8.   Problème.  —  Etajit  doimée  une  fraction  —  dont 

^  Q 
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la  différence  awec  une  quantité  quelconque  x  est  dz  —^ 

9  étant  plus  petit  que  l'unité,  on  demande  la  condition 

P 

pour  que  —  soit  l'une  des  réduites  fournies  par  le  déve- 
loppement de  X  en  fraction  continue. 

P 

Réduisons  -r-  en  fraction  continue  et  formons  les  ré- 

P     P  P  .  P 

duites  —  )  —^5  '"'TV  ^^^^  ^^  dernière  n'est  autre  que -• 
Qi   Q2        Q/i  Q 

Si  cette  fraction  est  l'une  des  réduites  fournies  par  le 
développement  de  x,  et  que  l'on  désigne  par  x^  le 
(w-f-i)^^™^  quotient  complet,  on  aura 

f,W^£^i^fi±Zzizl,     d'où     -       ^"-  '~'''' 


Il   faut  remarquer  que  l'on  peut  toujours  s'arranger 

de  manière  que  le  signe  du  second  membre  de  cette 

formule  soit  le  même  que  celui  de  la  différence  donnée 

P  9 

X  —  -  =  dz  —  •  En  d'autres  termes,  dans  la  fraction  con- 

P  .  .  P 

tinue  égale  à  —  ?  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  ~ 

P       •    , 

ou  —  soit  à  volonté  une  réduite  de  rang  impair  ou  de 

rang  pair.  En  effet,  soient  «„_2,  cin~\  les  deux  derniers 

P 
quotients  incomplets  de  la  fraction  continue  égale  à  —  \ 

d'après  la  manière  dont  on  opère  habituellement,  le 
dernier  quotient  n'est  pas  égal  à  i,  car,  si  cela  avait  lieu, 
on  pourrait  supprimer  ce  quotient  en  augmentant  d'une 
unité  le  quotient  précédent  qui  deviendrait  alors  a/2_2-Hi  • 
Donc,  puisque  a,i_x  est  au  moins  égal  à  2,  on  peut  le 

remplacer  par  {aji-.\  —  i)H — ,  c'est-à-dire  qu'on  peut 
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introduire  un  quotient  de  plus  égal  à  i,  en  ayant  soin 

de  retrancher  une  unité  du  quotient  qui  était  le  dernier. 

On  peut  donc  faire  en  sorte  que  le  nombre  tz,  qui  in- 

..PP. 

dique  le  rang  de  la  réduite  -^  =  -,  soit  à  volonté  pair  ou 

impair  ;  ce  nombre  n  étant  ainsi  choisi  de  manière  que  le 

6 
signe  de  (- —  i)"  soit  celui  de  la  différence  donnée  zh  —  ? 

on  aura 

I  9  ^ 


Or  Xn  est  positif  et  supérieur  à  i  :  donc  on  a 


3)  B< 


Qn-^Qn- 


Je  dis  que  réciproquement,  si  cette  condition  est  satis- 
P 
faite,  la  fraction  —  sera  l'une  des  réduites  de  x.  En  effet, 

Xn  étant  alors  définie  par  la  formule  (i),  l'équation  (2) 
donnera  pour  cette  quantité  une  valeur  positive  et  supé- 
rieure à  l'unité;  d'ailleurs,  d'après  la  formule  (i),  la 
valeur  de  x  sera  évidemment  de  la  forme 


a:  =2  a  -f- 


«1  -f- .  I 


I 


d'où  il  résulte  que  la  fraction  —  est  l'une  des  réduites  qui 

convergent  vers  x. 

Il  faut  remarquer  que  la  condition  (3)  sera  toujours 

satisfaite  si  0  est  inférieur  à  -  ?  car  le  rapport ~ — 

est  supérieur  à  -;  donc  la  fraction   —  sera  nécessaire- 
^2  Q 
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ment  l'une  des  réduites  de  la  quantité  x   si  la  différence 

P  .     ,  .  ,     I 

X  —  —  est,  en  valeur  absolue    inférieure  à  --—  • 
Q  2Q^ 


Des  fractions  con^^ej^gentes  intermédiaires . 

9.  On  a  vu  que  les  réduites  de  rang  pair  et  celles  de 
rang  impair  forment  deux  suites  qui  sont  l'une  croissante, 
l'autre  décroissante,  et  qui  convergent  toutes  les  deux 
vers  la  valeur  de  la  fraction  continue.  Considérons  deux 
réduites  consécutives 


de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  suites,  le  nombre  n  pou- 
vant être  égal  à  i .  Si  aji  désigne  le  quotient  incomplet  de 
rang  zz  4-  i ,  les  valeurs  de  ces  deux  réduites  seront  com- 
prises dans  l'expression  générale 

et  elles  répondront  aux  valeurs  /  =0,  h  =:  a,i  de  l'in- 
déterminée /r. 

Lorsque  le  quotient  a,i  est  supérieur  à  i ,  et  que  l'on 
donne  à  k  les  valeurs  successives 

o,    1,   2,    3,    .  .  .,    [a,,—  i),   «^, 

l'expression  précédente  fournit,  indépendamment  des 
deux  réduites  considérées,  a,i — -i  autres  fractions  dont 
les  dénominateurs  sont  compris  entre  Q«_i  et  Q^+i  et 
auxquelles  on  a  «donné  le  nom  de  fractions  conver- 
gentes intermédiaires . 

Si  l'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 


22  COURS  D  ALGEBRE  SUPÉRIEURE. 

on  aura 

R/t-t-i  =  R/t  +  Prt»    ^k-hi  =  ^k  +  Qm  ; 
d'où 

ou 

et,  par  conséquent, 

R,.^,        R^        (-i)«        P„        R,.        (-i)" 


^k+l  ^k  ^k^k+{  Qn  ^k  Qn^k 

Ces  formules  sont  analogues  à  celles  qui  se  rapportent 
à  deux  réduites  consécutives  quelconques,  et  l'on  peut 
en  conclure  les  propositions  suivantes  : 

I  °  Les  fractions  convergentes  intermédiaires,  formées 
comme  il  a  été  indiqué,  sont  des  fractions  irréductibles. 

2^  La  différence  de  deux  fractions  convergentes  in- 
termédiaires consécutives  est  égale  à  l'ujiité  divisée  par 
le  produit  des  dénominateurs  des  deux  fractions, 

3"  Si  l'on  considère  la  suite  des  réduites  de  rang 
pair  et  celle  des  réduites  de  rang  impair,  puis  qu'entre 
chaque  réduite  de  l'une  et  de  l'autre  suite  et  la  réduite 
suivante  on  écrive  toutes  les  fractions  convergentes  in- 
termédiaires qui  s'j  rapportent,  de  telle  manière  que 
les  dénominateurs  forment  une  suite  croissante,  on  ob- 
tiendra deux  nouvelles  suites  qui  seront,  la  première 
croissante,  la  seconde  décroissante,  et  qui,  en  consé- 
quence, convergeront  sans  cesse,  l'une  et  l'autre,  "vers 
la  valeur  de  la  fraction  continue. 

4^  Si  une  fraction  —  est  comprise  entre  deux  fractions 
convergentes    consécutives  — ^"j  ^-^î  appartenant   au 

^k       ^k+l 
P  P 

sroupe  dont  les  réduites  -^^  et  — ^^  sont  les  termes  ex- 
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trêmes,  ou  si  elle  est  comprise  entre  la  fraction  —-  et  la 

p  .        .      A 

réduite  — ^  »  le  dénominateur  B  de  cette  fraction  —  sera 

supérieur  au  dénominateur  de  chacune  des  fractions 
convergentes  qui  la,  comprennent. 

10.  Lorsque  la  fraction  continue  est  limitée,  les  deux 
suites  formées  avec  les  réduites  et  les  fractions  intermé- 
diaires se  terminent  d'elles-mêmes  ;  mais  il  faut  remar- 
quer que  l'on  peut  encore  considérer  l'une  des  deux  suites 

comme  illimitée.  En  effet,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'une 

p 
des  réduites  — ^  exprime  la  valeur  exacte  de  la  fraction  con- 

tinue;  cette  réduite  termine  l'une  des  deux  suites,  tandis 

P  _  . 

que  l'autre  suite  s'arrête  à     "   '  ;  mais  on  peut  évidem- 

ment  introduire  dans  la  fraction  continue  un  nouveau 
quotient  Xn  égal  à  oo  ;    celle-ci  sera  alors  représentée 

P  -T  -i-  P  .  P 

par  l'expression    """  '      ''~^  équivalente  à  --^S  et  à  celle 

P  _ 

de  nos  deux  suites  qui  se  termine  à  -—^  on  pourra  ajou- 

ter  les  fractions  intermédiaires 

P,,  -f-  P,,_i         2P„-f-P„_,         3P,-f-P„_, 

dont  le  nombre  est  illimité.  La  suite  indéfinie  que  l'on 
formera  ainsi  convergera  vers  la  fraction  continue,  comme 
si  celle-ci  représentait  la  valeur  d'une  quantité  irration- 
nelle. 

H .  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  nous  fournit 
la  solution  de  cette  importante  question: 

Problème.  —  Déterminer ,  parmi  toutes  les  fractions 
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dant  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  une  certaine  li- 
mite K,  celle  qui  approche  le  plus  d'une  irrationnelle 
donnée  x. 

Concevons  que  la  quantité  x  ait  été  réduite  en  frac- 
tion continue,  puis  qu'avec  les  réduites  et  les  fractions 
intermédiaires  on  ait  formé  les  deux  séries,  l'une  crois- 
sante, l'autre  décroissante,  qui  convergent  toutes  deux 
vers  la  valeur  de  x. 

Si  le  dénominateur  Q;^  de  l'une  des  réduites  est  égal  à 
la  limite  donnée  R,  la  fraction  demandée  sera  la  réduite 

-^•,  mais  je  dis  que,  dans  tous  les  cas,  cette  fraction  fera 

partie  de  l'une  des  deux  suites  formées  avec  les  fractions 
convergentes.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  la  fraction 

demandée  —  tomberait  entre  deux  termes   consécutifs 
B 

-r^— 5^5  —  de  l'une  de  ces  deux  suites  ;  mais  alors  B  serait 

^A— 1      '^k 

P 

supérieur  à  S^,  la  fraction  —  serait  d'ailleurs  plus  appro- 

A 

chée  de  x  que  —  ?  et  par  conséquent  cette  dernière  frac- 
tion ne  satisferait  pas  à  la  condition  requise. 

Donc,  pour  résoudre  le  problème  proposé,  il  suffît  de 
réduire  l'irrationnelle  x  en  fraction  continue,  de  former 
la  série  des  réduites  de  rang  pair  et  celle  des  réduites  de 
rang  impair,  avec  les  fractions  intermédiaires  correspon- 
dantes ;  de  prendre  enfin  dans  chaque  suite  la  fraction  qui 
a  le  plus  grand  dénominateur  au-dessous  de  la  limite  K. 
Les  deux  fractions  que  l'on  obtient  de  cette  manière  com- 
prennent entre  elles  la  quantité  x,  et  elles  fournissent  les 
valeurs  les  plus  approchées,  par  défaut  et  par  excès,  de 
cette  irrationnelle,  quand  on  exclut  les  fractions  dont 
le  dénominateur  est  supérieur  à  K. 
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On  voit  que  la  réduction  en  fraction  continue  doit 
être  employée  toutes  les  fois  qu'il  est  question  d'expri- 
mer par  les  fractions  les  plus  simples  et  les  plus  ap- 
prochées qu'il  est  possible,  soit  la  valeur  d'une  irra- 
tionnelle, soit  celle  du  rapport  de  deux  nombres  entiers 
très-grands. 

'Théorème  de  Lejeane-Dirichlet. 

12.  La  théorie  des  fractions  continues  nous  a  révélé 

P. 

l'existence  d'une  infinité  de  fractions  -~  susceptibles  d'ex- 

Qrt 

primer  la  valeur  d'une  irrationnelle  donnée  x,  k-—^  près. 

Ce  fait  si  remarquable  peut  être  établi  directement  par 
un  procédé  ingénieux  dû  à  l'illustre  géomètre  allemand 
Lejeune-Dirichlet. 

Le  théorème  que  nous  nous  proposons  d'établir  peut 
être  énoncé  dans  les  termes  suivants  : 

Théorème.  —  Dans  la  séi'ie  des  fractions  qui  ont  pour 
dénominateurs  les  nombres  i,  i,Z^  .  ,  .  j  n,ilen  existe  au 
moins  une  de  dénominateur  v  (jui  digère  d'une  cjuantité 

moindre  que  —  5  par  défaut  ou  par  excès ,  d' une  irra- 

ùonnelle  donnée  x. 

Représentons  par  m,  le  nombre  entier  immédiatement 
supérieur  à  vx^  et  considérons  la  suite  des  quantités 

m^  —  .?:,      m.^ —  2.r,      W3  —  3^,  .  .  . ,  /72„ —  /z.r, 

qui  seront  toutes  moindres  que  l'unité.  Si  l'on  était  as- 
suré que  l'un  au  moins  des  produits 

«(mi — ^),  n\m^ — 2x),  n[^m^ — 3j?),  ...,  n[m,j^  —  nx] 
eût  pour  partie  entière  zéro,  le  théorème  serait  démontré, 
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car  on  aurait,  par  exemple, 

n[m^  —  v.r)  <^  i, 
d'où 

m,,  ■ —  vx 


I 

m^ 

^   I 

et 

-^<- 

71 

V 

n-j 

mais,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  comme  ces  parties  entières 
ne  peuvent  être  que 

G,    I,   2,   .  .  .,    («  — i), 

l'exclusion  du  nombre  zéro  exige  que  l'une  d'elles  soit 
la  même  dans  deux  produits  différents.  Soient  donc 

n  i^m.,  —  v.-r  j  m  E,  -^-  £, 
n[m.^  —  p..r )  =  E  -h  ïî, 

E  désignant  un  entier,  £  et  •/}  étant  des  quantités  posi- 
tives inférieures  à  i.  Si  l'on  retranche  ces  égalités  l'une 
de  l'autre,  il  vient 

7i[[m,,—  m^]  —  (v  — -  p.).r]—  £  —72, 

d'où 

m^  —  m,^  £  —  n 

On  peut  supposer  que  v  soit  le  plus  grand  des  nombres  v 
et  II]  la  différence  v  —  ^i  de  deux  nombres  inférieurs  à  ti 
est  elle-même  moindre  que  Ji  ;  enfin  la  valeur  absolue 
de  e  —  71  est  inférieure  à  i.  Le  théorème  énoncé  résulte 
donc  de  la  formule  précédente,  puisque  celle-ci  montre 
que  la  valeur  absolue  de  la  différence 

m,,  —  m,^ 


—  .r 


est  inférieure  à  — -, r  • 

Dans  ce  qu'on  vient  d'établir,  le  nombre  7i  est  quel- 
conque. En  le  faisant  croître  indéfiniment  on  voit  la  pos- 
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sibilité  d'obtenir  une  suite  infinie  de  fractions  conver- 
gentes vers  la  valeur  de  x,  telles  que  l'erreur  par  défaut 
ou!  par  excès  relative  à  chacune  d'elles  soit  moindre  que 
l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénominateur;  car,  dans 

l'expression  —  indiquée  par  l'énoncé  du  théorème,  v  est 

au  plus  égal  à  n  ;   cette  limite   sera  donc  en  général 

moindre  que  —  • 

Résolution  d'une  équation  du  premier  degré  à  deux 
inconnues,  en  nombres  entiers,  par  la  méthode  des 
fractions  continues , 

13.   Considérons  l'équation 

Pr-hQrr^H, 

dans  laquelle  P,  Q,  H  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs.  Gomme  on  peut  supposer  que  ces  trois  nombres 
n'ont  aucun  diviseur  commun,  l'équation  proposée  ne 
pourra  évidemment  être  satisfaite  par  des  valeurs  entières 
de  X  et  de  j  que  si  les  coefficients  P  et  Q  sont  premiers 
entre  eux.  Supposons  que  cette  condition  soit  remplie  ;  ré- 

P 
duisons  la  fraction  zîz  --  en  fraction  continue,  et  calculons 

.  P' 

les  réduites  successives.  Si  —  désigne  l'avant-dernière  ré- 
duite, on  aura 

zb(PQ'-QP' )=..!; 

d'où 

P(dzQ'H)  +  Q(-zP  H).r:.H, 

ce  qui  montre  que  l'équation  proposée  sera  satisfaite  en 
posant 

.r^zdzQ'H,      jznzpP'H. 

Désignons  par  Xq  eljo  ces  valeurs  des  indéterminées  x 
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et^,  l'équation  proposée  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Par4-Qj=P^o+Qjo 
OU 

et,  comme  les  nombres  P  et  Q  sont  premiers  entre  eux 
les  quantités  x  et  j^  ne  seront  entières  que  si  x  —  Xq  est 
divisible  par  Q.   On  aura  donc,  en  désignant  par  Q  le 
quotient  de  cette  division, 

c'est-à-dire 

.rr.^zbQ'H  H-ÔQ,      j=:qzP'H-l-6P; 

ces  valeurs  satisfont  à  l'équation  proposée,  quel  que  soit 
l'entier  positif  ou  négatif  Q. 

Il  faut  remarquer  que  la  valeur  absolue  de  x  sera  infé- 
rieure à  Q  si  l'on  prend  pour  B  l'un  des  deux  entiers  con- 
sécutifs entre  lesquels  est  comprise  la  fraction  positive  ou 

négative  zp  ~Fr~S  ^^^  peut  même  ajouter  que  1  une  de  ces 
deux  valeurs  de  B  donnera  à  x  une  valeur  absolue  infé- 
rieure à  -  Q.  Il  résulte  delà  qu'il  existe  une  valeur  unique 

de  X  entre  les  limites  zéro  et  Q  ou Q  et  -i —  Q,  pour 

laquelle  l'expression 

Px  — H 


Q 

se  réduit  à  un  nombre  entier. 

L'équation  dont  nous  venons  de  nous  occuper  peut 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

PQ       Q        p' 
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TT 

et  l'on  voit  que  toute  fraction —-•)  dont  le  dénomina- 
teur est  le  produit  de  deux  nombres  P  ei  Q  premiers 
entre  eux,  peut  se  décomposer  en  deux  autres  fractions 
ayant  respectivement  pour  dénominateurs  les  nombres 
P  et  Q. 

Théorème  relatif  à  la  réduction  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  continues. 

P 

14.  Considérons  une  fraction  rationnelle  —  supérieure 

à  I,  et  supposons  qu'en  la  réduisant  en  fraction  conti- 
nue on  ait  trouvé 

(X)  -^.+ . 


la  dernière  des  réduites  successives  — ^j  — ^?  . .  . ,  _^  sera 

Ql      Q2  Qn 

p 

égale  à— 1  et  l'avant-dernière  aura  pour  valeur 

(2) =z«H 

V«-i  _     ,  I 


D'un 

autre  côté 

,  on  a 

P.     : 

=  P.- 

-i««-i 

+  P„_2, 

P.-i 

=  P.- 

-2  ««-2 

l+P«-3, 

P3         :=P2«^2+Pl,  Q3         =Q2«2+Ql, 

P2     =Pi«i  +  Po,  Q2     =Qi«i-f-Qo, 

puis 

Pi=rt,      Po=i,  Qi=l,      Qo  =  o; 
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ces  formules  donnent 

(3)     ^  :-«„-.+ '- : 


««-3  + 


Clt) 


I 

—  > 
a 


(4)     #^--«-. 


I 

a,  -1 

a. 


On  voit  que  les  quotients  de  la  fraction  continue  (3) 
sont  précisément  ceux  de  la  fraction  (i)  pris  dans  un 
ordre  inverse  ;  la  fraction  (4)  est  l'avant-dernière  ré- 
duite de  la  fraction  continue  (3). 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  a 

(5)  P.-.l=  Q,-n 

mais  seulement  dans  ce  cas,  les  fractions  (i)  et  (3)  se- 
ront égales  entre  elles    et  la  suite  des  quotients 

sera  j^éciproque,  c'est-à-dire  que  les  termes  extrêmes  se- 
ront égaux  entre  eux,  ainsi  que  deux  termes  quelconques 
pris  à  égale  distance  des  extrêmes.  Comme  on  a 

(6)  P«Q.-i-Q.P.-i  =  (-i)'S 
la  condition  (5)  équivaut  à 

(7)  p.Q.-i-Q;.=(-i)'^    ou    q,_,^^^ — L; 

et  elle  exprime  que  Ton  a 

Q-±i 

(8)  — - —  =  un  nombre  entier. 
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Réciproquement,  si  les  nombres  entiers  P  et  Q<^P  sa- 
tisfont à  la  condition  (8) ,  on  peut  être  assuré  que  la  frac- 

P  . 

tion  --  se  réduira  en  une  fraction  continue  dans  laquelle 

les  quotients  formeront  une  suite  réciproque. 

P 
En  effet,  réduisons  la  fraction  —  en  fraction  continue, 

en  nous  arrangeant  de  manière  que  le  nombre  des  quo- 
tients soit  pair  ou  impair,  suivant  que  le  signe  ambigu  ziz 
exprime  -h  ou  —  dans  la  formule  ( 8 ) .  Alors,  en  désignant 
par  n  le  nombre  de  ces  quotients  et  par  Q'  la  valeur  du 
premier  membre  de  la  formule  (8),  on  aura 

.   p  _i  .         .  p        p         , 

mais  -^ —  étant  la  réduite  qui  précède  t^  ou  —  ?  la  for- 

mule  (6)  a  lieu,  et,  en  la  retranchant  de  la  précédente, 
il  vient 

comme  P„  doit  diviser  le  second  membre  de  cette  formule, 
et  que  ce  nombre  est  premier  avec  Q„,  il  doit  diviser 
Q« —  P/?_i  ;  cette  différence  étant  inférieure  à  P„,  elle  doit 
être  nulle,  et  l'on  a 

P»-i  =  Q«,    Q«-i=Q'. 

La  première  de  ces  égalités  démontre  la  proposition  que 
nous  avions  en  vue. 

15.  Les  résultats  qui  précèdent  nous  seront  utiles  plus 
tard  ;  mais  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  montrer  dès  à  pré- 
sent comment  on  peut  en  tirer  une  démonstration  fort 
simple  d'une  proposition  importante  dans  l'Arithmétique 
supérieure.  Cette  proposition  est  la  suivante   : 

Théorème.  —  Tout  nombre  entier  qui  divise  la  somme 
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de  deux  carrés  premiers  entre  eux  est  lui-même  la  somme 
de  deux  carrés. 

En  effet  supposons  que  le  nombre  entier  P  divise  la 
somme  R^H-  S^    R  et  S  étant  des  entiers  premiers  entre 

eux.  Si  l'on  réduit  la  fraction  -  en  fraction  continue  et  que 

■D  '  T) 

l'on  désigne  par—  la  réduite  qui  précède  —  ?  on  aura 

RS'—  SR'rzrzti; 

en  outre,  le  nombre  P  divisant  R^-i-S^,  il  divisera  le 
produit 

(R2-f-  S2)  (R'2-f-  S'2)  =  (RR'  +  SS')2-i-  (RS'—  SR')2  ; 

il  divisera  donc,  quelque  soit  K,  la  somme  de  deux  carrés 

(RR'  -f-  SS'  —  KP  Y  +  (RS'  —  SR'  Y  ; 

or  le  second  de  ces  carrés  est  i  ;  quant  au  premier,  il  est 

le  carré  d'un  nombre  Q  qu'on  peut  supposer  inférieur  à  P, 

.         .  p 

et  même,  si  l'on  veut,  inférieur  à  -?  à  cause  de  l'indéter- 
minée K.  Il  résulte  donc  de  notre  hypothèse  qu'on  peut 
trouver  un  nombre  Q  inférieur  à  P,  tel  que  l'on  ait 

— — —  =.  entier. 

P         .        . 
Gela  posé,  réduisons  la  fraction  —  en  fraction  continue, 

en  opérant  de  manière  que  le  nombre  des  quotients  soit 
pair.  D'après  la  proposition  établie  plus  haut,  la  suite  de 
ces  quotients  sera  réciproque,  et  elle  pourra  être  repré- 
sentée par 

P 

La  (m  + 1  )*^™^  réduite  -~  embrasse  les  quotien ts  de  la  pre- 
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p    _ 

mière  moitié  de  cette  suite,  et,  si  l'on  désigne  par  ——^  la 

réduite  précédente,  par  Xm  le  quotient  complet  de  rang 
w  -h  I ,  on  aura 


mais  le  quotient  complet  Xm  est  égal  à 


P 
et  cette  fraction  n'est  autre  chose  que      '"   -,  donc  on  a 

P  P'    -f-  P^_, 


Q  P;.Qm+P,.-lQ 


m—l 


Il  est  évident  que  le  second  membre  de  cette  formule 
est  une  fraction  irréductible.  D'ailleurs  on  s'en  assure 
immédiatement  en  remarquant  que  la  différence 

P//1  [^mQ./ii  +  Pot— 1  Qw— 1  ]  Q/«  [Pm  ~+~  P/vi-l  ) 

a  pour  valeur 

Pot— 1  (PotQot— 1         Qa^Pot— l)  =^  (         i)'"Pot— 1  j 

un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  dont 
il  s'agit  diviserait  donc  Vm-i  ;  mais  alors  il  diviserait 
aussi  Pm,  ce  qui  est  impossible,  puisque  P^  et  J^m-t 
sont  premiers  entre  eux.  D'après  cela,  la  formule  que 
nous  avons  obtenue  donnera 

P    P^       -4-    P^  A 

Q  =  Pot  Qot  ~^  Pot— 1  Qot— 1  • 

Non-seulement  la  première  de  ces  égalités  démontre  le 
s.  —  j4lg.  Slip.,  I.  3 


I 
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théorème  énoncé,  mais  encore  elle  fait  connaître  les  deux 
carrés  dans  lesquels  le  nombre  P  peut  être  partagé  (*). 

Condition  pour  que  les  fractions  continues  qui  repré- 
sentent deux  irrationnelles  soient  terminées  par  les 
mêmes  quotients. 

16.  Si  deux  irrationnelles  positives  x  et  x'  sont  telles, 
que  les  fractions  continues  dans  lesquelles  elles  se  déve- 
loppent aient  un  même  quotient  complet  y,  on  aura, 
par  les  propriétés  des  fractions  continues, 

Pr-+-P'  ,       Rr-f-R' 

P,  Q,  P', .  .  .  étant  des  entiers  positifs  qui  satisfont  aux 
deux  conditions 

PQ'  — QP'  =  dzi,      RS'—  SR'=:dii. 

Si  l'on  élimine  jy^  entre  les  équations  (i),  on  trouvera 

a.r  -\-  h 


a!  X  -\-  b' 
en  posant 

«  =  QR'  —  RQ',       b  =  RP'  —  PR', 
a'  =  QS'  —  SQ',       b'  =  SP'  —  PS', 

et  l'on  déduit  de  ces  dernières  formules 

ab'  —ba'=z[VQ;  —  (lV')[  RS'  —  SR'  )  =  ±  i . 

Donc,  pour  que  deux  irrationnelles  positivées  x  et  x' 
puissent  se  développer  en  des  fractions  continues  suscep- 
tibles d'être  terminées  par  des  quotients  complets  égaux 


(  •  )  J'ai  donné  pour  la  première  fois  cette  démonstration  dans  un 
article  qui  fait  partie  du  tome  XIIÎ  du  Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées  (i^^  série). 
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entre  eux,  il  faut  quelles  soient  liées  l'une  à  Vautre 
par  une  équation  de  la  forme 

,  a.T  -\-  h 

(2)  X   —  -, — -, 

oîi  aj  b   a',  y  désignent  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
qui  satisfont  à  la  condition 

(3)  ab'—ha'z=z±i. 

Je  dis  maintenant  que  cette  condition  est  suffisante.  En 

P 

effet,  réduisons  x  en  fraction  continue,  désignons  par  - 

P' 

une  réduite  aussi  éloignée  qu'on  voudra,  par  —  la  réduite 

précédente,  et  par  j^  le  quotient  complet  qui  répond  à  la 
réduite  -  ^  on  aura 

Pr  -^  P' 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  (3), 
il  viendra 

,_   («P-l-  èQ)j  -X-  (rtP'  -^  bQ) 

'""  ~~  (a'P  +  ^'Q)7-i-(rt'P"-H  ^'Q')* 

Cela  posé,  quels  que  soient  les  signes  des  nombres  a,  b^ 
a' ,  b' j  les  rapports 

V         b  P         // 

«p_l_^Q    _  Q    Q  "^"  â  a"9-\-b'q  Q    Q"^  ^ 


aV'-^b(^         Q'  P'    ,     b  rtP'-hô'Q'         Q'  P'         b' 

sont  positifs  et  supérieurs  à  i,  car  on  a  Q]^  Q'  et  l'on 

P    P' 

peut  supposer  les  réduites  -  •,  —7  assez  éloignées  pour  que 

leur  différence  soit  plus  petite  qu'une  quantité  quelconque 

3. 
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donnée.  D'ailleurs  j  et  x'  sont  positives  ;  donc  la  valeur 
précédente  de  x'  est  de  la  forme 

^     '  S  j  +  S' 

R,  R',  S,  S'  étant  des  nombres  entiers  positifs  tels  que 

R>R',      S>S'. 

D'ailleurs  ces  nombres  ont  respectivement  pour  valeurs 

R=±:  [aV  -h  bq),       R'  =  ±  (^P'  +  èQ' ), 
S=zh(«'P+  6'Q),      S'=±{a'P'-{-b'q'], 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  devant  être  pris  en- 
semble. On  déduit  de  là 

RS'  —  SR'  r=dz  (  ab'  -  ba'  )  (PQ'  —  QP'  )  ; 

on  a  d'ailleurs 

PQ'  — QP'=±i       et      ab'—  ba'=z±:i, 
donc 
(6)  RS'-SR'=iizi. 

T> 

Réduisons  maintenant  la  fraction  —  en  fraction  conti- 

•p 

nue  et  soit  — ^  l'avant-dernière  réduite  ;  comme  le  calcul 

peut  être  fait  de  manière  que  — ^  soit  à  volonté  de  rang 
pair  ou  de  rang  impair,  on  peut  écrire 

RSo-SRo=:=i=i, 

le  signe  du  second  membre  étant  ici  le  même  que  dans 
la  formule  (6).  Et  alors,  à  cause  de  cette  formule  (6), 
l'égalité  précédente  donnera 

R(S'-So)  =  S(R'-Ro); 
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or  le  nombre  R  est  premier  avec  S^,  et  il  surpasse  R' — Ro, 
différence  de  deux  nombres  inférieurs  à  R  ;  il  faut  donc 
que  l'on  ait 

Rq  =^  R  1      So=  S  . 

On  voit  enfin  par  la  formule  (5),  quejy^estun  quotient 
complet  commun  à  x  et  à  a/. 

Remarqle.  —  Nous  avons  supposé  les  quantités  x  etx' 
positives,  mais  rien  n'empêche  de  les  supposer  négatives. 
En  effet,  si  l'on  change  x  en  — x  ow.  x^  en  — x',  la  for- 
mule (3)  restera  la  même  ;  seulement  quelques-uns  des 
coefficients  changeront  de  signe  sans  cesser  de  satisfaire 
à  la  condition  (4).  Au  surplus,  dans  le  développement 
d'une  irrationnelle  en  fraction  continue,  on  n'a  à  s'oc- 
cuper que  de  la  valeur  absolue  de  cette  irrationnelle. 
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CHAPITRE  IL 

DES  FRACTIONS  CONTINUES  PÉRIODIQUES. 


Développement  des  irrationnelles  du  deuxième  degré 
en  fraction  continue. 

17.  On  nomme  irrationnelle  du  deuxièine  degré  toute 
quantité  irrationnelle  qui  est  racine  d'une  équation  du 
deuxième  degré  à  coefficients  rationnels.  Il  est  évident 
qu'on  peut  préparer  une  telle  équation  de  manière  que 
les  coefficients  soient  des  nombres  entiers  ;  il  est  même 
permis  de  supposer  que  le  coefficient  de  la  première  puis- 
sance de  l'inconnue  soit  un  nombre  pair,  car  on  ramène 
le  cas  contraire  à  celui-là,  en  multipliant  l'équation  par  2. 

Soit,  en  conséquence, 

L.r^H-  2M.r +  N  =  0 

une  équation  du  deuxième  degré  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients L  M,  N  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs  tels, 

que  la  quantité 

M2  _  LN  =r  A, 

supposée  positive,  ne  soit  pas  un  carré  exact.  Les  racines 
de  cette  équation  seront  représentées  par  l'expression 

±:M-f-v/Â 

le  radical  y/A  étant  pris  positivement,  et  le  signe  am- 
bigu dz  devant  être  remplacé  successivement  par  -f-  et 
par  —  tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur;  mais, 
comme  nous  ne  voulons  considérer  que  les  valeurs  abso- 
lues des  racines,  nous  donnerons  au  dénominateur  de 
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l'expression  précédente  le  signe  qui  rend  cette  expres- 
sion positive.  Alors,  si  l'on  pose 

puis  que  l'on  désigne  par  D_^  la  valeur  de  N  prise  avec 
un  signe  tel  que  LN  =  —  D_<D,  toute  irrationnelle  du 
deuxième  degré  prise  positivement  pourra  être  repré- 
sentée par  la  formule 

dans  laquelle  E  et  D  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
et  A  un  entier  dont  la  racine  carrée  est  irrationnelle. 
En  outre,  on  aura 

(2)  E2-4-D_iD=r  A, 

D_i  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

18.  Gela  posé,  nous  nous  proposons  de  développer  en 
fraction  continue  Firrationnelle  définie  par  la  formule  (i  ). 

Après  avoir  déterminé  la  racine  du  plus  grand  carré 
entier  contenu  dans  A,  on  aura  immédiatement,  par  la 
division  le  plus  grand  entier  a  contenu  dans  x  ;  alors 
on  fera,  conformément  à  la  méthode  générale. 


I 
—  y 

.7*1 


et  le  nouveau  quotient  Xi  sera  donné  par  la  formule 
D 

"'~~  —  (D«  — E)-i- v/Â' 

si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  cette  expression  par 
(D«  —  E) -h  y/A  afin  de  rendre  le  dénominateur  ra- 
tionnel   elle  prendra  la  forme 

Ei+i/Â 
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Ej  et  Dj  désignant  des  nombres  rationnels.  On  opérera 
sur  Xi  comme  on  a  fait  sur  x,  et  ainsi  de  suite  ;  en  sorte 
qu'on  obtiendra  successivement  les  formules  suivantes  : 


E+v/A 

Ei+v/Â 
^1—  


D,  '  .T, 


e^+Va__  I 


qui  sont  toutes  semblables  à  la  proposée,  car  on  va  voir 
que  les  nombres  rationnels  E„,  T),^  sont  toujours  des 
entiers.  La  valeur  de  Xn^i  est 

__  E„_i  -f-  v/Â  _  I 

'^n—l  ■'  Il 

et  l'on  en  tire 

D.^-l D„_i  [(D„_i^^_i  -  E„_,  )  +  v^â; 

alors  on  aura,  d'après  nos  notations, 

(3)  D„  = , 

!-'«— 1 

(  4  )  E„  =  D,j_i  «„_i  —  E„__i , 

d'où 

(5)  E^,+  D„_iD„  =  A; 

cette  formule  (5)  subsistera  pour  zz  =  o  si  l'on  convient 
que  D«  et  E,^  représentent  D  et  E  respectivement,  quand 
l'indice  n  est  nul;  car,  dans  ce  cas,  les  formules  (2) 
et  (5)  coïncident.  La  formule  (5)  ayant  lieu  quel  que 
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soit  n,  on  peut,  dans  la  formule  (3),  remplacer  A  par 
E^_i  H-  D,,_oD,,_,,  et  il  vient  alors 

(6)  D,,  =  D,,_2 4-  1  E„_i «„_i  —  D„_i a^n-i  ; 

enfin,  en  remplaçant  D„_i  par  la  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (4)?  on  obtient 

(  7  )  D,,  =  D„_2  +  (  E„_i  —  E„  )  «„_i . 

Les  formules  (4)  et  (7)  subsistent,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  quand  on  suppose  n=^i.  Elles  contiennent 
la  loi  de  formation  des  quotients  complets  Xn,  et  elles 
montrent  que,  si  les  nombres  D,2_2,  E,,_<,  T)n-\  sont  en- 
tiers, les  nombres  E/^  et  D,;  seront  aussi  entiers.  Or, 
par  hypothèse,  D_^,  E,  D  sont  des  nombres  entiers  : 
donc  El  et  Di  seront  eux-mêmes  des  entiers,  ainsi  que  E2 
et  Do,.  .  .,  E„  et  D„.  Les  formules  (4)  et  (7)  montrent 
encore  que,  si  D_,  et  D  sont  pairs  et  que  E  soit  im- 
pair, tous  les  nombres  D«  seront  pairs,  tandis  que  les 
nombres  ^n  seront  impairs. 

Remarque.  —  Il  convient  de  remarquer  que  les  trois 
nombres  entiers  D/^_|,  E„,  D„  ne  peuvent  avoir  un  divi- 
seur commun  B  supérieur  à  l'unité.  En  effet,  si  un  tel 
diviseur  existe,  il  divisera  E,;_<  à  cause  de  la  formule  (4) 
et  D„_2  à  cause  de  la  formule  (7)  ;  il  sera  donc  un  divi- 
seur commun  des  trois  nombres  D/,_2,  E„_,,  T)n-\'  On 
en  conclura  de  même  qu'il  est  diviseur  commun  àD„_3, 
Ert_2»  D/;_2,  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  0  sera  donc  un 
diviseur  commun  à  D_,,  E,  D,  et,  par  suite,  A  aura  le 
diviseur  B^.  Or  on  peut  toujours  admettre  qu'il  n'en  est 

.    ,        ,,  .  ,     E  + v/Â      t, 

pas  ainsi  ;  car,  si,  dans  1  expression  proposée  -,  L 

et  D  sont  divisibles  par  B    A  par  6^,  rien  n'empêche  de 
supprimer  ce  facteur. 
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19.    On  retrouve  les  résultats  qui  précèdent  par  la 

.    P 

considération  des  réduites.  Soit  -~  la  [ji -\-  i^^''"'-^  réduite 

de  la  fraction  continue  égale  à  a:  ;  on  a 


ou 


P„.r,,+  P,_i 

Q/^•^/^+  Qn-1 

E  +  v/A 

_(P„E„  +  P„_,D„)  +  P,,v/Â 

/—  7 


^  (Q«e,+  q,_iD,)  +  QWa 

si  l'on  chasse  les  dénominateurs  et  que  l'on  égale  en- 
suite de  part  et  d'autre  les  parties  rationnelles  et  les 
parties  irrationnelles,  il  viendra 

(8)  Q,E,+  Q„_,D„==:  DP,-  EQ„ 

(9)  (DP,-  EQ„)E,H-  (DP„_,-  EQ,_i)D,:-^  AQ,. 

En  résolvant  ces  équations  (8)  et  (9)  par  rapport  à  E,i 
et  D/2,  et  en  faisant  usage  de  la  relation 

on  trouve 

(10)  E,=:  ^::^[AQ,_iQ,-(DP„_,-EQ,_0(DP/-EQ.;], 

(ii)D,=^:::^[(DP„-EQ,j^-AQa; 

il  est  évident  que  la  quantité  entre  crochets,  dans  l'ex- 
pression de  E„  ou  de  T>n,  se  compose  de  termes  qui  con- 
tiennent D  en  facteur,  et  d'un  terme  multiplié  par  le 
nombre  A — ^E-  qui  est  divisible  par  D.  Donc  les  for- 
mules (10)  et  (11)  montrent  que  E^  et  T>n  sont  des  en- 
tiers, ce  que  nous  savions  déjà;  mais  elles  vont  aussi 
nous  conduire  à  un  autre  résultat  fort  important. 

Je  dis  effectivement  que,  si  jî  est  supérieur  à  une  cer- 
taine limite  les  entiers  En  et  D,i  seront  toujours  positifs. 
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La  formule  (ii)  démontre  immédiatement  ce  fait  à  l'égard 
de  D„  ;  en  effet,  on  peut  l'écrire  comme  il  suit  : 


I 


j»                        1     r                 P„         E  +  v/X  P ,  , 

or,   d  une  part,  le  facteur ou  —  — x  a  le 

signe  de  (, —  i)'^,  et  d'autre  part,  comme  cette  différence 
peut  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut,  en  prenant  Ji  suf- 
fisamment grand,  le  dernier  facteur  de  notre  expression 
de  D,i  approchera  autant  que  l'on  voudra  de  2^ A,  et 
il  sera,  en  conséquence,  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  supérieures  à  une  certaine  limite  ;  donc  aussi  D,, 
sera  positif. 

On  pourrait  établir  la  même  propriété  à  l'égard  de  E., 
en  se  servant  de  la  formule  (10),  mais  il  est  plus  simple 
de  partir  de  l'équation  (8).  Celle-ci  donne 

et,  en  divisant  par 


on  a 


12 


=  S/A  +  E,, 


D  —  —  F 


Q.'^-^'«  y/ A  H-  E,, 

Pour  les  valeurs  de  7i  supérieures  à  une  certaine  limite, 

(  D  —  —  E  j  différera  de  ^A  d'une  quantité  plus  petite 

qu'une  quantité  donnée  quelconque  :  il  en  résulte  que 
le  nombre  entier  E„  ne  pourra  pas  être  négatif;  car,  si 
cela  arrivait,  le  second  membre  de  la  formule  précédente 
serait  plus  grand  que  i,  et  il  ne  pourrait  être  égal  au 
premier  membre,  lequel  est  évidemment  inférieur  à  i. 
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Si  donc,  pour  quelques-unes  des  premières  valeurs 
de  71,  o,  I,  2,  .  .  .,  les  nombres  D„  et  E/^  peuvent  être 
négatifs,  cette  circonstance  ne  pourra  plus  se  présenter 
dès  que  n  aura  atteint  une  certaine  limite. 

20.  Nous  pouvons  maintenant  établir  la  proposition 
suivante  due  à  Lagrange  : 

Théorème  I.  —  La  fraction  continue,  dans  laquelle 
se  développe  une  irrationnelle  du  deuxième  degré,  est 
périodique,  c  est-à-dire  que  la  série  des  quotients  com- 
plets ou  incomplets,  à  partir  de  celui  qui  occupe  un  cer- 
tain rang,  est  formée  d'une  suite  limitée  de  termes  ou 
période  qui  se  reproduit  indéfiniment  la  même. 

En  effet,  soit  Firrationnelle  du  deuxième  degré 

E  -4-  y/Â 


que  nous  supposerons  positive  ;  le  nombre  A  est  un  en- 
tier dont  la  valeur  est  donnée  par  la  formule 

(2)  E2h-D_iD  =  A 

et  D_,,  E,  D  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 
Si 

.0^  E,,+  V^ 

(3)  -^^^^-dT- 

désigne  généralement  le  quotient  complet  de  rang  n-\-  i, 
et  que  a„  soit  le  quotient  incomplet  correspondant,  on 
aura    par  ce  qui  précède, 

(4)  E^,+  D„_,D„=:A 

et 

(5)  E,,-+-E„_,  r=D„_i««_i; 
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en  outre,  nous  savons  que  E„  et  D,^  sont  des  entiers  et  que, 
pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite, 
ces  mêmes  nombres  sont  positifs.  Considérons  le  dévelop- 
pement en  fraction  continue,  à  partir  de  cette  limite. 
La  formule  (4)  montre  qu'alors  on  a  constamment 

la  formule  (5)  nous  donne  ensuite,  en  écrivant  n  au  lieu 
de  n —  I, 

D,i  <C  2  y/a       et      a^i  <<  2  y/A . 

Ainsi  les  nombres  E;^,  D,;,  a^  sont  limités  et  les  quotients 
complets  x^i  ne  peuvent  avoir  qu'un  nombre^ï/zi  de  valeurs 
différentes.  Donc,  après  un  nombre  d'opérations  plus  ou 
moins  grand,  mais  qui  ne  peut  excéder  2  y/A  X\/A  ou  2  A, 
on  retombera  nécessairement  sur  un  quotient  complet 
déjà  obtenu;  après  quoi  le  reste  de  la  série  des  quotients 
complets  ou  incomplets  sera  formé  d'une  même  suite  ou 
période  de  termes  déjà  trouvés,  laquelle  se  répétera  in- 
définiment. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  relation  (4)  donne 
D,i_,D/i<^A,  et  l'on  aurait  de  même,  en  changeant  n 
en  n  —  i,  T>n-2^n-\  <i^'   Si  donc  on  a 

D«-i>\/Â, 

on  aura 

D«-2<\/Â      et      D„<^Â; 

d'où  il  résulte  que,  si  le  dénominateur  d'un  quotient  com- 
plet est  supérieur  à  y/A,  le  dénominateur  du  quotient 
précédent  et  celui  du  quotient  suivant  sont  l'un  et  l'autre 
inférieurs  à  y/A. 

La  démonstration  précédente  repose  sur  ce  seul  fait 
que  \),i  est  positif  pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une 
certaine  limite;  elle  subsisterait  donc    lors  même  que 


h 
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nous  n'aurions  pas  établi  que  E,i  est  également  positif 
pour  des  valeurs  de  n  suffisamment  grandes.  Enfin  il  est 
évident  que,  si  x^  est  le  quotient  complet  qui  commence 
la  première  période,  les  deux  nombres  E^  et  D,,  seront 
nécessairement  positifs  à  partir  de  la  valeur  7i  =  y. 

21 .  Théorème  IL  —  Réciproquement,  toute  quantité 
qui  se  développe  en  une  fraction  continue  périodique 
est  une  irrationnelle  du  deuxième  degré. 

En  effet,  considérons  une  irrationnelle  x  qui  se  déve- 

loppe  en  une  fraction  continue  périodique  ;  soient  ^  la 

réduite  de  rang  n-\-i  et  Xn  le  quotient  complet  corres- 
pondant, on  aura 


(0 


Qa-^-/c-;-Qa-i 


Si  la  fraction  continue  est  périodique  simple,  c'est-à-dire 
si  la  période  commence  au  premier  quotient  et  que  cette 
période  ait  h  termes,  on  aura 


alors  la  formule  (i)  donnera 

P/ .r  -f-  P^ 


ou 

(  1  )  Qa-^'^  -  (  Pa—  Qa-1  )  •^-  -  Pa-1  =  o  ; 

X  est  donc  racine  d'une  équation  du  deuxième  degré  à 
coefficients  entiers.  Il  faut  remarquer  que  le  nombre  h 
peut  être  égal  à  i,  et  que,  dans  ce  cas,  on  a  Pa_i  =  i, 
Qa-1  —  o. 

Si  la  fraction  continue  proposée  est  périodique  mixte, 
c'est-à-dire  si  la  période  ne  commence  qu'à  partir  du 
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quotient  de  rang  ni  -f- 1    et  que  cette  période  ait  k  termes 
on  aura 

avec 

(4)  •'^nt-hk^^^  ''^mi 

chacun  des  nombres  J7i  et  k  pouvant  être  égal  à  i.  Si 
l'on  résout  par  rapport  à  jc^  et  Xm^fç  les  deux  équations 
comprises  dans  la  formule  (3),  puis  qu'on  égale  entre 
elles  les  valeurs  obtenues,  on  aura 

Qm~-\-'^  "w~l  Qfr7+k^\  -^  P;;?+/— 1 

équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(5)  L.r2+2M.r-f-N  =  0, 

en  posant,  pour  abréger 

iL  =■  Qm— 1  Qm+A-        Q//i  Qot+A:— 1  î 
,      N  =  P/n— 1  P/n+A-         P/u  ^rii-hk—l  • 

On  voit  donc  que  x  est  encore  dans  ce  cas,  l'une  des 
racines  d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients 
entiers. 

Corollaire.  — L'équation  du  deuxième  degré  à  coef- 
ficients rationnels,  à  laquelle  satisfait  une  fraction  con- 
tinue périodique  donnée,  a  ses  deux  racines  de  signes 
contraires  si  la  fraction  continue  est  périodique  simple, 
et  elle  a  toujours  ses  racines  de  même  signe  lorsque,  la 
fraction  continue  étant  périodique  mixte,  il  y  a  plu- 
sieurs  termes  aidant  la  période. 

En  effet,  s'il  s'agit  d'une  fraction  périodique  simple  Xy 
l'équation  (2)  à  laquelle  cette  quantité  doit  satisfaire  a 
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évidemment  ses  racines  de  signes  contraires.  Si  l'irra- 
tionnelle X  se  réduit  en  une  fraction  périodique  mixte, 
elle  satisfera  à  une  équation  telle  que  (5),  dans  laquelle 
le  produit  des  racines  est,  d'après  les  formules  (6), 

-1^  " m  —  \  "m-^k  "m  " ni-\-k—\ 


L  Qm-i  Qm-i-A-  —  Qm  Qm+zt-l 

Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  quotient  a  avant  la 
période,  on  aura 

m  =  i,      P,„_i=:l  ,     P,;,=:«,      Q,„_i  — o,      Q,«— I 

et,  par  suite, 

L-        -Q,       ' 

ce  rapport  peut  être  positif  ou  négatif;  donc,  dans  ce  cas 
les  racines  de  l'équation  (5)  peuvent  avoir  le  même  signe 
ou  des  signes  contraires.  Supposons  maintenant  qu'il  y 
ait  plusieurs  quotients  avant  la  période,  et  soient  a„i_\y 
cim+k-i  les  quotients  incomplets  de  rang  m  et  de  rang 
m-hk;  on  aura 

P/n  =^  Pm— 1  ^rn—l  +  " m—li        "m-hA-^^^  " m+k—1  ^rn+k—l ~+"  ^m-hk—Zy 
Q.in^^^  Qm— 1  '^AM— 1+  Qm— 21      Qw-t->t^^  ^m-hk—l  ^m+k—i~^  QmH-Â:— 2» 

N 
au  moyen  de  quoi  l'expression  générale  de  —  devient 


.^m+k-\ 


TV  P  P  ,  \,-/«-i-/t— 1  /«— 1/      ■     \p 


P/»— 2  \ 


L  Q/«— 1  Qw-hA:— 1    /■  ^  „  \     y     i  Q'n+k—i  Qm— 2 

,QmH-A— 1  Qm 


«m+A- 


:) 


La  différence  â5„,+7^_, — «w_i  n'estpas  nulle,  car  autrement 
la  .période  commencerait  un  rang  plus  tôt  qu'on  ne  l'a 
supposé  ;  d'ailleurs  le  deuxième  facteur  du  second  membre 
de  la  formule  précédente  est  une  fraction  dont  chaque 
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terme  s'obtient  en  ajoutant  une  quantité  positive  ou  né- 
gative, mais  fractionnaire,  à  l'entier  a„i^k_^  — «m_i  ;  donc 
le  facteur  dont  il  s'agit  est  positif,  et  il  en  est  de  même 

N 
du  rapport  -  ;  ce  qui  achève  la  démonstration  de  la  pro- 
JL 

position  énoncée. 

22.  Théorème  III.  —  Les  périodes  des  quotients  in- 
complets, dans  les  fractions  continues  qui  expriment  les 
racines  irrationnelles  d'une  équation  du  deuxième  de- 
gré à  coefficients  entiers,  sojit  inverses  V une  de  V autre, 
c' est-à-dire  que  les  quotients  dont  se  compose  l'une  des 
périodes  sont  précisément  ceux  de  Vautre  période  dis- 
posés dans  un  ordre  inverse. 

Supposons  d'abord  que  l'une  des  racines  de  l'équation 
proposée  se  développe  en  une  fraction  continue  pério- 
dique simple.  On  peut  admettre  que  cette  racine  x  est  po- 
sitive et  supérieure  à  i,  car  on  ramènerait  le  cas  con- 
traire à  celui-là  en  chanereant  x  en  —  ^  ou  en  dz  -• 

^  .r. 

p 

Gela  posé,  -ç-  représentant  généralement  la  réduite  de 
rang  7Z  +  i ,  et  Xn  le  quotient  complet  correspondant,  on  a 

?        d  ou       OT/,  =:  — — 


Qa-^/.  +  Qa- 


Si  /r  exprime  le  nombre  des  quotients  contenus  dans 
la  période,  on  reproduira  l'équation  dont  x  est  racine  en 
remplaçant  Xk  par  x  dans  l'une  ou  l'autre  des  formules 
précédentes  ;  cette  équation  peut  donc  se  mettre  sous  la 
forme 

•^  == 7:;^ ? 

P/i-Qa-^ 

et,  si  l'on  représente  par j  sa  deuxième  racine,  qui  est  *' 

S.,  Alg.  sup.  —  I.  4 


5o  COURS  d'algèbre  supérieure. 

négative,  on  aura 

Or,  ~  étant  supérieure  à  i ,  on  sait  (n°  13)  que  —^  et  — -^ 

se  développent  en  des  fractions  continues  formées  des 

j      •  Qa 

mêmes  quotients  ,mais  en  ordre  inverse  ;  en  outre, 

Q.k—1 

est  l'avant-dernière  réduite  de  la  fraction  continue  égale 

à  - —  ;  donc  x^  est  égale  à  une  fraction  continue  pério- 

dique  simple,  dans  laquelle  la  période  est  inverse  de  celle 
de  X. 

Considérons  en  second  lieu  le  cas  où  les  racines  de 
l'équation  proposée  se  développent  en  des  fractions  pé- 
riodiques mixtes.  Soit  x  l'une  de  ces  racines  ;  nous  pou- 
vons supposer  x  positive,  et,  si  la  période  commence  au 
quotient  de  rang  77i  -f-  i ,  on  aura 


la  quantité  Xm  est  supérieure  à  i ,  et  elle  est  exprimable 
par  une  fraction  périodique  simple  ;  elle  est  donc  racine 
d'une  équation  du  deuxième  degré,  dans  laquelle  la  se- 
conde racine ^  est  telle  que  les  fractions  continues 

x„^  et  Xm  aient  des  périodes  inverses.  D'après  cela,  on 
obtiendra  la  seconde  racine  x'  de  l'équation  proposée  en 


remplaçant  Xm  par j-  dans  la  formule  précédente  ;  on 


i 

.X 

a  ainsi 
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Or,  à  cause  de  Fégalité 

^m  Q/rt— 1  Q/«  P/«— 1  ^=^1         V     ' 

les  fractions  continues  x'  et  x„^  se  terminent  par  les 
mêmes  quotients  (n°  15);  d'ailleurs,  dans  une  fraction 
continue  périodique,  on  est  libre  de  faire  commencer  la 
période  à  l'un  quelconque  des  quotients  qui  viennent 
après  la  partie  réellement  non  périodique  ;  donc  on  peut 
considérer  comme  inverses  l'une  de  l'autre  les  périodes 
des  fractions  continues  x  el  x' .  Mais  il  faut  bien  remar- 
quer que  ce  n'est  qu'en  entendant  les  choses  de  cette  ma- 
nière que  le  théorème  énoncé  est  exact. 

23.  Théorème  IV.  —  La  péj^iode  de  la  suite  formée 
par  les  numérateurs  ou  par  les  dénominateurs  des  quo- 
tients complets  relatifs  à  V une  des  racines  irrationnelles 
d' une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers 
est  inverse  de  la  période  analogue  qui  se  rapporte  à  la 
deuxième  racine. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  les  périodes  des  quo- 
tients incomplets,  relatives  aux  deux  racines,  peuvent 
être  représentées  par 


(■) 

«,     «1, 

«2,     ... 

.        ^A— 2. 

«Ar-i; 

(2) 

«/t-i, 

«A-2,    •• 

.,         «2» 

«1,      a. 

Soient 

X^  .7?!,        J?2»    •  •  •  1  •^A— 2i        '^Ar— 1? 

les  quotients  complets  qui  répondent  respectivement  aux 
quotients  incomplets  (i)  et  (2). 

Si  n  désigne  un  entier  quelconque  compris  entre  zéro 
et  A",  on  peut  regarder  la  suite 

^m       ^n-hi->    •  •  •  j       ^k—ii       ^1       «1,    .  .  .  ,       <^n—l 

f,. 
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comme  étant  la  période  des  quotients  incomplets  de  la 
première  racine,  et  cette  période  sera  en  même  temps 
celle  que  fournira  le  développement  du  quotient  com- 
plet Xii'  Pareillement,  on  peut  prendre  la  suite 

«„_i,      «,....2,   ...,      a^,      a,      «!/^_,,  ...,      <7,^+i,      a,^ 

pour  la  période  de  la  deuxième  racine,  et  cette  même 
suite  sera  la  période  de  la  fraction  continue  égale  au  quo- 
tient complet  x'^_„. 

Cela  posé,  les  irrationnelles  x„  et  a'y;_„  étant  égales  à 
des  fractions  continues  périodiques  simples,  dans  les- 
quelles les  périodes  sont  inverses  l'une  de  l'autre,  Oi',,_,^ 

et seront  les   racines    d'une    même   équation    du 

deuxième  degré  à  coefficients  entiers.  Si  donc  on  pose 


A,  E/i,  D//,  £';•-_„,  D;._„  étant  des  nombres  entiers  la 
quantité  ol'i,_,^  sera  égale  à  la  valeur  que  prendra 

quand  on  aura  changé  le  signe  du  radical  yA  ;  en  consé- 
quence, on  a 

...  EU  +  y/I  E,-v/Â__ 

(4)  fy D~~"-~^' 

les  formules  (3)  subsistent  pour  n  =  o  et  pour  w  = /r, 
car  on  a  j:a  =  x  et  x\=^x'\  il  en  est  de  même  à  l'é- 
gard de  la  formule  (4),  pourvu  que  Ton  supprime  l'in- 
dice o,  quand  les  lettres  D,  E,  D',  E'  sont  affectées  de 
cet  indice. 

La  formule  (4)  donne 

(5)  f;,_„  =  e„, 
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puis  E^4-D^D'^._„=A;  mais,  comme  on  aE;j-f-D//_iD„=A, 
la  précédente  égalité  se  réduit  à 

(6)  d;_„  =  d,._,. 

Les  égalités  (5)  et  (6)  démontrent  la  proposition  énon- 
cée ;  il  en  résulte  que,  si  la  période  des  quotients  com- 
plets de  l'une  des  racines  est 

,    -    E-f-v/Â       Ei-hv/Â  E;,_,-r-s/Â       E/,_i  +  v/Â 

la  période  des  quotients  complets  de  la  deuxième  racine 
sera 

,c.   E  +  v^Â       E;r._,-f-v/Â  E^  +  v/Â       Ei  +  v/Â 

Gomme  les  périodes  (7)  et  (8)  se  répètent  indéfini- 
ment, les  termes  qui  viennent  après  ceux  que  nous  venons 
d'écrire  sont  respectivement 

E  +  v/Â        E  -4-  V  Â 

et    d'après  la  loi  de  formation  des  quotients  complets, 
on  aura 

£2  -h  DD^_i  =  A. 

Cette  égalité  montre  que  si  les  fractions  continues  aux- 
quelles se  rapportent  les  périodes  (7)  et  (8)  ne  sont  pas 
périodiques  simples,  les  dénominateurs  des  quotients 
complets  qui  termineront  les  parties  non  périodiques 
seront  respectivement  D/(_^  et  D.  Il  résulte  évidemment 
de  cette  remarque  que  la  période  des  dénominateurs  des 
quotients  complets  commence  un  rang  plus  tôt  que  la  pé- 
riode des  numérateurs  des  mêmes  quotients. 
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24.  Application  a  un  exemple.  —  On  propose  de  dé- 
velopper en  fraction  continue  les  racines  de  l'équation 

l'j.x'^- — g-y^r  H- "J'y  =:  o. 

Les  expressions  des  racines  sont 


a-  =  97  +  v/^Q93  ,  _  —  97-4-V/1093  ^ 

54         '      ■    ~  -54         ' 

la  racine  du  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  1098 
est  33.  Voicile résumé  du  calcul  de  chaque  racine,  calcul 
qui  repose  sur  Femploi  des  deux  formules 

E„  =  D«-i  «,7-1  —  E,i-i, 

D„  =  D„_,  -f-  (E„_j  -  E„)  «,,_!, 

établies  au  n°  48  : 


Première  racine. 

E  =  97, 

D_,  =  -i54,     D  =  54, 

a  ■=  2, 

Ei  =  ii, 

E2  =  25,     E3  =  27,     E,  =  29, 

E5 

=  25  = 

nE.,, 

D,  =  i8, 

0^  =  26,     D3=i4,     D,=  i8, 

I>o 

=  26  = 

=  D, 

a,  =  2, 

«2  =  2,        «3  =  4'        «4  =  3; 

les  quotie 

nts  incomplets  sont  donc 

2,  2(2,4,  3)    .... 

Deuxième  racine. 
E=-97, 

D_i  =  i54,     D  =  — 54, 

<2  r:=  I  , 

El  =43,      E2  =  27,     E3  =  25,     £4  =  29,     E5  =  27  =  E,, 
Di  =  i4,      D2  =  26,     D3=i8,     D4=i4, 

«j  =5,  «2  =:  2,  «3  =  3,  «4=45 
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les  quotients  incomplets  sont  donc 

.,5(2,3,4)   •••• 

Pour  que  la  période  soit  inverse  de  celle  de  la  première 
racine,  il  faut  la  faire  commencer  au  quatrième  quotient. 

2o.  Théorème  V.  —  Si  a  désigne  la  racine  carrée  du 
plus  grand,  carré  entier  contenu  dans  un  nombre  entier 
donné  A  qui  n'est  pas  un  carré  exact,  ï irrationnelle  y'A 
se  développe  en  une  fraction  continue  périodique  mixte 
dans  laquelle  la  période  commence  immédiatement  après 
le  premier  quotient.  Le  dernier  terme  de  lapéi^iode  des 
quotients  incomplets  est  égal  à  ia,  et  les  autres  termes  de 
cette  période  forment  une  suite  symétrique  dans  laquelle 
deux  termes  également  distants  des  extrêmes  sont  égaux 
entre  eux.  Enfin  les  numérateurs  et  les  dénoîninateurs 
des  quotients  complets  forment  également  des  suites  pé- 
riodiques dont  les  périodes  sont  symétriques. 

En  effet  la  fraction  continue  égale  à  y/A  ne  saurait  être 
périodique  simple,  puisque  les  valeurs  absolues  des  deux 
racines  de  l'équation  jr;'- — A  =;o  sont  supérieures  àl'unité. 
D'ailleurs,  ces  racines  étant  de  signes  contraires,  il  ne 
peut  j  avoir  qu'un  seul  quotient  avant  la  première  pé- 
riode, dans  le  développement  de  \Jh.,  d'après  le  corollaire 
du  théorème  IL  II  résulte  de  là  que  l'irrationnelle  y/A  —  a 
se  développera  en  une  fraction  périodique  simple,  et  la 
même  chose  aura  lieu  aussi  à  l'égard  de  y/A  -j-  a,  puisque 
ces  deux  quantités  sont  les  racines  d'une  même  équation 
du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers.  Cela  posé,  soient 

[la,  «1,  a.,,  .  .  .,  «/,_i)  [la  .  .  .)  ... 

les  quotients  incomplets  de  la  fraction  continue  égale  à 
yA-f-a,   la  suite  des  quotients  relatifs  à  y/Â  —  a  sera, 
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d'après  le  théorème  III, 

G  {a^-u  «/— 2,  • .  M  «1,  2«)  («A-1  .  .  ■  )    .... 

Mais  du  développement  de  y/A  -\-  a  on  passe  à  celui  de 
y/A  en  retranchant  a  du  premier  quotient;  pareillement 
on  passe  de  y/A  —  a  k  y/A  en  ajoutant  a  au  premier  quo- 
tient; donc  la  suite  des  quotients  incomplets  dans  le  dé- 
veloppement de  yA  peut  être  représentée  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  deux  manières  suivantes  : 

on  voit  que  le  dernier  quotient  de  chaque  période  est 
égal  à  2 a,  et  que  les  quotients  qui  précèdent  forment 
une  suite 

dans  laquelle  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes 
sont  égaux  entre  eux. 

D'après  le  théorème  IV,  si 

a  H-  v'Â        El  H-  V^Â                 E^._2  -f-  \/Â       E/,_,  +  \/Â 
,     — — 1     . . . ,    — -_ ,     — ^ ,     ... 

est  la  suite  des  quotients  complets  relatifs  à  \jA-{-a,  la 

suite  correspondante  pour  -= sera 

V  A  —  a 

a  -f-  y/Â        Ea-1  -f-  v/Â  E2  -f-  v/Â         E,  -f-  s/Â 


Da_i  D^_2  Di 


5  5 


il  est  évident  que  ces  deux  suites  coïncideront  si  l'on 
efface  le  premier  terme  de  la  première  suite  ;  par  consé- 
quent on  a  E|  =  a,  et,  dans  chacune  des  deux  suites, 

E2,  E3,  . . .,  E^_i, 

Di,  D2,  D3,  ...,  D^_i, 
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les  termes  également  éloignés  des  extrêmes  sont  égaux 
entre  eux.  Il  suit  de  là  que  la  période  des  quotients  com- 
plets obtenus  dans  le  développement  de  y/A  peut  être  re- 
présentée par 

<?  +  y/Â       E2  +  y/Â       E3  +  v/Â  Eo  +  ^/Â       a  -f-  y/Â 


26.  L'équation  x-  — A=  o,  à  laquelle  se  rapporte  le 
théorème  précédent,  appartient  à  une  classe  d'équations 
remarquables  qu'il  est  intéressant  d'étudier.  Nous  nous 
proposerons,  à  ce  sujet,  la  question  suivante  : 

Problème.  —  Trouver  Les  équations  du  deuxième 
degré  à  coefficients  rationnels  dont  les  racines  se  déi^e- 
loppent  en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
mêmes  quotients. 

Si  X  désigne  l'une  des  racines  d'une  telle  équation, 
l'autre  racine  (n°  15)  devra  être  de  la  forme 

a.T  -\-  h 

-   5 


a!  X  -^  h' 


a,  h,  a',  ^' étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  liés  par 
la  relation 

(i)  ab'  —  ba'  =zdzi. 

Cela  posé,  soit  —  P  la  somme  des  deux  racines,  on  aura 

a.T-{-b 

P  H-  .^  + j-f  =  o 

a  x  -\-  0 

OU 

a-hb'\  Vb'-hb 

H —      X  H =  o, 

a       j  a 

ce  qui  doit  être  l'équation  demandée;  mais,  pour  que  la 
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somme  des  racines  soit  effectivement  égale  à  —  P,  il  faut 
que  l'on  ait 

après  quoi  la  condition  (i)  donne 

(i^  zh  T 


L'équation  demandée  est  donc 

(.)  ...  +  p,,_(p«+î!liÉl)=o; 

P  est  une  quantité  rationnelle  quelconque,  a  est  un 
nombre  entier  quelconque,  enfin  a!  est  un  diviseur 
quelconque  de  a-  db  i . 

Les  fractions  continues  dans  lesquelles  se  développent 
les  racines  de  l'équation  (2)  ont  donc  nécessairement  la 
même  période;  d'un  autre  côté,  d'après  le  théorème  III, 
la  période  de  l'une  de  ces  fractions  continues  est  inverse 
de  la  période  de  l'autre.  Il  en  résulte  que  chaque  période 
est  une  suite  symétrique  ou  qu'elle  est  formée  par  la 
juxtaposition  de  deux  suites  symétriques,  dont  l'une  peut 
se  réduire  à  un  seul  terme.  En  effet,  soit 


la  période  dont  il  s'agit  ;  d'après  le  théorème  III,  on  pourra 
aussi  considérer  la  période  comme  étant 


^n—\i    ^Ji—'ii 


eu. 


Il  peut  arriver  que  les  termes  de  cette  seconde  suite  soient 
respectivement  égaux  aux  termes  qui  occupent  les  mêmes 
rangs  dans  la  première  ;  dans  ce  cas,  la  période  est  symé- 
trique. Mais,  pour  que  les  deux  suites  dont  il  s'agit  puis- 
sent être  considérées  comme  périodes  de  la  même  frac- 
tion continue,  il  n'est  pas  nécessaire  que  les  termes  de 
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même  rang  soient  égaux,  car  on  est  libre  de  prendre  un 
terme  quelconque  pour  origine  de  la  période.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  est  que  les  termes  de  la 
suite  précédente  soient  égaux  aux  termes  qui  occupent 
respectivement  les  mêmes  rangs  dans  la  suite 


-mi    "-m-h\i     ' 


1—2?     ^/ 


m  étant  un  indice  indéterminé.  Cette  condition  s'expri- 
mera donc  par  l'égalité 


^!i:-{-k  — ■  ^i2—k—l 


qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  o,i,  2,  ...,  (tz  —  i) 
de  l'indice  k;  en  conséquence  la  période  sera  composée 
des  deux  suites 


dans  chacune  desquelles  les  termes  également  éloignés 
des  extrêmes  sont  égaux  entre  eux. 

Remarque  I.  —  Il  faut  remarquer  que  les  racines  de 
l'équation  (2)  donnent  lieu  à  des  fractions  continues  qui 
se  terminent  par  les  mêmes  quotients,  lors  même  que  la 
quantité  P  serait  irrationnelle.  Seulement,  dans  ce  cas 
ces  fractions  continues  ne  sont  plus  périodiques  d'après 
le  théorème  II. 


Remarque  II.  —  Nous  savons  que  l'équation  (2)  com- 
prend comme  cas  particidier  l'équation  x-  —  A  =:  o, 
où  A  désigne  un  nombre  entier.  Pour  la  réduire  à  cette 
forme,  il  faut  faire  Pznzo  et 


A     ou      a'^A — a- =  i:  I  ; 


a  - 
ce  qui  prouve  que  l'équation  indéterminée 
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admet  toujours  des  solutions  entières,  si  le  signe  du  se- 
cond membre  est  convenablement  choisi.  Nous  retrouve- 
rons plus  loin  cette  propriété  remarquable. 

Comparaison  des  7'éduites  qui  répondent  à  des  quotients 
complets  égaux  entre  eux,  dans  une  jr action  continue 
périodique. 

27.   Considérons  l'irrationnelle  du  deuxième  degré 

,  E  +  y/Â 

qui  est  l'une  des  racines  de  l'équation 

les  nombres  D,  E,  F  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs, 
et  l'on  a  ^       'X 

£2  — DF  =  A. 

Soit  x'  l'un  quelconque  des  quotients  complets  qui  se  re- 
produisent périodiquement  dans  le  développement  de  Xy 
on  aura 

,       E'  +  v/Â 


(^) 


D' 


E'  et  D'  étant  des  nombres  entiers  essentiellement  posi- 
tifs. On  peut  faire  commencer  la  période  de  la  fraction 
continue  au  quotient  incomplet  contenu  dans  x' ^  et  nous 
la  désignerons  par 


«,    «1,     <22,     .  .  .,     «A_i 


enfin  nous  représenterons  par  -  la  valeur  de  la  fraction 
continue  formée  avec  ces  mêmes  quotients,  en  sorte  que 
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l'on  aura 

13] 


^^k-\ 


Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  trouver  la  loi  des  ré- 
duites 


(4) 


Qo    Qi 


Q. 


de  la  fraction  continue  égale  à  x,  qui  répondent,  dans 
les  périodes  successives,  au  quotient  complet  x' . 

P' 
Si  l'on  représente  généralement  par  — ^  celle  des  ré- 

p 

duites  de  x  qui  précède  — ^'  -,  on  aura  d'abord 
P     ,  ^'  _i_  p' 


Q„_i.r'+Q;_ 


et  il  est  évident  que  la  formule  (d)  donnera  la  valeur  de 
— ^  si  l'on  y  remplace  x'  par  -;  on  aura  donc 


Le  second  membre  de  cette  formule  est  une  fraction  irré- 
ductible; car,  si  l'on  retranche  ses  deux  termes  l'un  de 
l'autre  après  les  avoir  multipliés  respectivement  par  Q/^,, 
et  Prt_o  puis  par  Q'„_i  et  PJ^^i,  on  obtient  pour  diffé- 
rences les  nombres  a  et  o  qui  sont  premiers  entre  eux.  Il 
résulte  de  là  que  l'on  a 


(6) 


p,  =  ap,_i  +  gp;,_„ 


Si  l'on  porte  dans  la  formule  (5)  les  valeurs  de  F„_i  et  de 
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Q^n-i  tirées  des  équations  (6),  il  viendra 

^P„-  (a-6.r-)P,_, 
"^         Q.-(a-6.r')Q„_i' 

d'où  l'on  tire 

(7)  P«-Q.-^  =  (^-ê-^')  (P„-i-Q„_i^). 

Donnons  à  n  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,  n  dans  la  for- 
mule (7),  et  multiplions  entre  elles  les  n  égalités  ainsi 
obtenues,  on  aura 

(8)  P.,-Q«.^=(Po-Qo-^)  («-ë.r')«. 
Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(9)  «i^^-S^;'     '^1  =  ^' 

puis  que  l'on  désigne  par  11,1  et  t^„  deux  nombres  ration- 
nels définis  par  l'équation 

(10)  Ihi  —  ^n  v/Â  =:  («1  —  Pj  V^Â  Y, 

la  formule  (8)  donnera,  en  remplaçant  x  et  x'  parleurs 
valeurs  (i)  et  (2), 

(11)  P« D^Q«=(^« D       ^V  ^""~'''^^^'^- 

Si  l'on  effectue  les  calculs,  qu'on  égale  de  part  et  d'autre 
les  parties  rationnelles  et  les  parties  multipliées  par  y/A, 

qu'on  remplace  enfin  le  rapport  — — —  par  sa  valeur  —  F, 

on  aura 

I  P„-=Po«;.-h(EPo-FQo)c^„, 

Le  développement  de  la  formule  (10)  fera  connaître  les 
quantités  Un  et  s^n,  après  quoi  les  formules  (12)  donne- 
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rontles  valeurs  de  P„  et  Q„,  et  résoudront  ainsi  le  pro- 
blème que  nous  nous  étions  proposé. 

28.  Considérons  les  expressions  des  quantités  Uf  et  p», 
qui  nous  sont  données  par  les  formules  (9).  Si  l'on  re- 
présente par  —  la  réduite  qui  précède  -  dans  le  dévelop- 
pement du  quotient  complet  x' ,  on  aura 

a.r'  -}-  a'  ,,    ,       ^    ,.,        /  ^,  .     ,  , 

X  =r  - — —  5      dou      S.r-  —    a  —  b.r   —  a=o; 


remplaçant  x'  par  sa  valeur  — — 5  et  égalant  ensuite 

à  zéro  la  partie  rationnelle,  ainsi  que  la  partie  multipliée 
par  y/A  ,  il  vient 

F' 

a'  1=  G,      2ê  —  —  (a  —  6')   -  G, 


6 

A+E' 

'2 

-6') 

E' 

D'2 

-(a- 

D' 

—  a 

d 

'où 

c 

i3)     6 

E' 
D' 

a 

—  6' 

■5 

A 

g2 

V 

1 

D 

2  —  .  .    —  I  ao   —  oa 


Au  moyen  de  ces  relations    les  formules  (9)  deviennent 


(.4)    «.  =  ^,    ,WA  =  ^('^)^ 


aê' 


et,  comme  la  différence  a6'  —  aê'  est  égale  à  zt  i ,  on  aura 

(i5)  u]-~kv\=±i. 

Nous  pouvons  conclure  de  tout  cela  une  propriété 
remarquable,  qui  consiste  en  ce  que  les  quantités  u^ 
et  i^^  ont  les  mêmes  valeurs,  quel  que  soit  le  quotient 
complet  à  partir  duquel  on  fait  commencer  la  période, 
pourvu  que  le  nombre  des  quotients  que  l'on  fait  figurer 
dans  cette  période  reste  le  même.  En  effet,  supposons  que 
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l'on  fasse  commencer  la  période  au  quotient  complet  qui 
vient  après  x' ^  la  période  des  quotients  incomplets  sera 

désignons  par  -^  la  fraction  continue  formée  avec  ces 


^quotients,  et  par -^  celle  qui  est  formée  avec  les  mêmes 

g' 
quotients,  sauf  le  dernier.  Il  est  évident  que  l'inverse  — 

de  la  seconde  fraction  est  égal  à  -  —  «,   et  que  Fin- 


^1 

V^  J 

......^.x.g^      _^^,                  ...      ^xx 

6'^          a  —  êrt 

8i         (a^.  +  a')— «(6rt  +  ê') 

1  —       p      "> 

a,                 5 

aj  ~                    êVi  4-  6' 

et  par  conséquent 

ai  :=: 

ê 

«;  H-  6',       ê'j  =  a  —  6<2, 

d'où  l'on  tire 

on  a  d'ailleurs     » 

a^  ê'i  —  6^  a'^  =  aS'  —  6a'  :ii::  liz  I . 

Ces  dernières  formules  montrent  que  les  valeurs  de  u^ 
et  de  i^^,  données  par  les  équations  (i4)j  ne  changent  pas 

quand,  au  lieu  d'employer  la  fraction  -  qui  répond   au 

quotient  complet  x' ,  on  se  sert  de  la  fraction  analogue 

-^  relative  au  quotient  complet  qui  vient  après  x' . 

Je  dis  maintenant  que  u^  et^^<  sont  des  nombres  entiers 
ou  des  fractions  ayant  pour  dénominateur  2.  La  première 
des  formules  (i4)  montre  qu'il  en  est  ainsi  à  l'égard  de 
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1  6  .      /  j       . 

M^  ;  quant  a  ^'^,  sa  valeur  est —7  :  soit  -  ce  que  devient 

cette  fraction  lorsqu'on  la  réduit  à  sa  plus  simple  expres- 
sion. Le  nombre  D'  est  un  multiple  de  g\  ensuite  les 
formules  (i3)  montrent  que  2E'  est  divisible  par  g  et 
que  4  A  l'est  par  g'^  ;  mais  on  a  vu  (n°18)  que  D'  et  E'ne 
peuvent  avoir  un  diviseur  commun  0,  dont  le  carré  0^ 
serait  un  diviseur  de  A  :  il  en  résulte  que  notre  nombre  g 
est  nécessairement  égal  à  i  ou  à  2.  Si  ^  est  égal  à  i ,  t^i 
est  entier,  et  u^  l'est  aussi  à  cause  de  la  formule  (i5).  Si 
g  est  égal  à  1,  les  nombres  «<  et  ^'i  ont  l'un  et  l'autre  le 
dénominateur  2  ;  en  effet,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous 
plaçons,  D'  est  pair,  et  si  u^  était  entier,  E'  serait  divi- 
sible par  2,  à  cause  des  formules  (9),  et  A  le  serait  par  4, 
à  cause  de  la  formule  (i5).  Or  il  est  permis  de  suppo- 
ser, comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  les  trois  nombres 

D'      E'  A  1  •  •  1         1 

—  »    —    et  -7  ne  sont  pas  tous  les  trois  entiers;  donc  le 
224  ^ 

nombre  u^  ne  peut  être  entier  quand  t^<  est  fractionnaire. 
Ce  que  nous  venons  de  dire  des  nombres  u^  et  ^^  a 
lieu  également,  quel  que  soit  n  à  l'égard  des  nombres  w„ 
et  p»».  On  voit  immédiatement,  parla  formule  (10),  que 
Un  et  s^n  seront  entiers  si  u^  et  ^'^  sont  eux-mêmes  en- 
tiers. Supposons  donc  que  ces  derniers  nombres  aient 
le  dénominateur  2.  Si  l'on  fait  successivement  «=2  et 
71  =  3,  dans  la  formule  (10),  il  viendra,  en  ayant  égard 
à  la  formule  (i5), 

«2  —  <'2  V^-Â-  =  (  2  Wi  dz  I  )  —  2  U^  V^  \jk  , 

«3  — ('3\/Â=:(4w;zh3«,)  — (4«;±i)^'i  v/Â. 

On  voit  que,  si  u^  et  P'<  sont  de  la  forme  A"  H — ?  A"  étant 
^  2 

un  entier,  u^  et  ^'2  seront  de  la  même  forme,  tandis  que  u^, 

et  V3  seront  entiers.  D'ailleurs,  si  l'on  fait  tz  =  3  f;i  -f-  v, 

s.  —  -^Ig'  sup.f  I.  5 


66  COURS  d'algèbre  supérieure. 

V  étant  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  on  a 

W„,  —  V^  sJÂ  =:  (m3j,  —  <.'3j,  y/Â)  [u,  —  V,  y/'Â), 
«31X  —  «'3i*  y/Â  =  («3  —  <'3  V^Â)^; 

comme  M3  et  ^^3  sont  entiers,  u^^  et  t^a^^  le  sont  aussi  ;  d'ail- 
leurs u.,  et  [^^  ne  peuvent  avoir  que  le  dénominateur  2, 
puisque  v  est  <^  3  ;  donc  il  en  est  de  même  de  11,^  et  de  ^n- 
On  peut  même  ajouter  que  les  nombres  u,i  et  Vn  sont 
tous  deux  entiers  ou  tous  deux  fractionnaires.  En  effet, 
si  l'on  multiplie  l'équation  (10)  parcelle  que  l'on  obtient 
en  y  changeant  y' A  en  —  yA,  on  aura,  à  cause  de  la 
formule  (  1 5  ) , 

{16)  ul~kul=(dzi)-. 

Il  est  évident  que,  si  r„  est  entier,  u„  l'est  aussi.  Si  P'^ 
est  fractionnaire,  u,i  ne  peut  être  entier;  car,  s'il  l'était, 
A  serait  divisible  par  4?  d'après  la  formule  (16)  ;  alors  Uf 
serait  entier  d'après  la  formule  (i5>),  et  p'^  le  serait  aussi, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut.  Notre  hypothèse  est  donc 
inadmissible,  car  i^n  ne  peut  être  fractionnaire  quand  Uf 
et  p»,  sont  entiers. 

Nous  avons  démontré  que  les  valeurs  de  Uf  et  de  Ui 
sont  indépendantes  du  quotient  à  partir  duquel  on  fait 

commencer  la  période  de  l'irrationnelle  x  =: 

On  peut  ajouter  que  ces  quantités  sont  les  mêmes  pour 

les  deux  irrationnelles-^———?   — f>~'   ^^^^^^^  ^^  ^^ 

même  équation  à  coefficients  entiers.  En  effet,  d'après 

les  formules  (i4),  les  valeurs  deui  et  de  p-^  ne  dépendent 

que  de  la  somme  a-f-S',  puisque  la  différence  aê'  —  êa' 

est  égale  à  zb  i.   Or,  quand  on  passe  de  l'irrationnelle 

E-hy/Â  ,,,.        .  .,  .         ,      .    E—  v/Â    ,      .        . 

— =r —  al  irrationnelle  conjuguée  zn  — —^ — >  les  iractions 
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-7  —  doivent  être  remplacées  respectivement  par  —  ^  —-, 

en  sorte  que  les  nombres  a  et  ê'  restent  les  mêmes  ;  donc 
Ui  et  ^i  n'éprouvent  aucun  changement. 

29.  Nous  allons  examiner  actuellement  ce  qui  arrive 
quand  on  donne  à  l'entier  7i  des  valeurs  négatives  dans 
les  formules  (lo),  (i  i),  (12).  Si  l'on  change  n  en  —  n. 
la  formule  (10)  devient 


(«1  —  Pi  v/a)'"' 

ou,  à  cause  de  la  formule  (lo), 

//_„  —  (■_,,  s/Â  =z  (z±n)'''(«i  +Pi  yl)"  =r  (±1)"  («.,  -h  r,,  v/Â)  ; 

on  a  donc 

(17)  «_,  =  (±:  !)-«,,     P_,,  =  -(dzi)-P,. 

D'après  cela,  on  aura    en  changeant  aussi  n  en  —  n 
dans  les  formules  (12), 


18Ï 


±i)-P_„r:=Po«.-(EPo-FQo)p„ 


Ces  formules  (18)  définissent  les  nombres  (zb  i)''  ?_«, 
(±i)"Q_,i  dont  les  expressions  se  déduisent  respecti- 
vement de  celles  de  P„  Q/^  par  le  changement  du  signe 
de  v^n'i  en  les  combinant  avec  les  formules  (12)  on  ob- 
tient 

(d=i)«P_,  +  P,=.2Po«,„     {±i)'^Q-.4-Q,,  =  2Qo«,; 

2  Un  étant  entier,  on  voit  que  P_„  et  Q_,^  sont  comme  P« 
et  Qrt  des  nombres  entiers. 

Si  l'on  divise  les  formules  (18)  par  ^,1  et  que  l'on  fasse 

5. 
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usage  de  la  formule  (i),  il  viendra 

j  '-'!"'•-'■  =  (E  -  y/Â) (Q.x -  P.)  +  pJ'^-  y/Â 

r-^^^^^^  =  D(Qo:.-P„)  +  Qo  (^' -  V'A 
Or  l'équation  (i6)  donne 


20 


d'ailleurs  les  nombres  w„  et  (^,/  croissent  indéfiniment 
avec  71  ;  donc  —  a  pour  limite  y/A  quand  /z  tend  vers  l'in- 
fini. On  voit  alors,  par  les  formules  (19),  que  les  valeurs 
absolues  de  P_,j;  et  de  Q_,;  croissent  aussi  indéfiniment 
avec  77,  et  que  pour  7?  =  co  on  a 

,.     P_„       E  -  vÂ 

mi =: •)  M 

.       P_ 

c'est-à-dire  que  l'expression  —— ^  converge  vers  l'irration- 

nelle  conjuguée  de  x.  Si  l'on  retranche  la  seconde  équa- 
tion (19)  de  la  première,   après  l'avoir  multipliée  par 

— j  on  trouvera,  en  faisant  usage  de  la  formule  {20), 

multiplions  cette  équation  parla  seconde  équation  (19), 
et  faisons  ensuite  77  =  so  ,  il  viendra 

lim(±  i)"Q_„  [p_„  -  ^:=i^Q_,J 
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Le  second  membre  de  cette  formule  est  égal  à 

'      =[(DPo-EQoj^-AQJ], 


DX2v/A 

et  par  suite  (n°  19)  égal  à 

2v/Â' 
P 

puisque  la  réduite  -^  de  la  fraction  continue  x  répond  à 
vo 

un  quotient  complet  de  dénominateur  D'.  D'après  cela, 
si  l'on  désigne  par  s^  une  quantité  qui  s'annule  pour 
72  =  00  ,  on  aura 

P..       E-^Â_=^.'VX^''^ 


Le  rapport =  est  plus  petit  que  i  ;  donc,  pour  des  va- 

2  y/A 

leurs  de  n  suffisamment  grandes,  le  second  membre  de 
la  formule  (22)  aura  la  forme 


ô  étant  compris  entre  o  et  i.  Le  nombre  9  sera  même 

inférieur  à -si  l'on  a  D'<<  v/A,  et  alors  la  fraction——^ 

sera  certainement  (n"  8)  l'une  des  réduites  de  la  fraction 
continue  dans  laquelle  se  développe  l'irrationnelle  con- 
juguée de  x. 


30.  Mais  il  y  a  plus,  et  nous  allons  prouver  que,  si 

P— 
l'on  exclut  la  valeur  n  =  î,  les  fractions  -r— ^  sont,  gé- 

néralement,  les  réduites  successives  qui  répondent  aux 


>• 
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quotients  complets  égaux  a  ' —7-^ dans  le  dé- 
veloppement  de    l'irrationnelle   ziz —^  en  fraction 

continue. 

Pour  démontrer  la  proposition  qui  vient  d'être  énon- 
cée, posons 

E  —  v/Â  ,  _  E'  -4-  y/Â 


z'  et  x'  sont  relativement  3.  z  et  x  des  quotients  complets 
correspondants,  et  leurs  développements  fournissent  des 
fractions  continues  périodiques  simples,  dans  lesquelles 
les  périodes   sont  inverses  l'une  de  l'autre;   en   outre, 

x'  et ,  sont  les  racines  d'une  même  équation  à  coef- 

z 

ficients  entiers  ;  si  donc  on  remplace  x'  par ;  5  dans  la 

formule 


Qo^'H-Q'o 

le  second  membre  se  réduira  à  z,  et  l'on  aura  en  consé- 
quence 

-P>'+Po 


T> 

Soient-  une  réduite  de  z'  répondant  à  un  quotient  com- 

W  R 

plet  ^  et  —  la  réduite  qui  précède  -  5  on  aura 


~i  ' 


,_R^  +  R^ 

^  ~"  SÇ  +  S 

puis 

_  (PoS-p;r)^h-(PoS;-^p>;)  ^m^m-m; 

'~(QoS-q'oR)ç+(QoS'-q;r')    nç  +  n'* 
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p 

Gela  posé,  nous  supposerons  que  la  réduite— ^^  qui  ré- 

pond  au  quotient  x'  dans  la  fraction  continue  x,  soit 

prise  dans  la  première  période,  et  nous  allons  chercher 

combien   on   doit    introduire   de   quotients    incomplets 

,         ,       ,  ,    .      R  MM'.         ,  ,  ,    . 

dans  la  réduite  --  pour  que  —  et  —7  soient  deux  réduites 

S  ^         ^       N        N' 

consécutives  de  z.  Il  faut  d'abord  que  M  et  M'  aient  le 
même  signe,  ainsi  que  N  et  N',  ce  qui  revient  à  dire  que 

les  fractions -f  et -7^  ne  doivent  être  comprises  ni  l'une 

ni  l'autre  entre  ^  et   —  •   La  réduite  ~   peut  embrasser 

un  ou  plusieurs  quotients  de  la  période  dex;  mais,  par 
hypothèse,  le  nombre  de  ces  quotients  est  au  plus  égal 

P 

à  A"  —  1;  il  en  résulte  que,  si  le  développement  de  ~  ou 

1 0 

de -r  coïncide,  dans  les  premiers  termes,  avec  le  déve- 

loppement  de  z' ,  cette  coïncidence  ne  pourra  persister 
au  delà  du  [h  —  i^ème  quotient;  donc,  si  l'on  introduit 

A  H-  I  quotients  dans  -;  et  par  suite  A  dans  ^^5  aucune 

,  r        ,.  Po      Qo  .  ^         R  R' 

des  tractions —7- 7  yry  ne  sera  comprise  entre  ^  et  — 7;   en 

Pfl  Qo  s      s 

1  M       N  .  T     c- 

conséquence,  les  rapports  rw  et  — 7  seront  positils.  Ï5i  ces 

X  1,      -,    1       c        •         M       M' 
rapports  sont  supérieurs  a  1  unité,  les  tractions  —  et  — j 

seront  deux  réduites  consécutives  de  z  ;  dans  le  cas  con- 
traire, soit  Ç  =  c  -^ 5  c  étant  l'entier  contenu  dans  ^, 

il  viendra 

(Mc-hM')J;,+M 


(Nc  +  JN')ÇiH-N 
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Me  4- M'        M  ,  , 

ce   qui  montre   que —7  et  —  sont  alors   deux  ré- 

duites  consécutives  de  z.  Or,  au  lieu  d'opérer  comme 
nous  venons  de  le  faire,  il  suffît  évidemment  d'introduire 

T)  T> 

dans  -  un  quotient  de  plus;   si  donc  la  réduite  —  em- 

M 

brasse  A -}-  2  quotients  au  moins,  la  fraction  —  sera  une 

réduite  de  z,  et  elle  sera  précédée  de  la  réduite  —y 

Il  faut  pour  notre  objet  prendre  le  quotient  complet  ^ 

M' 


égal  à  z'  ;  par  conséquent,  pour  que  la  fraction  -7  ou 


QoS'-Q'„R' 

soit  une  réduite  de  z  répondant  au  quotient  complet  qui 
précède  z' ,  il  peut  être  nécessaire  d'employer  deux  pé- 

T> 

riodes  de  quotients,  au  moins,  pour  former  la  fraction  -  \ 

mais  deux  périodes  suffiront  toujours  si  h  est  supérieur 
à  I .  Lorsque  A"  est  égal  à  i ,  la  période  se  réduit  à  un  seul 

1  M        N  •    p     -1'  1 

terme  a  ;  les  rapports  777  et  —7  seront  positifs  si  1  on  prend 

-  =  <2  H — 7  et  il  est  facile  de  vérifier  que  ces  mêmes  rap- 
S  «  ^ 

ports  seront  supérieurs  à  i ,  à  moins  que  l'on  n'ait  a  =  i . 

Dans  ce  cas  particulier  d'un  seul  quotient  égal  à  l'unité, 

il   est  nécessaire  d'introduire  trois  quotients  au  moins 

dans  la  réduite  -  • 

Désignons  par  — ^  la  valeur  de  l'expression  précédente, 
lorsqu'on  emploie  n  périodes  de  quotients  pour  former 
•-  ;  on  aura,  en  remplaçant  F^  et  Q'^  par  leurs  valeurs 
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tirées  des  formules  (6), 


«„=:?„  (S'  +  ÏR'^-P,^, 


^„=Q,  (S'+ÏR'')-Q,^, 


OU ,  en  éliminant  ?<  et  Q  j  par  le  moyen  des  formules  (12), 
^n  =  Po  (s'+^^^R'')-(EPo-FQo)  '-^R', 

D'après  notre  hypothèse,  -^  est  une  réduite  de  z'  qui  ré- 
pond au  dernier  quotient  de  la  /i'^'™«  période  ;  d'ailleurs 
—  est  la  réduite  qui  répond  au  même  quotient  pris  dans 

la  première  période;  donc  les  valeurs  de  R'  et  de  S'  se- 
ront données  par  les  formules  (12),  si  Fon  y  remplace 

Po  et  Qo  par  g  et  S',  D,  E,  F  par  ^  ~  ^  \  E^  —  D',   et 

qu'on  écrive  Ji  —  i  au  lieu  de  Ji\  on  a  ainsi 


R'=:^//„_i  +  (rê  +  D'6';(^ 


n~l-> 


En  faisant  usage  des  formules  (i3)  et  (i4)>  ainsi  que  des 
relations       '%       ■ 

qui  résultent  de  l'identité 


i, 
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on  obtient  les  valeurs  suivantes  de  R^  et  S'  : 


R'  =  ^.,„     S'^u,.-- 


Les  expressions  précédentes  de  ^,i  et  de  ^„  deviennent 
ensuite 

^«=Po«.^-{EPo-FQo)r„, 

^«  =  Qo««-(DPo-EQo)i^,n 
et  par  conséquent  on  a 

ce  qui  démontre  bien  que,  pour  les  valeurs  de  n  supé- 

P_ 

rieures  à  i ,  les  fractions  — -^  sont  les  réduites  qui  répon- 

dent  aux  quotients  complets  précédant  les  quotients 
égaux  à  z'  dans  les  périodes  successives  de  la  fraction 
continue  z.  Il  faut  remarquer  que  la  première  des  ré- 

duites  — -— '  -,  savoir  fc—'>  peut  répondre  à  un  quotient  com- 

pris  dans  la  partie  non  périodique. 

31.   Le  cas  de  n  =  i  constitue  une  exception;  la  frac- 
p_. 
tion  — -^  peut  être  une  réduite  de  z  ou  de  x,  et  dans  ce 

dernier  cas  elle  répond  toujours  à  un  quotient  compris 

dans  la  partie  non  périodique  ;  il  peut  arriver  aussi  que' 

p 
la  fraction  77— ^ne  fasse  partie  des  réduites  d'aucune  des 

Q— 1 
fractions  continues  a:  et  z. 

Le  cas  de  71  =:=  1  fait  lui-même  exce})tion,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  lorsque  les  périodes  de  x  et  de  z  se  ré- 
duisent à  un  seul  quotient  égal  à  l'unité.  L'équation 

5./-—  iSx  H-  3i  --  o 
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en  offre  un  exemple.  Les  deux  racines  sont 

—  2.5  +  v/5  25  +  v-^ 


lO 


p  . 

les  réduites  ~  de  a:  qui  répondent  aux  quotients  pério- 


!S 


diques  sont  données  par  les  formule:: 

P«  ==  7 «„  -f-  Il i'n ,     Q«  =  3 u„  H- 5 »^„, 

,F^^+\/5^" 


"« 

-r-  ,  „  Y  ^  —   l 

.  -  ; 

On  tire  de  là 

Po       7       Pi       9 
Qo      3'     Q,      4' 

P.       i6 

P:,         25         P, 

Q,      II'    Q, 

puis,  en  donnant 

à  n  des  valei 

urs  négatives, 

P-i       ^^        P-2 
Q--1      1  '     Q-2 

5          P-3 

3       P_,       8 

il 

i8* 


Dans  cette  dernière  suite,  la  deuxième  fraction  n'est 
une  réduite  pour  aucune  des  deux  racines  ^  et  -^  ;  la  pre- 
mière et  la  troisième  fraction  sont  des  réduites  de  z  qui 
répondent  à  deux  quotients  de  la  partie  non  périodique, 
et  ce  n'est  qu'à  partir  de  la  quatrième  fraction  que  com- 
mencent les  réduites  relatives  aux  quotients  périodiques. 

Cas  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier. 

32.  On  a,  dans  ce  cas,  E  =  o,  D  =  i,  F ^=  — A  et 
la  formule  (i  i)  se  réduit  à 

P«  -  Q.  v^Â  =  (Po  ~  Qo  v/Â)  (  "«  -  ^>n  \/Â  ). 

p 
Supposons  que  nos  réduites  -^  soient  celles  qui  répon- 
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dent  aux  quotients  complets  égaux  à.  a  -+-  y/A,  a  étant 
le  plus  grand  entier  contenu  dans  y/A.  Alors  le  premier 
terme  de  la  période  des  quotients  incomplets  sera  2a; 
on  aura 

-^  =  -—  a,      d'où     Po  =  a  —  6«,      Qo  =  ^  ; 
Vo        o 

en  outre,  comme  on  a  ici  E'  .-=  a,  D'  =  i ,  les  formules  (9) 
donneront 

Mi=a  — 6«=rPo,     Pi  =  6  =  Qo; 

on  aura  donc 

p.-QWÂ=:(Po-Qov/Ây''^'. 

Exemple.  —  Soit  A  =  7.  La  période  des  quotients  in- 
complets qui  viennent  après  le  premier  quotient  2  est 
1 ,  1 ,  1,4)1^  réduite  qui  répond  au  dernier  quotient  de 

o 

cette  période  est:^*  Posant  donc  Po  =  8,  Qo  =  3   on  aura 


P.-Q.v/7  =  (8-3\/7 


\n+l 


d'où 


Pi-QiV^=i27-48v/7' 

P2  —  Q2  v/?  ==  20^4  —  765  v/7 , 

P3  --  Q3  V7  =  ^^^^7  —  i^ï92  v/7' 

33.  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  une  propriété 
des  réduites  qui  répondent  au  dernier  quotient  complet 
dans  les  périodes  successives  du  développement  de  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  entier.  On  a  effectivement 

p„_l-Q,_,v^Â=(Po-Qov^Â)^ 

P2«-i  -  Q2.-1  \/Â  :=  (Po  -  Qo  v/Â)'"; 
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d'où 

P2.-I  -  Q.2.-1  V^Â  rrr  (P„_,  -  Q„_,  v/a)', 

égalité  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

P2„-,  =  P^-i  +  AQ,^,_„       Q2„_i  :=r  2P„_i  Q„_i . 

Si  l'on  désigne  par  X„  la  réduite  qui  répond  au  quotient 
a  -f-  y/A  pris  dans  la  n^^^""  période,  on  aura 


et  les  formules  précédentes  donneront 

A„ 


d'où  il  suit  que  la  réduite  X2«  est  la  moyenne  arithmé- 
tique des  deux  quantités  X„  et—?  dont  la  moyenne 

géométrique  est  \[K.  La  formule  précédente  peut  encore 
se  mettre  sous  la  forme 

^     __„         X^-A 

^1n  —  ^n ^ ' 

2X„ 

et  il  en  résulte  que  la  réduite  Xo/i  est  précisément  la  va- 
leur approchée  de  y/A.  à  laquelle  conduit  la  méthode 
d'approximation  de  New^ton  dont  il  sera  parlé  plus  loin, 
quand  on  prend  X„  pour  une  première  valeur  approchée. 


Sur  V application  de  la  théorie  des  fractions  continues 
à  V analyse  indéterminée  du  deuxième  degré. 

34.  Soit 

_E-f- y/A 
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une  racine  irrationnelle  et  positive  de  l'équation 

(1)  Ba:'^—2.Ea:-h¥  =  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers 
positifs  ou  négatifs. 

P 

On  a  vu  au  n°  18  que,  si  -~  est  une  réduite  répondant 

à  un  quotient  complet  de  dénominateur  H,  dans  le  dé- 
veloppement de  X  en  fraction  continue,  on  a 

ou,  en  remplaçant  A  par  E^  —  DF, 

le  signe  -f-  ou  —  ayant  lieu  dans  le  second  membre,  sui- 

P 
vaut  que  -^  est  une   réduite  de  rang  pair  ou  de  rang 

impair.  L'égalité  précédente  montre  que  l'une  des  deux 
équations  indéterminées 

(2)  Dj2_2Ejz  +  Fz2=zz-4-H, 

(3)  Dj2_2Ejz  +  Fz2r=  — H 
sera  satisfaite  par  les  valeurs 

p        . 
Supposons  que  -~  soit  la  réduite  qui  répond  à  un  quo- 

tient  complet  de  dénominateur  H  pris  dans  la  (tz  H-  i)'ème 
période  ;  si  le  nombre  des  quotients  contenus  dans  une 
période  est  pair,  les  réduites 


Pi        P 


Qo      Qi      Q2 
seront  toutes  de  rang  impair  ou  toutes  de  rang  pair;  elles 
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fourniront  donc  une  suite  infinie  de  solutions  entières 
pour  l'une  des  deux  équations  indéterminées  (2)  et  (3). 
Mais,  si  la  période  de  la  fraction  continue  x  renferme  un 

nombre  impair  de  quotients,  les  réduites  — ^  seront  alter- 

V« 
nativement  de  rang  pair  et  de  rang  impair;  en  consé- 
quence elles  donneront  une  infinité  de  solutions  entières 
pour  chacune  des  équations  (2)  et  (3).  Il  peut  arriver 
qu'il  y  ait  dans  la  même  période  plusieurs  quotients  com- 
plets de  dénominateur  H,  et  l'on  doit  alors  appliquer  à 
chacun  d'eux  ce  qui  vient  d'être  dit. 

Les  solutions  entières  dont  il  vient  d'être  question,  et 
qui  répondent  à  un  même  quotient  complet  pris  dans 
les  diverses  périodes  de  x,  peuvent  être  représentées  par 
les  formules 

,,.  (  jr=PoZ^„  +  (EPo-FQo)(Vn 

i   z  =  Qo«,  +  (DPo-EQo)i^„, 

Un  et  i^,i  désignant  ici  les  mêmes  quantités  qu'au  n^  27  ; 
ces  deux  formules  sont  comprises  dans  la  suivante  : 


.-Hi^.  =  '-- 


i^Q.)(.,-.Wi)-, 


OÙ  le  radical  y/A  peut  être  pris  avec  un  signe  quelconque 
en  donnant  à  ce  radical  le  signe  -f-  et  le  signe  —  succes- 
sivement, et,  en  multipliant  ensuite  les  deux  équations 
résultantes,  il  vient 

Dy^  —  2.Erz  -h  Fz2  =r  (DP^„  —  2EP0Q0  -f-  FQÏ  )  («J  —  Ar])«. 

Comme  u^  —  Af^J  =  zl=i,  le  second  membre  de  cette 
égalité  ne  change  pas  par  le  changement  de  71  en  —  n; 
par  conséquent,  quand  on  donnera  à  n  toutes  les  valeurs 
entières  de — co  à-f-00  ,  les  formules  (4)  fourniront  des 
solutions  entières  en  nombre  infini    pour  chacune  des 
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équations  (2)  et  (3),  si  la  période  de  x  renferme  un 
nombre  impair  de  quotients,  et  pour  une  seule  de  ces 
équations  seulement,  si  le  nombre  des  quotients  con- 
tenus dans  la  période  est  pair. 

Les  résultats  qui  précèdent  ont  été  tirés  de  la  consi- 
dération de  l'une  des  racines  x  de  l'équation  (i);  la 
deuxième  racine  ne  donnerait  rien  de  plus,  car,  en  attri- 
buant à  n  des  valeurs  négatives  dans  les  formules  (4), 
nous  avons  fait  intervenir,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précé- 
demment, les  réduites  qui  naissent  du  développement  de 
la  racine  conjuguée  de  x. 

3o.  Lorsque  le  nombre  entier  H  est  inférieur  à  y/A, 
l'analyse  précédente  fait  connaître  toutes  les  solutions 
entières  des  équations  (2)  et  (3).  On  a  effectivement  ce 
tbéorème  : 

Théorème.  —  Les  nombres  D,  E,  F,  H  étant  des  en- 
tiers et  H  étant  <^  y/A,  si  les  entiers  positifs  P  eî  Q,  sup- 
posés prerniei's  entre  eux,  satisfont  à  l'équation 

D72  _  2E/Z  -h  Fz2  =  +  H, 

p 

la  fraction  —  sera  nécessairement  une  réduite  de  l'une 

Q 
des  fractions  continues  qui  représentent  les  racines  de 

V  équation 

D.r2— 2E.r +  F  — G, 

sauf  une  légère  exception  dont  il  sera  parlé. 

On  a,  par  hypothèse, 

(i)  DP2—  2EPQ  -f-  FQ2=:  ±  H, 

et  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

D.r2— 2E.r-t-F  — 0 


V  R  y 
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peut  être  représentée  par 

E 
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1  llA  . 
la  formule 


81 


où  i  désigne  le  nombre  ±  i  et  où  A  est  mis  au  lieu  de 

p 
E^  —  DF.  Enfin,  si  l'on  réduit  -  en  fraction  continue  et 

p'  p 

que  l'on  représente  par—  la  réduite  qui  précède-?  on 

aura 

(3) 


j  étant  égal,  à  volonté,  soit  à 
Cela  étant,  posons 

P.r    H-  P 


PQ'  _  QF  =j, 

[,  soit  à 


I. 


(4) 


d'où      .r'  z= 


Q'.T—V' 


on  aura 


..'H-a^ 


./D 


Q        Q(P-Q.r)       q[(dP-EQ)-/QvÂ] 

et,    en  rendant   rationnel   le   dénominateur  du   second 
membre,  il  viendra 

^        Q;  ^  y[(DP-EQ)4-/Qv/Â]  ^ 
Q         Q  (DP2  —  2EPQ  +  FQ2  )  ' 

cette  formule  peut  être  simplifiée  par  le  moyen  de  l'équa- 
tion (i);  celle-ci  donne  en  effet 


DP 


EQ::=XQyAd::^, 


le  nombre  k  étant  égal  à  -t-  i  ou  à  —  i ,  suivant  le  signe 
deDP  — EQ.  Il  vient  alors 


r'-^^  j(V^-^^^"^i)  . 


S.  —  Jlg.  sup. 
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les  signes  de  i  et  de  j  étant  arbitraires,  je  prendrai  i  =  k, 
et  je  choisirai  ensuite/  de  manière  que  jk  ait  le  signe  de 
zb  H  ;  on  aura  ainsi 


(5) 


Q  H  ' 


formule  où  les  radicaux  sont  pris  positivement. 

Nous  pouvons  supposer  D  positif;  alors,  si  le  second 
membre  de  la  formule  (i)  est  -f- H,  le  second  membre 

de  la  formule  (o)  sera  supérieur  à  — n— ;  il  sera  donc,  d'a- 
près l'hypothèse,  supérieur  à  2;  d'ailleurs,  la  fraction 
—  est  moindre  que  i  ;  donc  la  valeur  de  x'  sera  supérieure 

à  I,  et  en  conséquence  x'  sera,   d'après  la  formule  (4)? 

P 

un  quotient  complet,  répondant  à  une  réduite  égale  k -•> 

dans  le  développement  de  Firrationnelle  x  en  fraction 
continue. 

Si  le  second  membre  de  la  formule  (i)  est  —  H,  la  con- 
clusion précédente  n'est  plus  légitime  en  général  ;  mais 
on  voit  cependant  qu'elle  subsiste  si  Q  aune  valeur  très- 
grande,  car  le  second  membre  de  la  formule  (5)  différera 

alors  tres-peu  de— ——5  quantité  qui,  par  hypothèse,  est 

supérieure  à  2.  Il  est  facile  d'assigner  une  limite  de  Q 
au  delà  de  laquelle  le  théorème  n'est  jamais  en  défaut;  à 
cet  effet,  écrivons  comme  il  suit  la  valeur  de  x'  : 

comme  y/A  est  supérieur  à  H,  et  que  Q'  -]-  i  est  au  plus 
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égal  à  Q,  on  aura  certainement  x'^i,  si  la  quantité 


I        I       /         DH        I     /- 

q  +  hV^-q^-h^^ 


est  positive,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

/         DH .       .-       H 


V'A-Qr>v/A-Q; 


en  élevant  au  carré  cette  inégalité  et  effectuant  les  réduc- 
tions   il  vient 

p 

Lorsque  Q  surpasse  cette  limite,  la  fraction  -  est  l'une 

des   réduites    relatives  à  l'une   des  racines  j:;  mais,   si 
l'on  a 

^"^ — AT' 

2  V  A 

on  ne  peut  plus  rien  affirmer  en  général. 

Il  faut  remarquer  que  ce  cas  d'exception  ne  peut  se 
présenter  que  si  F  est  positif;  car,  dans  le  cas  contraire, 
l'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

—  FQ2  +  2.EPQ  —  Dp2  =z  -f-  H, 

et  alors,—  étant  une  réduite  de  la  fraction  continue  qui 

I    P 
exprime  l'une  des  irrationnelles  -?  —  sera  l'une  des  ré- 
duites de  X. 


36.   D'après  ce  qui  précède,  si  les  équations  indéter- 
minées 

y2  _._  Az2  z=  +  H,    . 

6. 
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dans  lesquelles  A  désigne  un  entier  positif  non  carré,  et 
où  H  est  un  entier  inférieur  à  y/A,  admettent  des  solu- 
tions entières,  ces  solutions  seront  toutes  fournies  par  le 
développement  de  y/A  en  fraction  continue.  Par  consé- 
quent, si  le  nombre  H  ne  figure  pas  parmi  les  dénomi- 
nateurs des  quotients  complets  qui  forment  la  première 
période,  aucune  des  deux  équations  précédentes  n'ad- 
mettra de  solutions. 

Le  dernier  quotient  de   chaque  période  ayant  l'unité 
pour  dénominateur    l'équation 

j2_  A22—  _|_i 

admet  toujours  des  solutions  entières  ;  il  en  est  de  même 
de  l'équation 

quand  le  nombre  des  quotients  de  la  période  est  impair. 
Mais,  lorsque  le  même  nombre  est  pair,  l'équation  pré- 
cédente n'admet  aucune  solution  entière. 
Considérons  par  exemple  l'équation 

j2_  2932=+ H; 

en  développant  y/29  en  fraction  continue,  on  trouve  les 
quotients  incomplets 

, —     5-1-  i/2Q     3  -4-  sliq     2  -h  v/2q    3  4-  v'2Q     ^         / — 
v/^,  — -4^— '  —5-^'  — 5       '  -4"'  ^-^V29,  .  •  •  . 

La  période  se  compose  de  cinq  quotients,  et  l'équation 

proposée  admettra  des  solutions  si  H  est  égal  à  l'un  des 

no 
nombres  i,  4>  5.  En  particulier,  comme  ^  est  la  réduite 

I  o 

qui  répond  au  dernier  quotient  de  la  première  période ^ 
on  voit  que  les  solutions  des  deux  équations 

j2  _  2^^^'- —  —  I, 


7^-29 


!■ 
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seront  données  respectivement  par  les  formules 

SI  l'on  fait  n  =  i  dans  la  dernière  formule,  on  obtiendra 
les  plus  petits  nombres  qui  satisfont  à  l'équation 

savoir 

j  — g8oi,     2;  ~  1820. 
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CHAPITRE  m. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


Des  expressions  imaginaires. 

37.  Conformément  à  l'usage  adopté,  nous  représente- 
rons par  i  l'imaginaire  sj —  i ,  et  nous  appellerons  expres- 
sioji  imaginaire  toute  expression  de  la  forme 

où  A  et  B  sont  des  quantités  réelles,  positives,  nulles  ou 
négatives. 

Quand  nous  saurons  d'avance  que  deux  quantités 
réelles  A'  et  B'  sont  respectivement  égales  à  deux  autres 
AetB,  nous  dirons  que  les  expressions  A-}- Bi  et  A' -t-B'i 
sont  égales. 

Il  est  évident  que,   si  l'on  a  plusieurs  égalités  de  la 

forme 

A  +  B/=:  A'  +  B'/, 

et  qu'on  les  multiplie  membre  à  membre  en  opérant 
comme  si  i  était  une  quantité  réelle,  on  obtiendra  une 
égalité  dans  laquelle  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  i  seront  égaux;  l'égalité  subsistera  donc  quand  on 
rabaissera  les  exposants  de  i  au-dessous  de  2  en  faisant 
usage  de  l'équation  i-  =  —  i . 

Considérons  l'expression  imaginaire  A  -f-Bi";  on  peut 
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toujours  trouver  une  quantité  positive  p  et  un  arc  a  tels 
que  l'on  ait 

A  =  p  cosa,     B  =  psma. 

En  effet,  il  suffit  de  prendre 

puis 

A  .  A 

cos  a  z=    — — —  ,      sm  a 


+  v^A'^  -f-  B2  +  v^A^  H-  B- 

par  conséquent,  on  peut  écrire 

A  -h  Bi  =:::  p  COS  a  -\-  i  p  sin  a 
ou,  si  l'on  veut 

A  -h  B  /  ::::i^  p  (  COS  a  -\-  i  siii  a  ) . 

Quand  une  expression  imaginaire  est  ainsi  ramenée  à 
la  forme  p  (cos a  -f-  i  sina),  la  quantité  positive  p  est  dite 
son  module;  l'arc  a  est  son  arQuinent. 

Le  module  d'une  expression  imaginaire  donnée  est  dé- 
terminé, mais  l'argument  ne  l'est  pas  entièrement;  car 
une  expression  imaginaire  ne  change  pas  quand  on  ajoute 
à  son  argument  ou  qu'on  en  retranche  un  nombre  quel- 
conque de  circonférences. 

Les  quantités  positives  et  négatives  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  expressions  imaginaires  dont  le  mo- 
dule est  égal  à  leur  valeur  absolue  et  dont  l'argument 
est  un  nombre  pair  ou  impair  de  demi-circonférences  ; 
car  soit  A  un  nombre  positif,  on  a,  quel  que  soit  l'en- 
tier /r, 

-I-  A  :=  A  (  COS  2  /•  77  -f-  /  sin  2  X-  TT  ) , 

—  A  — -  A  [cos  (  2  X-  -f-  I  )  TT  -f-  /  sin  (  2  /•  H-  I  )  tt]  . 

Pour  que  deux  expressions  imaginaires  soient  égales, 
il  faut  et  il  suffit  que  leurs  modules  soient  égaux,  et  que 
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leurs  arguments  diffèrent  d'un  multiple  de  la  circonfé- 
rence. Supposons,  en  elTet,  que  les  expressions 

p  [cosa -t- i sïna)     et     p' (cos«' -H /sin«' ) 

soient  égales  ;  on  a 

p  cosa  =  p' cosa\      p  sin a -sz  p' sin a\ 

et,  si  l'on  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  élevées 
au  carré    il  viendra 

p2r=p'2     et     p  =  p'; 

les  modules  étant  égaux,  les  arcs  a  et  a'  ont  même  sinus 
et  même  cosinus  ;  donc  ils  ne  peuvent  difTérer,  s'ils  sont 
inégaux,  que  par  un  multiple  de  la  circonférence. 

Les  arguments  de  deux  expressions  imaginaires  conju- 
guées, telles  que  A-l-Bi  et  A  —  Bï,  ont  même  cosinus, 
tandis  que  leurs  sinus  sont  égaux  et  de  signes  contraires  ; 
la  somme  de  ces  arguments  est  donc  égale  à  un  multiple 
de  la  circonférence. 

38.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  expiessions 
imaginaires  est  une  expression  imaginaire  dont  le  mo- 
dule et  l'argument  sont  respectivement  le  produit  des 
modules  et  la  somme  des  arguments  des  facteurs. 

Considérons  d'abord  deux  expressions  imaginaires 

cos  a  H-  /  sin  a     et     cos  è  4-  /  sin  b 

ayant  l'unité  pour  module.  Si  l'on  effectue  leur  produit, 
il  viendra 

(  cos  «  H- /  sin  «  )  (  cos  6 -H  /  sin  ^  ) 

=  cos  a  cos  b  -\-  i  [^  sin  a  cos  b  -+-  cos  a  sin  b)  -\-  i-  sin  a  sin  b , 

ou,  à  cause  de  i-  =:-  —  i 

(  cos  a  -h  isina)  (  cos  b  -{-  i  sin  h  ) 

==:  (cos«cos6  —  sin  a  sïnb)  -h  i  (sin«cost  H-  cosa  sine): 
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or  nous  savons  que  l'on  a 

cos  a  ces  h  —  sin  a  sin  h  =  ces  (  «  -r-  è  ) , 
sin  a  cos  h  -f-  cos  a  sin  è  =:  sin  (  «  -f-  è  )  ; 

on  peut  donc  écrire 

(cos<2-l-  /sina)  (cosô  -f-  /sin  ^  j  =  cos(i7  -\-  h)  -\-  /sin(«  -f-  è). 

Soient  maintenant  ^o  (cosrz -f- t  sina),  ^'(cosè -f- i  sin^) 
deux  expressions  imaginaires  ayant  respectivement  pour 
modules  p  et  ^  \  on  a 

p  (  cos  a  -\-  i  sin  «  )  X  p'  (  cos  h  -\-  i  sin  ^  ) 

=  pp'  X  (  cos  a  -f-  /  sin  «  )  (  cos  ^  -I-  /  sin  è  ) , 

et,  par  conséquent, 

p  (  cos  a  -\-  i  sin  a]  X  p'  { ces  h  H-  z  sin  h  ) 

=  pp'  [cos  (  <2  -f-  è  )  -f-  /  sin  (  a  -i-  6  )  ]. 

Corollaire  I.  —  Le  quotient  de  deux  expressions 
imaginaires  est  une  expression  imaginaire  dont  le  mo- 
dule et  l'argument  sont  respectivement  le  quotient  des 
modules  et  la  dij^érence  des  arguments  du  dii^idende 
et  du  diviseur. 

Car  soient  les  deux  expressions 

p  (cos«  H- /sin«)      et     p' (cos ^  H- /sine]; 

on  a 

4  [cos  [a  —  b)  4-  /  sin  ( <2  —  b)] 


X  p'  (  cos  b  4-  /  sin  ^)  =  p  (  cos  a  -|-  /  sin  a 


d'où 

p  (cos< 


cos   a 


b)]. 


p'  [cosb  H-  /  sin 6)        p' 
Corollaire  II.  —  Le  module  et  l'argument  du  pro- 
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didt  de  tant  d' expressions  imaginaires  que  ï on  "voudra 
sont  égaux  respectivement  au  produit  des  modules  et  à 
la  somme  des  arguments  des  facteurs . 

En  effet,  pour  multiplier  les  deux  premiers  facteurs, 
on  multiplie  leurs  modules  et  Ton  ajoute  leurs  arguments. 
Pour  multiplier  ce  produit  par  le  troisième  facteur,  il 
faut  multiplier  son  module  par  celui  du  troisième  facteur 
et  ajouter  à  son  argument  celui  de  ce  troisième  facteur, 
et  ainsi  de  suite. 

Corollaire  III.  — Pour  élever  une  expression  imagi- 
naire à  une  puissance  entière  et  positive  de  degré  /«,  il 
faut  élever  le  module  à  la  puissance  //i,  et  multiplier 
l'argument  par  m. 

Gela  résulte  immédiatement  du  corollaire  II,  en  sup- 
posant égales  entre  elles  toutes  les  expressions  imagi- 
naires que  l'on  y  considère. 

Soit,  en  particulier,  cosrx  -f-  sina  une  expression  ima- 
ginaire de  module  i  ;  on  a 

(cos<2  -f-  /sin«)'"  =  cos ma  -h  ism  ma. 

C'est  dans  cette  égalité  que  consiste  la  formule  de 
Moivre . 


39.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  ima- 
ginaires est  compris  entre  la  somme  et  la  dijférence  des 
modules  des  parties. 

En  effet,  soient  les  deux  expressions  imaginaires 
p  (cosa  -h  /sin«),     p'  (cos«'  -h  isina  ), 
et  posons 

R  (cosAh-  /sinA)  -- rj  (cosa-h  i  sma)  ~f-  p'  (cosû'  -h  /sin<z'); 
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on  aura 

R  cosA  -^=  p  cosa  -f-  p'  cos«', 

R  sin  A  =  p  sin  «  -4-  o'  sin  a'  ; 

si  l'on  ajoute  ces  égalités  après  les  avoir  élevées  au  carré 
et  que  l'on  extraie  la  racine  carrée  des  deux  membres  de 
l'égalité  résultante,  il  viendra 


R  =  V?  -1- 

2.pp' 

C0S(<2 

-«')  + 

P 

on  a  donc 

OU 
OU 

<P  +  P', 

R$\/if- 

-7ï' 

R^s/rp- 

YP 

- 

Il  résulte  de  là  que 

: 

Le  module  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
d' expressions  imaginaires  ne  peut  surpasser  la  somme 
des  modules  de  ces  expressions. 

Des  fonctions  entières. 

40.   Un  polynôme  tel  que 

Ao  3'»  -f-  Al  z'"-^  +  .  .  .  -f-  A,„_,  z  -f-  A,,„ 

dans  lequel  chaque  terme  est  le  produit  d'une  constante 
réelle  ou  imaginaire  par  une  puissance  entière  d'une  va- 
riable réelle  ou  imaginaire  z^  est  dit  une  fonction  en- 
tière de  z.  Le  polynôme  étant  supposé  ordonné  par  rap- 
port aux  puissances  de  z^  le  degré  m  du  premier  terme  est 
le  degré  de  la  fonction.  Une  équation  est  dite  algébrique 
lorsqu'elle  peut  être  mise  sous  la  formey(^)  ^:=z.  o,  f[z) 
désignant  une  fonction  entière  de  z. 

Théorème  I.  —  Si  une  fonction  entière  f[z)  de  z 
s'annule  pour  z  =z  o^  on  peut  assigner  une  quantité  po- 
sitii^e  r,  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 


i 

k 
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module  est  compris  entre  zéro  et  r,  le  module  dej(z) 
soit  constamment  inférieur  à  une  quantité  donnée  R. 

En  effet   soit  la  fonction 

f[z)  =  Ao  z"'  +  A,  z'"-!  H-  .  .  .  +  A^_iz  • 

qui  s'annule  pour  z  =  o,  et  dans  laquelle  quelques-uns 
des  coefficients  A  peuvent  être  nuls.  Désignons  par  p  le 
module  de  la  variable  z  et  par  a  le  module  de  celui  des 
coefficients  Ao,  A<,  .  .  .,  Am~i  qui  a  le  plus  grand  mo- 
dule. Gomme  le  module  d'une  somme  ne  peut  surpasser 
la  somme  des  modules  des  parties,  on  aura 

mod/(z)  <«(p'«  +  p'«-i-l-.  .  .4-p)     ou     <Za' '^ 5 

et,  si  la  valeur  de  jO  est  inférieure  à  i ,  on  aura  à  plus  forte 
raison 

mod/(z)<-^^. 
i-p 

Donc,  pour  que  le  module  de  f  [z)  soit  inférieur  à  R, 
il  suffît  que  l'on  ait 

"°    <R    ou     p<      ^ 


et,  en  conséquence,  si  l'on  pose 

R 


R' 


le  module  def^z)  sera  inférieur  à  R  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z  dont  le  module  est  compris  entre  zéro  et  r. 

Corollaire  I.  —  Si 

f[z]  =  A^^^z^  +  A^_,_i  z^+'  -4-  ;.  .  -f-  A,  z— ^  +  Ao  z- 
est  une  fonction  entière  de  z  ordonnée  par  rapport  aux 
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puissances  croissantes  de  z,  et  que  V on  pose 

on  pourra  assigner  une  quantité  positive  r  telle,  que  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre 
zéro  et  r,  le  module  de  e  soit  constamment  inférieur  à 
une  quantité  positive  quelconque  donnée  R. 

En  effet,  la  fonction  que  nous  désignons  par  e  a  pour 
valeur 


A 


2"î-F-l  + 


et  il  suffît  de  lui  appliquer  le  précédent  théorème  pour 
établir  la  proposition  énoncée. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  y  (z)  et  la  variable  z  sont 
réelles,  on  voit  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  est  inférieur  à  une  certaine  limite,  la  fonction  a 
constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

Corollaire  II.  —  Si 

f[z)  =z  Ao  3-  -f-  A,  2—^  +  ...-+-  A„_i  z  +  A,, 

est  une  Jonction  entière  de  z  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  z,  et  que  l'on  pose 

on  pourra  assigner  une  quantité  positive  r  telle,  que  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  supérieur  à  r 
le  module  de  e  soit  constamment  inférieur  à  une  quan- 
tité positive  quelconque  donnée  R. 

En  effet,  la  fonction  désignée  par  e  a  ici  pour  valeur 

^"~Ao2        Ao  z^        "*    '"    Ao      z'"-^  "^Â^  z"^' 
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et  son  module  sera  inférieur  à  la  quantité  donnée  Rpour 

toutes  les  valeurs  de  -dont  le  module  est  inférieur  à  une 

z 

certaine  quantité  -  qu'on  peut  déterminer,  c'est-à-dire 

pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  supé- 
rieur à  r. 

Dans  le  cas  où  la  fonctiony(z)  et  la  variable  z  sont 
réelles,  on  voit  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  est  supérieur  à  une  certaine  limite,  la  fonction  a 
constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

Corollaire  III.  —  Le  modale  d' une  fonction  entière 
f[z)  de\^ient    infini   en   même  temps  que   le  module 

de  z. 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  du  précédent.  En 
effet,  la  fonction /"(z)  étant  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  z,  soit  Aqz'^  son  premier 
terme,  et  posons 

Aoz- 

on  sait  que  le  module  de  s  peut  devenir  aussi  petit  que 

l'on  voudra,  si  le  module  de  z  est  suffisamment  grand. 

Soient  M,  p,  a,  n  les  modules  dey(2:),  z,  Aq,  s;  l'équa- 

,    ,,  M 

tion  précédente  nous  montre  que  — -  est  compris  entre 

I  —  r,  et  1  -f-y;,  d'où  il  suit  que,  quand  p  tend  vers  l'in- 
fini, on  a 

,.       M 

lim =:  I. 

41.  Théorî^me  II.  —  Une  fonction  entièj'e  f  [z)  de  z 
est  continue. 

En  général    une  variable ^  (57)  qui  dépend  d'une  autre 
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variable  z  est  dite  continue,  si  le  module  de  la  différence 

/(z-A)-/(.) 

peut  devenir  plus  petit  qu'une  quantité  quelconque  don- 
née, quand  on  attribue  au  module  de  h  une  valeur  suf- 
fisamment petite. 

Gela  posé,  /*(^)  désignant  une  fonction  entière,  or- 
donnons le  polynôme  y  (s  -f-  h)  — f{^)  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  h;  ce  polynôme  s'annulera  pour 
Ji=z  o,  et  si  l'on  désigne  par  Km^^h}"-  le  premier  de  ses 
termes,  on  aura,  par  le  corollaire  I  du  n"  40, 

s  étant  une  quantité  dont  le  module  peut  devenir  aussi 
petit  que  l'on  voudra.  Si  donc  on  attribue  à  li  des  valeurs 
dont  les  modules  décroissent  indéfiniment,  le  module  de 
la  différence 

prendra  des  valeurs  qui  décroîtront  aussi  indéfiniment, 
et  en  conséquencey*(^)  est  une  fonction  continue. 

Corollaire  I.  —  La  variable  z  et  la  fonction  en- 
tière f[z)  étant  supposées  réelles,  si  l'on  attribue  à  z 
deux  "valeurs  Zq^  z^,  et  que  les  valeurs  correspondantes 
f(^o)>f(^i)  de  f[z)  soient  de  signes  contraires,  la 
fonction  f  i^z)  s'annulera  nécessairement  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  z  comprises  entre  Zq  et  z^. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  les  valeurs  que  prend 
f  {z)  quand  z  varie  de  Zq  à  ^<  seraient  comprises,  les 
négatives  entre  deux  limites  — A  et  —  B,  les  positives 
entre  deux  autres  limites  -f-  A'  et  -f-  B';  par  conséquent, 
z  variant  d'une  manière  continue,  il  faudrait  quey(-^) 
passât  brusquement  d'une  valeur  comprise  dans  le  pre- 
mier intervalle  à  une  valeur  comprise  dans  le  second,  ce 


g6  COURS  d'algèbre  supérieure. 

qui  est  incompatible  avec  la  propriété  que  possède  y  (s) 
d'être  continue. 

Corollaire  II.  —  Quelles  que  soient  la  variable 

z  z=  p  [  cos  w  -f-  /  sin  w  ) 
et  la  fonction  entière 

si  le  module  ou  l'argument  de  z  reste  constant,  ou  si 
ces  deux  guanlités  varieiit  simultanément  d'une  ma- 
nière continue,  suivant  une  loi  déterminée,  aucune  des 
deux  quantités  P  ei  Q  ne  pourra  changer  de  signe  sans 
s'annuler. 

La  démonstration  est  exactement  la  même  que  celle 
du  précédent  corollaire.  Supposons,  en  effet,  que  l'argu- 
ment 0)  varie  de  Wq  à  (J)^^  et  que  p  soit  constant  ou  qu'il 
dépende  de  w,  d'après  une  loi  quelconque,  de  façon  à 
varier  d'une  manière  continue  quand  oj  varie  lui-même 
d'une  manière  continue.  Si  P  ou  Q  a  des  valeurs  de  signes 
contraires  pour  w  =  Wo  et  o)  =  Wj  et  que  cette  fonction 
ne  s'annule  pas,  ses  valeurs  négatives  seront  comprises 
dans  un  certain  intervalle,  et  la  même  chose  aura  lieu  à 
l'égard  de  ses  valeurs  positives.  La  fonction  passerait 
donc  brusquement  d'une  valeur  comprise  dans  le  pre- 
mier de  ces  intervalles  à  une  valeur  comprise  dans  le  se- 
cond, ce  qui  est  inadmissible. 

Développement  de  la  fonction  entière  f  [z  -f-  h) 
suiwajit  les  puissances  de  h. 

42.  Soit 

/(z)  =  Aoz"^  -+-  Aiz'«-i  -f- .  .  .  -h  Ki-i  ^  +  A,„, 
on  aura,  en  remplaçant  z  par  z  -\-h, 
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Si  l'on  développe  les  diverses  puissances  de  z  ~\-  h  qui 
figurent  dans  cette  formule  et  qu'on  ordonne  suivant  les 
puissances  croissantes  de  A,  il  est  évident  que  le  premier 
terme  seray  (^),  et  que  le  coefficient  de  Ji^  sera 

m(m-i)...(m-p-f-i)  ,    diiZLLillll  A 

AqZ  «"-t-  .    .    .  -i  — —  A.ffl—^x^ 


1.1.    .    .IX  1.2. 

Nous  représenterons  par 

/'(-),  f"[z] /"(^).  •••-  /" 

les  coefficients  respectifs  de 

h         h-  /^l^  h"' 


—  ,      ,       .  .  . ,       ,       , 

I  1.2  1.2.  ..fx  1.2.  ..m 

dans  le  développement  dey(z -f- A),  en  sorte  que  l'on 
aura 

/(z+A)=/(z)  +  -/'(z)  +  i!-/"(z)+...+  -^!L-/'«{z) 
I  1.2        ^    '  1.-2, ..m         ^    ' 

et 

/'  [z)  z=zmAoz'—^  +...-!-  pA,„_,z:*-i  -+-...  +  A,„_i, 

r{z)  ==/72(m-i)AoZ--2_^...-f-^(u-i)A,„_,zi--2  +  ...-f-2A, 


/^[z]  =:m...(m-p  +  i)AoZ--^-  +  ...4-p(^-i)...2.iA,„_„ 
^ 

/'«(z):^m(m-   i)...2.iAo. 

Chacune  des  fonctions 

/(z),     /(z),     /"(z),   ...,     /-(z), 

à  partir  de  la  deuxième,  se  forme  d'après  la  même  loi  au 
moyen  de  la  fonction  précédente,  savoir,  en  multipliant 
chaque  terme  de  celle-ci  par  l'exposant  de  z  qui  y  figure, 
et  en  diminuant  ensuite  cet  exposant  d'une  unité. 

La  fonction  f\z)  est  dite  la  dérwée    du   premier 

S. —  -^Ig'  sup.,  I.  '^ 
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ordre,  ou  la  première  dérivée,  ou  simplement  la  dérii^ée 
def(z).  Pareillementy^'(:^),  qui  est  la  dérivée  de  f'[z), 
est  dite  la  dérii^ée  du  deuxième  ordre,  ou  la  deuxième 
dérii^éedef^z),  etsiinsi  de  suite  jusqu'ày^^  (2),  qui  sera 
la  dérii^ée  du  rn}''"'^  ordre  ou la/^z'^™"  dérii^ée  def[z).  Une 
fonction  entière  du  degré  m  a  ainsi  m  dérivées  successives 
dont  les  degrés  sont  respectivement  7^  —  i,  m  —  2,  .  .  . , 
I,  o,  en  sorte  que  la  m"""''  dérivée  est  égale  à  une  simple 
constante. 

D'après  ce  qui  précède,  lorsque  la  variable  ^reçoit  l'ac- 
croissement h,  la  fonctiony(2:)  prend  un  accroissement 
qui  peut  être  mis  sous  la  forme 

(i)  f(z^h)-f[z)^hf[z]^he, 

en  posant,  pour  abréger, 

(2)    ^^-■^f"(z]+-^J"'[z] +  ...+. f'"(z). 

On  a  donc 

(3) =/  (-)-;-£, 

et,  comme  £  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  h,  on  voit 
que  la  dérivée  d'une  fonction  entière  /'(^)  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  rapport 

f[z-^h)-f{z] 

7. ' 

lorsqu'on  fait  tendre  h  vers  zéro. 

En  outre,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  z,  on 
peut  assigner  une  quantité  positiver  (n^^O,  corollaire  II) 
telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est 
inférieur  à  /',  le  module  de  la  fonction  s  soit  inférieur 
à  une  quantité  positive  donnée  n  aussi  petite  que  l'on 
voudra. 
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Pï^incipe  fondamental  de  la  théorie  des  équations. 
43.   Lemme.  — Soit 

une  fonction  entière  d'une  variable  z^  d'un  degré  quel- 
conque m,  et  dans  laquelle  les  coefficients  Aq,  A<  , . . . ,  A^^^ 
sont  des  quantités  données  réelles  ou  imaginaires.  Si  le 
jnodule  def[z)  ne  se  réduit  pas  à  zéro  quand  on  attri- 
bue à  z  la  ^valeur  déterminée  Zq.,  réelle  ou  imaginaire, 
on  pourra  troui^er  une  quantité  h,  réelle  ou  imaginaire, 
telle  que  le  module  de  f  [zQ-\-h)  soit  inférieur  au  mo- 
dule def(zo). 

En  effet,  h  désignant  une  nouvelle  variable,  rempla- 
çons z  par  Zo-hh,  et  faisons,  pour  abréger  l'écriture, 

1  .  2.  .  ,  pt. 

il  viendra 

/(zo  -h  h]  =  Zo-h  Z,k  -h  .  .  .  -t-  Z.Ji'^'--^-  ...  -h  Z„,h'\ 

Par  hypothèse,  le  module  de  Zq  n'est  pas  nul;  quelques- 
uns  des  coefficients  Z^,  Z^,...  des  puissances  de  h  peu- 
vent être  nuls,  mais  il  n'en  peut  jamais  être  ainsi  du  der- 
nier de  ces  coefficients,  c'est-à-dire  de  Z^n,  dont  la  valeur 
est  évidemment  égale  au  coefficient  Aq  de  z"^  dansy(z); 
je  représenterai  généralement  par  Z,i  le  premier  des  coeffi- 
cients Zi,  Zo,...,  Z^^  dont  le  module  est  différent  de 
zéro.  D'après  cela,  la  formule  précédente,  divisée  par 
f{^o)  ou  Zo,  deviendra 

f  I      \       —  i  -\  fi    -i       ^       n        -r-...-t-  ■-—  n    . 

Désignons   maintenant  par  p  et  co  le  module  de  l'argu- 
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ment  de  la  variable  h,  par  G^^  et  a^,  quel  que  soit  /x,  le 

Z 

module  et  l'argument  de  la  quantité  —  >  on  aura 

/i  =  p  (cosw -i- /sinw),       -^  =  C^(cosa,^-4- ?sina,j,), 


^.     >      — I -f-C„p"  [cos(/zw -f- a„)  H- ;sin  (/?w -f- a„)j- 
J  [H] 


et  la  précédente  formule  deviendra 

-f-C,„  p'"  [cos  (  m  w  -f-  a„J  +  /  sin  (  m  w  -h  a,„  )] . 
Cela  posé,  déterminons  l'argument  w  par  la  condition 

72  W   -h  a,^=  TT, 

d'où 

COS  ( /z w -f- a„ )  = — I,      sin  (/2w -r- a„)  =  o; 
la  formule  générale  qui  précède  deviendra 

/M      -^'_^^  ^  

-h Cn+i p""^^  [cos  {/i-hi  w+  a„H_i  )  +  Z  sin  (/2  -f- 1  w4-  a„.+.i)]  +. . . 
-4-C,;jp'"  [cos  [mu  -{-  oc„i)  -{- i sin [m M  +  a,„)]. 

Soient  R  et  Ro  les  modules  de  f(zo-h  h)  et  de  /(zq), 

T> 

le  module  du  premier  membre  de  notre  égalité  sera  — -; 

quant  au  module  du  second  membre,  on  sait  qu'il  est 
inférieur  ou  au  plus  égal  à  la  somme  des  modules  de  ses 
termes.  D'ailleurs  (i  —  ^nP")  sera  égal  à  son  module  si 
l'on  donne  à  p  une  valeur  inférieure  à  ^7=^^;  on  aura  donc, 
dans  cette  hypothèse, 

^:=OU<{l-C,p-)-\-  C„+i  p"+^  +  .  .  .  +  C,,  p"\ 


ou 


J^ou<:-C„p"(.-^p-...-|r-) 
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La  quantité  entre  crochets  a  pour  limite  l'unité 
quand  on  fait  tendre  p  vers  zéro,  et  nous  savons  que  cette 
quantité  reste  positive  pour  toutes  les:viiLle^ï*"9  d'i  p  com^^ 
prises  entre  zéro  et  une  certaine  lkii.ite,  r  que  l'oji  peut 
assigner.  Donc,  pour  toutes  les  vale'yis'dè  o  silpérieVresà 

zéro  et  inférieures  à  la  plus  petite  des  deux  quantités  ^^-=. 

et  r,  on  aura 

^<i     ou     R<Ro, 
Ro 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncé«. 

De  ce  lemme  résulte  immédiatement  la  démonstration 
du  principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations,  le- 
quel consiste  dans  le  théorème  suivant  : 

44.  Théorème  I.  —  Si  f[z)  désigne  une  fonction 
entière  de  z^  d'un  degré  quelconque  m^  et  dans  la- 
quelle les  coefficients  soient  des  quantités  données,  réelles 
ou  imaginaires,  réquatioJif[z)  =  o  «  une  racine  réelle 
ou  imaginaire. 

En  effet,  si  l'on  donne  à  la  variable  z  toute  la  série  des 
valeurs  réelles  ou  imaginaires,  il  est  évident  que  le  mo- 
dule defiz),  qui  est  essentiellement  positif,  ne  pourra 
pas  s'abaisser  au-dessous  d'un  certain  minimum.  Ce  mi- 
nimum ne  peut  répondre  à  une  valeur  infinie  du  module 
de  z,  car  nous  savons  que  le  module  de  f[z)  devient 
infini  en  même  temps  que  celui  de  z.  On  voit  alors  que  le 
minimum  du  module  def[z)  ne  peut  être  que  zéro  ;  car, 
s'il  avait  une  valeur  Rq  différente  de  zéro  et  répondant  à 
la  valeur  Zq  dez,  on  pourrait  trouver,  d'après  le  lemme 
qui  précède,  une  quantité  h  qui  donnerait 

mod/(zo  +  /0  <I^o, 
ce  qui  implique  contradiction. 
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Il  existe  donc  une  valeur  finie  de  z  telle,  que  l'on  ait 
mody(^)  =  G  ;  cette  valeur  est  dite  une  racine  del'équa- 

•;tipn/(r):^€. 

;  pEJïÀilôûE.— -  Si  l'on  remplace  la  variable  z  par 
x'-\^  iy,  X  et  jr  désignant  des  variables  réelles,  la  fonc- 
tion jr(z)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

çp  [x,  y)  et  ^  {^,j)  désignant  des  fonctions  réelles  de  x,  j 
et  de  quantités  réelles  connues. 

Le  module  à^  f[z)  sera  la  racine  carrée  de  la  somme 

[?(-^,j)P+[^(--,j)?, 

et  il  ne  pourra  s'annuler  que  si  chacune  des  fonctions  ^ 
et  ^{>  s'annule.  Il  s'ensuit  que,  si  oi-\-i^  est  une  racine  de 
l'équation y(z)  =  o,  les  deux  équations 

admettront  le  système  de  solutions  communes  x-^^a, 
j^  =  G.  Si  l'on  suppose  que  x  ely  représentent  des  coor- 
données rectangulaires,  les  équations  précédentes  seront 
celles  de  deux  courbes  ;  a  et  ê  seron  t  les  coordonnées  d'un 
point  commun  à  ces  courbes.  On  voit  que  la  recherche 
des  racines  de  l'équation /"(i;)  :=  o  équivaut  à  la  re- 
cherche des  points  d'intersection  réels  des  deux  courbes 
dont  nous  venons  de  parler,  et  ces  points  d'intersection 
sont  alors  désignés  sous  le  nom  de  points  racines. 

45.  Du  théorème  fondamental  que  nous  venons  d'éta- 
blir résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IL  —  Une  fonction  entière  de  z  du  degTe  m 
est  égale  au  pj^oduit  de  m  facteurs  linéaires  multiplié 
par  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z  dans 
la  fonction. 
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Soit  la  fonction 

/(  z  )  =r.  Ao  2- -h  A,  s'"-^ -I- .  .  .  +  A,„_,  s -^  A„„ 

et  désignons  par  a^,  a<^,...,afn,  m  quantités  réelles  ou 
imaginaires  quelconques.  Divisons  f[z)  par  z  —  Ui 
et  représentons  pary^(^)  le  quotient,  par  R^  le  reste 
de  cette  division;  divisons  de  m.èm.e  f^  [z)  par  z —  ao, 
et  nommons  f^i^)  le  quotient,  R2  le  reste  de  cette 
deuxième  division;  continuons  de  la  même  manière 
jusqu'à  ce  que  nous  ayons  employé  le  diviseur  z  —  «^ 
qui  fournira  le  quotient  yj,i(^)  et  le  reste  ^m-  H  est  évi- 
dent que  les  polynômes  f[z),  f\[z),  f.2[z),...  sont 
des  degrés  respectifs  jn,m  —  i,  m — 2,...,  et  que,  dans 
chacun  d'eux,  le  coefficient  du  premier  terme  est  Aq, 
d'où  il  suit  que  y^j  ( z ) ,  qui  est  du  degré  zéro,  se  réduira 
à  Aq.  On  aura,  d'après  cela, 

f[z)  =  [z-~a,)f,[z)^^,, 
A[z)=.[z-a,)f,[z)+^,, 


frn-ï  (  z)  =  (z  —  «,„  )  frn[z] 


Si  l'on  ajoute  toutes  ces  égalités,  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  les  m  facteurs 

I,     (z— «1),       (z  — «r,i)   (z  — «2),.  •  .,        (^— «l)-  .  .(z  — «,„._!  ), 

et  que  l'on  remplace  y)„(^)  par  sa  valeur  Ao    il  viendra 

/(z)  =Ao(2—  «1)  (z— «.2)-  •  \^  —  a;n) 

-l-Rg  (z  —  /^i)  (z  —  ûTg)  H-Ra  (2  —  rt!i)  H-Ri. 

Dans  cette  formule  a^,a2?•••>  ^m  désignent  des  quan- 
tités quelconques   égales  ou  inégales  entre  elles;  mais 
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nous  savons  que  l'équation  y(^)  =  o  a  une  racine,  et 
nous  pouvons  supposer  que  a^  soit  cette  racine  :  on  aura 
alors  Ri  =  o,  puisque  R<  est  la  valeur  que  prend  ^{z) 
pour  z  =  ai.  Pareillement  l'équation  f^  [z)  =  o  a  une 
racine  ;  nous  supposerons  que  «o  soit  cette  racine  et  l'on 
auraR2=  o.  En  poursuivant  ainsi  et  en  supposant  que 
«3,  «4,...,  am  soient  respectivement  racines  des  équa- 
tions f<2{z)~o,  fs{z)~  o,...,  fr,,_i{z)  =  o,  on  aura 
R3  =  o,  R4  =  o,...  R„^z=:o,  et  la  formule  précédente 
deviendra 

/(z)=Ao(3  — «i)  (z—  «2)-  ■  -(2:— «,„). 

On  voit  que  la  fonction  y  (^)  ne  peut  s'annuler  que  si  l'on 
donne  à  z  l'une  des  771  valeurs  «i,  a2,...,  a„i  parmi  les- 
quelles il  peut  s'en  trouver  plusieurs  égales  entre  elles  ; 
il  s'ensuit  que  : 

Une  équation  algébîdque  du  degré  m  ne  'peut  avoir 
plus  de  m  racines. 

Si,  parmi  les  quantités  a <,  «o?---?  «/71  il  y  en  a  p  qui 
soient  égales  ka^,  f[z)  admettra  le  diviseur  [z  —  a^)'"' 
et  l'on  dit  alors  que  V équation  fiz)  =  o  a  ^  racines 
égales  à  a<.  Au  moyen  de  cette  convention,  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  équation  algébrique  a  autant  de  racines  qu'il  j 
a  d'unités  dans  le  nombre  qui  exprimé  son  degré. 

Corollaire  I.  —  Si  a^^  a^,---,  ajyi  désignent  les  m 
racines  de  l'équation 

Aoz'"  +  Aiz'"-^  -f- .  .  .  -h  A,„_i  z  +  A,,,  r=  o, 

la  somme  des  racines  est  égale  à  —  -^  ;  et  générale- 
m,ent  la  somme  des  produits  n  a  n  des  m  racines  est 
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A 

égale  à  ( — i)'^  — ^•,  en  particulier  le  produit  des  m  ra- 

Ao 

cines  est  i  —  iY'-^- 
Ao 

On  obtient  efFectivement  ces  égalités  en  effectuant  le 
produit  Ao  (  >^  —  a^)  [z  —  «o  )  •  •  •  (  ^  —  <^m)  qui  doit  repro- 
duire  exactement  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée, et  en  écrivant  que  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  z  sont  égaux  de  part  et  d'autre. 

Corollaire  IL  —  Si  les  coefficients  du  polynôme 
f[z)sont  réels,  et  que,  parmi  les  facteurs  linéaires  de  ce 
poljnôjne,  ilj  en  ait  n  qui  soient  égaux  à  z —  [p-\~  *V)' 
q  étant  différent  de  zéro,  il  y  aura  également  n  fac- 
teurs linéaires  de  f[z)  égaux  à  z —  [p  —  i(])\  ^^  ^^^ 
conséquence  le  polynôme  f[z)  contiendra  le  f acteur 
réelllz  —  pY-^q'^yK 

En  effet,  le  polynômey(^)  étant  décomposé  en  fac- 
teurs linéaires,  on  a 

f  [z]  =:Ao(2— «i)  (z  — «2).  .  .(z  — «,„); 

si,  dans  cette  identité,  on  change  i  en  —  i  le  premier 
membre  ne  changera  pas,  puisque  ses  coefficients  sont 
réels  ;  on  aura  donc 

/  (z)  ==  Ao  (z  -  «'j  (3  -  «;  ) . . .  (z  -  «;j, 

d^  désignant  généralement  ce  que  devient  a^  quand  on 
remplace  i  par  — i.  Il  résulte  de  là  que,  si,  parmi  les  fac- 
teurs linéaires  dey(z),  il  y  en  a  un  ou  plusieurs  qui 
soient  égaux  à  z  —  (p-^^ç)f  il  y  aura  précisément  un 
même  nombre  de  facteurs  égaux  k  z  —  (p  —  iV/). 

Corollaire  III.  —  Si  la  fonction  entière  f[z)  du 
degré  m  s'annule  pour  dii^erses  valeurs  de  z  en  nombre 
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supérieur  à  m,  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  z  dans  f{^z)  sont  identiquement  nuls. 

En  effet,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z 
est  nul,  puisque  autrement  la  fonctiony(^)  ne  pourrait 
s'annuler  que  pour^Tz  valeurs  de  z.  La  fonction  y  (^)  se 
réduit  ainsi  au  degré  m  —  i  ;  le  coefficient  de  z^~^  doit 
être  nul  pour  la  même  raison,  et  ainsi  de  suite. 

Limites  des  modules  des  racines. 

46.  Il  est  facile  d'assigner  deux  limites  entre  lesquelles 
soient  compris  les  modules  de  toutes  les  racines  réelles 
ou  imaginaires  d'une  équation.  Soit 

/(-)  =  o 

une  équation  donnée  dont  le  premier  membre  a  pour  va- 
leur 

Si  l'on  pose 

s  =  p(cosw  H- /sinw),     A^^  ==  «/j(cosa,i  + /sina^^), 
puis 

Pi=:«op''''cos(mw  H-ao)  -\-  ...  +«„p"cos(m  —  //w  +  a^J  -f-  ...  -f-  «„^cosa, 
Qzzi: iZo p"'  sin  (  m w  -1-  ao  )  +  . . .  -I-  ««p''  sin  ( m  ~  /^ co  -f-  a,J  +  . . .  -f-  «,„  sin a, 

le  carré  du  module  R  de/(^)  pourra  être  mis  sous  la 
forme 

R2ziz  [Pcos(ww  +  ao)  +Qsin(mw  +  ao)]^ 

+  [P  sin  (  m  w  +  ao  )  —  Q  ces  (  m  w  4-  ao  )  J^  ; 

si  donc  on  fait 

V  =  Pcos(mw  H-  ao)  -+-  Qsin(mw  4-  ao) 

=  «op"'+«^ip'"~^cos(&>-4-ao— ai)-h...-f-«„îCOs(mw-hao— aj, 
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on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  et  de  w, 

Désignons  par  «le  plus  grand  des  modules  «  ^ ,  «2  »  •  •  •  ?  (^my 
et  ajoutons  à  V  la  quantité 


P  — 
qui  est  identiquement  nulle,  il  viendra 


«oP'"(/ 


p 


Pour  toutes  les  valeurs  de  p  qui  satisfont  à  l'inégalité 

a 
P>i-i-  -^ 

le  polynôme  V  sera  supérieur  à  zéro,  et  il  en  sera  de  même 
du  module  R.  Donc  la  quantité  i  -\ ou  — est  une 

«0   ^  «0 

limite  supérieure  des  modules  des  racines  de  l'équation 
proposée.  Pour  avoir  une  limite  inférieure  des  mêmes 

modules,  il  suffît  de  changer  i^r  en- dans  l'équation  pro- 
posée, et  de  chercher  une  limite  supérieure  des  modules 
de  l'équation  transformée.  Il  est  évident  que  si  a  désigne 
le  plus  grand  des  modules  «o,  «<,...  ,  a„i_<,  la  quantité 

~, — — —  sera  une  limite  inférieure  des  modules  des  racines . 
«  -^  «m 

Déterm^ination  du  produit  des  facteurs  linéaires  com- 
muns à  deux  polynômes  donnés. 


47. 

Soient 

\}=zA^z^^'~{^A,z'"- 

1-f-. 

•  •  ~^  -^m— 1  "•  -1     A„j, 

Vr=rBoS'M-BiS"-' 

-f-. . 

•  -i-  B„_i  Z  -f-  B„ 
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deux  fonctions  entières  de  z^  l'une  du  degré  m,  l'autre 
du  degré  w,  et  dont  les  coefficients  sont  des  quantités 
quelconques  données.  Chacune  de  ces  fonctions  peut 
être  décomposée  en  facteurs  linéaires,  et  parmi  les  fac- 
teurs de  U  il  peut  s'en  trouver  quelques-uns  qui  appar- 
tiennent aussi  à  V.  Nous  désignerons  par  D  le  produit 
de  tous  les  facteurs  linéaires  égaux  ou  inégaux  com- 
muns à  U  et  à  V,  et  ce  produit  D  sera  dit  le  plus  grand 
commun  dwiseur  des  polynômes  U  et  V.  Dans  cette 
recherche,  les  coefficients  Aq  et  Bq  des  plus  hautes  puis- 
sances de  z,  dans  U  et  dans  V,  ne  jouent  évidemment 
aucun  rôle,  et  on  peut  les  réduire  à  l'unité  en  divisant 
les  coefficients  de  U  par  Aq  et  ceux  de  V  par  Bq. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  m  ne  soit  pas 
inférieur  k  n.  Si  le  polynôme  V  divise  U  exactement, 
il  sera  évidemment  le  plus  grand  commun  diviseur  de- 
mandé ;  mais  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi;  dési- 
gnons par  Q  le  quotient  et  par  R  le  reste  de  la  division. 

On  aura 

U==VQ-l-R; 

si  les  coefficients  Aq  et  Bq  n'ont  pas  été  réduits  à  l'unité, 
l'opération  que  nous  venons  d'exécuter  a  pu  introduire 
des  coefficients  de  forme  fractionnaire,  ce  qui  n'a  aucun 
inconvénient  au  point  de  vue  théorique  ;  mais  on  pourra 
les  éviter  si  l'on  veut,  dans  les  applications,  en  multi- 
pliant U  par  un  facteur  constant  convenablement  choisi, 
avant  de  commencer  la  division.  Gela  posé,  tout  poly- 
nôme qui  divise  V  exactement  divise  aussi  le  produit  VQ, 
et, 's'il  divise  en  même  temps  l'un  des  polynômes  U  et  R, 
il  divisera  aussi  le  second.  Il  résulte  de  là  que  les  poly- 
nômes U  et  V  admettent  les  mêmes  diviseurs  communs 
que  les  polynômes  V  et  R;  donc,  en  particulier,  celui 
des  diviseurs  communs  à  U  et  V  qui  a  le  degré  le  plus 
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élevé  coïncide  avec  celui  des  diviseurs  communs  à  V  et 
R  qui  a  le  plus  fort  degré;  en  d'autres  termes,  le  poly- 
nôme D  que  nous  cherchons  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  polynômes  V  et  R. 

Nous  diviserons  donc  V  par  R,  et,  si  la  division  se 
fait  exactement,  R  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
demandé.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  désignons  par  K^  le 
reste  de  la  division  de  V  par  R;  le  raisonnement  que 
nous  avons  fait  plus  haut  nous  prouve  que  le  polynôme 
demandé  D  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  R  et  R< .  On  peut  continuer  de  la  même 
manière  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  reste  H,^  qui  soit 
indépendant  de  z,  et  cela  ne  peut  manquer  d'arriver 
puisque  les  degrés  des  restes  successifs  R,  Ri ,  .  .  .  ,Rj;,_i, 
R(^  forment  une  suite  décroissante.  Si  ce  reste  constant 
R^  est  zéro,  le  polynôme  demandé  D  sera  égal  à  Rj^-i  ; 
mais  si  le  reste  constant  I{^  n'est  pas  nul,  les  polynômes 
proposés  U  et  V  n'auront  pas  de  diviseur  commun,  et 
l'on  dit  alors  qu'ils  sont  premiei^s  entre  eux,  ou  que 
leur  plus  grand  commun  diviseur  est  l'unité. 

De  là  résulte  cette  importante  proposition  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  équations  U=  o,  V  =  o  ont 
y.  racines  communes  égales  ou  inégales^  on  pown^  a  for- 
mer par  de  simples  divisions  algébriques  une  équation 
\)  =  o  de  degré  \j.  qui  admettra  ces  jx  racines. 

48.  On  peut  tirer  de  ce  qui  précède  une  autre  propo- 
sition qu'il  convient  de  remarquer,  savoir  : 

Théorème  II.  —  Si  \]  et\  sont  deux  fonctions  en- 
tières de  Zj  sans  diviseur  commun  y  on  pourra  trouver 
deux  autres  fonctions  entières  de  z,  X  et  Y,  telles  que 

l'on  ait 

UX- VYr=i. 
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En  effet,  si  l'on  exécute  l'opération  nécessaire  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  U  et  de  V,  on 
arrivera  à  un  reste  H^^  indépendant  de  z  et  différent  de 
zéro.  On  aura  alors  une  suite  d'égalités,  telles  que 

U  =  VQ  -I-  R, 
RzzzRjQa  +  R2, 


RiJi— 3  —  R;>.-2  Qu.— 2  ■+-  R(j.— 1» 
R,__2==R,-iQ,-i  +  R,. 

La  dernière  de  ces  égalités  peut  s'écrire    ^ 

(2)  R,,_2— R,._iQ,._i=:R,,; 

tirons  de  l'avant-dernière  des  égalités  (i)  la  valeur  de 
R;j_i  pour  la  substituer  dans  l'égalité  (2),  il  viendra 


3  )         Q;.-i  R,_3  -(14-  Q,-,  Q,_i  )  R,.-_2  =  -  R 


H-' 


considérons  pareillement  l'égalité  qui  précède  les  deux 
dernières  dans  le  système  (i),  tirons-en  la  valeur  de 
Rjx_2  pour  la  substituer  dans  l'égalité  (3),  et  continuons 
la  même  série  d'opérations  :  il  est  évident  qu'on  formera 
de  cette  manière  une  suite  d'égalités  dans  lesquelles  le 
second  membre  sera  alternativement  -f-  R,^  et  —  R^^  et 
dont  le  premier  membre  sera  la  différence  de  deux  fonc- 
tions consécutives  prises  dans  la  suite 

R,,_3,     R,x-4,      .  .  .  ,     R,  V,  u 

multipliées  l'une  et  l'autre  par  une  fonction  entière  com- 
posée avec  les  quotients  Q,  Q|,  Qo,  ....  La  dernière  de 
ces  égalités  sera  de  la  forme 

MU  —  NV  =:  ih  Ra, 
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et,  en  désignant  par  X  et  Y  les  quotients  de  M  et  N  par 
la  constante  dz  R^^,  on  aura 

UX  —  VYrrri. 


Des  fonctions  entières  dans  lesquelles  plusieurs  factews 
linéaires  sont  égaux. 

49.  Théorème  I.  —  Le  plus  grand  commun  dii^iseur 
entrée  une  fonction  entière  f[z)  et  sa  dérivée  f  [z)  est 
égal  au  produit  des  focteurs  linéaires  multiples  qui  fi- 
gurent dansf[z),  élei^és  chacun  à  ujie puissance  moindre 
quune  unité. 

La  fonction  y'(^)  étant  décomposée  en  facteurs  li- 
néaires, soit 

f[z)  —[z~a^)  [z—  a^].  .  .(z  — «,„4), 

on  sait  que  la  dérivée/"' (z)  est  le  coefficient  de  la  pre- 
mière puissance  de  h  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion 

f[z  4-  h)  =^  [z  —  a^^  h]  [z  —  a^  -h  h] .  .  .[z  —  a„,  -f-  h)\ 

le  quotient  '  ^  ,  sera  donc  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  A,  dans  le  développement  de 

f[z)         "  \        z~aj  \         z  —  a^j 


et  l'on  aura  par  suite 


f[z)  z—a^         z  —  a^^  ^  —  cim 

Si,  parmi  les  racines  a^,  a^,  •  .  • ,  «w,  il  y  en  a  m^  égales 
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À  tti,  7722  égales  à  «2?  -  -  - ,  m,i  égales  à  «„,  il  viendra 

-— — -  — 1 1-  . . .  -1 , 

f(z)  z  —  a^         z—a^  z  —  a,, 

les  nombres  m^,  jn2j  .  .  . ,  ttz;^  dont  la  somme  est  772  étant 
égaux  ou  supérieurs  à  l'unité.  Le  second  membre  de  cette 
égalité  se  réduit  à  une  fraction  dont  le  dénominateur  est 

cp(z)  =  (2  — «1)  [z  —  a^].  .  .(z  — «,J, 
et  dont  le  numérateur 

,J;(z)  —  TTZj  (Z  —  «2)..-(2  — «„)  H-  7723(2  —  «i)...(z  — «„)4-... 

-|-772„(Z—  «l)...(z  —  «„_i) 

n'est  pas  divisible  par  l'un  des  facteurs  de  9  (^),  puisque 
toutes  les  parties  de  ^[z)  contiennent  ce  facteur  à  l'ex- 
ception d'une  seule.  L'égalité  précédente  donne 

et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  elle  montre  que 

çp^zj 

est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 
f{z)  elf'[z).  Le  degré  de  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur est  772 ^  4-  7722  -{-...  -H  171^ 72  OU  TTl 72. 

50.  Théorème  IL  —  Si  une  fonction  entière  f  [z)  a 
des  facteurs  linéaires  multiples^  on  peut  obtenir,  par 
de  simples  di^^isions  algébriques,  le  produit  des  facteurs 
linéaires  qui  figurent  dans  f{z)  av^ec  un  même  expo- 
sant. 

D'après  ce  qui  précède,  sif[z)  et  sa  dérivée^' (>z) 
n'ont  pas  de  diviseur  commun,  le  polynômey(z)  n'aura 
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que  des  facteurs  linéaires  simples.  Mais,  siy(^)  elf'i^z) 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur y'^  [z),  le  polynôme 
f[z)  aura  au  moins  des  facteurs  doubles,  et,  dans  tous 
les  cas, y,  [z)  sera  le  produit  des  facteurs  linéaires  de 
f{z)  élevés  chacun  aune  puissance  moindre  d'une  unité. 
On  peut  raisonner  sur  y<  i^z)  comme  nous  venons  de  le 
faire  à  l'égard  dey(z);  supposons  généralement  qu'on 
trouve  un  plus  grand  commun  diviseury2  [z)  kf^  (z)  et 
à  sa  dérivée,  qu'on  en  trouve  aussi  nnfz  [z)  kf^  [z)  et 
à  sa  dérivée,  etc.,  que  l'on  en  trouve  un  enfin yJ^_^  (^)  à 
fn-1  (^)  et  à  sa  dérivée,  et  que  ce  dernier  plus  grand 
commun  diviseur  soit  premier  avec  sa  dérivée.  On  con- 
clura de  là  que  le  polynôme /(z)  a  des  facteurs  linéaires 
multiples  de  l'ordre  n,  mais  qu'il  n'en  a  aucun  d'un 
ordre  supérieur  à  n.  En  outre,  si  l'on  désigne  générale- 
ment par  Zj^  le  produit  des  facteurs  linéaires  àef[z) 
d'ordre  ^i,  pris  chacun  une  fois  seulement,  il  est  évident 
que  l'on  aura 

/„_i(z)  — Z„, 

fn—Z  (  ^  )  ^^  ^"  ^«-1  ^«-2  ■> 


/,{z]    _-=zr^z;;I:^..zlz 
fiz)     =z:;z;^rl...z^3Zl2 


Si  l'on  fait 


M^) 


r=q^       et      fn-l[z)=::qn, 


on  aura,  en  divisant  chacune  des  égalités  que  nous  ve- 
nons d'obtenir  par  celle  qui  la  précède  et  en  conservant 
S,—  Jlg.  sup.,  I.  8 
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la  première  d'entre  elles, 

Q.H       — -  ^m 
Q«— 1  -—  ^n  ^«—1 1 
Q.n-2  '^^  Z,iZ„_iZ,j_.2, 

? 

Q2  ^^  Z«^«— 1  ••   -^2, 

Enfin,  en  divisant  encore  chacune  de  ces  équations  par 
celle  qui  la  précède,  il  vient 

rj c.  7  Q"-l  7      _    Q2  y Ql 

d'oùilsuit  que  les  polynômes  Zj,  Zo,...,  Z,^  s'obtiendront 
par  de  simples  divisions. 

D'après  l'hypothèse  que  nous  avons  faite,  il  y  a  cer- 
tainement des  facteurs  linéaires  de  l'ordre  tz  dansy{z); 
mais  ceux  des  ordres  inférieurs  peuvent  faire  défaut, 
et,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de  Z„_,,  ou  de  Z/^.o,  ou  etc., 
doivent  se  réduire  à  des  constantes. 

Corollaire. — La  résolution  d'une  équation  qui  a  des 
racines  égales  se  ramène  à  celle  d'une  ou  de  plusieurs 
équations  qui  n'ont  que  des  racines  simples. 

Propriété  des  dérii^ées  des  fonctions  entières. 

51.  Considérons  d'abord  une  fonction  entière  y  (2:), 
dans  laquelle  les  coefficients  soient  des  quantités  réelles, 
et  supposons  que  la  variable  z  reste  réelle.  Si  l'on  donne 
à  cette  variable  une  valeur  particulière  ^0  pour  laquelle 
la  dérivée  y  (z)  ne  soit  pas  nulle,  et  que  l'on  pose 
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on  pourra  (n'^^O)  assigner  une  quantité  positive  r  telle, 
que  pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre  — r  et 
4-  r  le  premier  membre  de  la  formule  précédente  ait 
le  signe  dey'(^o)-  H  s'ensuit  que,  sÏ/'^Zq)  est  une  quan- 
tité positive,  la  fonction  f[z)  croîtra  constamment  quand 
on  fera  croîtrez  depuis  Zq  —  /*  jusqu'à  ZQ~\-r.  Au  con- 
traire, SI /'[zq)  est  négative,  y(z)  décroîtra  quand  r: 
croîtra  de  Zq —  r  k  Zq~\~  r.  De  là  résulte  la  proposition 
suivante  : 

Théorîîme  I.  — La  fonction  entière  f  {z)  supposée 
réelle  croît  a^ec  la  ^variable  réelle  z,  tant  que  la  dé- 
l'is^ée  J'[z)  reste  positipe^  et  elle  décroît  quand  on  fait 
croître  z,  tant  que  la  dérivée  f  [z^  est  négative. 

Il  faut  remarquer  que,  z  croissant  de — co  à  -j-^  ,  la 
dérivéy'(2:)  peut  s'annuler  une  ou  plusieurs  fois,  mais 
cette  circonstance  ne  peut  être  l'occasion  d'une  difficulté. 
Supposons,  par  exemple,  que/' (^)  s'annule  pour^  =  ^o? 
et  prenons  une  quantité  ^  assez  petite  pour  que  z^  soit  la 
seule  racine  de  f'(^z)=^o  comprise  entre  Zq  —  g  et 
Zq-\-  g\  désignons  en  même  temps  par  h  une  quantité 
positive  inférieure  à  ^  et  aussi  petite  d'ailleurs  que  l'on 
voudra.  Le  théorème  précédent  s'appliquera  sans  diffi- 
culté, quel  que  soit  A,  aux  valeurs  de  z  comprises  entre 
Zq  —  g  et  Zq  —  A  OU  entre  Zo  H- /z  et  ZQ~\-g\  or  ces  deux 
intervalles  se  succèdent  à  la  limite  quand  on  fait  A  =  o.  A 
l'énoncé  qui  précède,  on  peut,  si  l'on  veut,  substituer  le 
suivant  : 

La  fonction  entière  f  (z)  supposée  réelle  croît  as^ec  la 
variable  réelle  z,  tant  que  la  dérivée  f  [z)  n  est  pas  né- 
gative, et  elle  décroît  quand  on  fait  croître  z^  tant  que 
la  dérivée  f  [z)  n'est  pas  positive. 

52.  Nous  allons  établir  actuellement  un  théorème  ana- 
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iogue  au  précédent  et  qui  se  rapporte  au  cas  général  où  les 
coefficients  de  la  fonctiony(^)  sont  des  quantités  quel- 
conques réelles  ou  imaginaires,  et  où  la  variable  reçoit 
aussi  des  Valeurs  quelconques. 

Posons 

z  =  p  (cosw -h /sinw), 

et  soit 

f[z)  --r=  Ao3"'  ^Ai^— 1  4-  .  .  .  +  A,„ 

ou 

f[z)  =  Aop'"(cos/72w  M-  /sinmw)  4- .  ,  .  +  A„j. 

La  dérivée  y"'' (  ^  )  a  pour  valeur 

/'(z)  =  mAo3'"-^+  (m  — i)Ais'«-2-h.  .., 
d'où  l'on  conclut 

z/'(2;)=mAoS'«-|-  (m  — i)Ai2''^-i  +  ...; 

d'un  autre  côté,  f[z)  est  fonction  entière  de  la  va- 
riable réelle  p,  et  si,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on 
nomme yi(^)  la  dérivée  àef[z),  on  aura 

p/i  (2;)  =  mAop'"(cosmw  4-  /sinmw)  +  .  .  .  . 

La  comparaison  des  deux  formules  précédentes  donne 

zf[z)  =  fA[z],      d'où    f[z]  =  U[z). 
D'après  cela,  la  formule 

du  n°  42  deviendra 

(i)  f[z  +  h]--/(z)=^-^Mz)+}n, 

Ê  désignant  toujours  une  quantité  qui  s'annule  en  même 
temps  que  h. 

Gela  posé,  supposons  que  l'accroissement  h  donné  à  z 
ne  change  pas  le  module  de  celte  variable  et  qu'il  ait  seu- 
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lement  pour  effet  d'accroître  l'argument  w  de  la  quan- 
tité d,  on  aura 

z-\-  h  ^1  p  [cos  { w  H-  ^j  -f-  /  sin (  w  -i-  ^  j  ] 

=  /3  (  ces  w  H-  /  sin  M  ]  (  cos  §  -i-  i  sin  §  ] , 

d'où  l'on  tire  facilement 


-  =  sinc^ 

z 


tang"  -  S 


la  formule  (i)  devient  alors 

f[z-^h]  —f[z)  =:psin^  ii  —  tang  -<? 
ou 

(2)  f[z-^h]~f{z)=^^§[if,[ 

en  posant 

■n=—  tang  -  d ./^  [z)  -h  I  i 


b'^'^H 


tang  —  ù 


Le  module  de  -  est  1  sin  -  d  ;  donc ,  la  valeur  de  z  étant 

donnée,  on  pourra  prendre  d  assez  petit  en  valeur  absolue 
pour  que  le  module  de  h  soit  moindre  qu'une  quantité 
donnée  quelconque.  Dès  lors  la  même  chose  aura  lieu  à 
l'égard  de  e,  et  aussi  à  l'égard  des  modules  des  deux  par- 
ties qui  composent  la  valeur  de  y]  ;  donc  enfin,  si  la  valeur 
absolue  de  (^  est  suffisamment  petite,  le  module  de  vî  sera 
inférieur  à  une  quantité  quelconque  donnée  r.  Posons 

/(z):=.P     -f-^•Q, 
f[z  +  A)  =  (P  -1-  AP)  H-  /  (Q  H-  AQ), 
/J2)  =  P'  -4-^-0', 


l'équation  {2)  deviendra 

AP  +  ^-AQ  ^  p  sin(î  ;  —  Q'  n-  /P'  j  -;-  p  sin^  (a  -\-  /g), 
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et  elle  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes  : 

AP  =  (  —  Q'  4-  a  )  p  sin  J, 
AQ=(-hP'  4-ê)psmrî. 

Puisque  le  module  de  a  -f-  oi  est  inférieur  à  /'  tant  que  la 
valeur  absolue  de  preste  au-dessous  d'une  certaine  limite 
a  et  ê  seront  compris  entre  — /"  et  -hr.  D'ailleurs  /'  est 
aussi  petit  que  l'on  veut  ;  donc  si  P'  et  Q'  ne  se  ré- 
duisent pas  à  zéro,  les  quantités  AP  et  AQ  seront  res- 
pectivement de  même  signe  que  — Q'  sin  o  et  -f-  P'  sin  d. 
De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  — Soit  f[z)  une  fonction  entière  de 
la  ojarinble  imaginaire  z  =  p  [  cos  fù  -f-  i  sin  w)  ;  posons 
f(^z)  =  P-i-iQ_,  P  ef  Q  étant  des  fonctions  réelles  et 
entières  de  p  qui  dépejident  aussi  de  V ar gumejit  (ù ,  et 
désignons  par  V ,  Q'  les  dériv^ées  des  polynômes  P  et  Q 
prises  par  rapport  au  module  p.  Si  l'on  attribue  à  ce 
module  p  une  valeur  déterminée  et  que  l'on  fasse  croître 
l'argument  (ti  de  o  à  27:,  la  fonctioji  Q  croîtra  tant  que 
P'  sera  positi^'e  et  elle  décroîtra  tant  que  V  sera  néga^ 
tis^e.  Au  contraire,  la  fonction  P  décroîtra  tant  que  Q' 
sera  positi\^e  et  elle  croîtra  tant  que  Q'  sera  négative. 

Théorème  de  Cauchj  . 

S3.   La  variable  imaginaire 

(  I  )  z  r-  .r  -I-  (r 

peut  être  figurée  géométriquement  (n*'  44)  par  un  point 
mobile  M  ayant  pour  abscisse  x,  et  pour  ordonnée  7^,  re- 
lativement à  deux  axes  rectangulaires  fixes  OxelOj.  Si 
p  et  w  désignent  les  coordonnées  polaires  du  même  point, 
on  aura 

^  =^  p  cos  w,     j  --^-  p  sin  t.), 
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et^  par  suite 

(  2  )  z  =:  p  (  cos  w  H-  i  sin  w  ) , 

en  sorte  que  jO  est  le  module  et  w  l'argument  de  la  va- 
riable imaginaire  z. 

En  outre,  si  J\z)  désigne  une  fonction  entière  de  z 
d'un  degré  quelconque  m  dans  laquelle  les  coefficients 
soient  des  quantités  réelles  ou  imaginaires  données,  on 
aura,  en  remplaçant  z  par  la  valeur  (i), 

/(z)=P  +  /Q, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  et  entières  des  coor- 
données xctj\  d'où  il  résulte,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  que  la  recherche  des  racines  de  l'équation 

équivaut  à  celle  des  points  pour  lesquels  on  a  simul- 
tanément 

P=i:o,     Q  =  o, 

et  auxquels  nous  appliquons,  pour  abréger,  la  dénomi- 
nation de  racines. 

Enfin,  si  le  polynôme  y(^)  est  divisible  par  la  rù'''^^ 
puissance  de  z  —  z^^  sans  l'être  par  une  puissance  supé- 
rieure du  même  binôme,  nous  sommes  convenu  (n^  45) 
de  dire  que  réquationy*(z)  =  o  a  n  racines  égales  à  z^  ; 
on  a,  dans  ce  cas, 

/i^o)==o,     /'(zo)===o,    ...,     /'■'-i(^o)=o, 

mais  la  dérivée  du  zz'^™^  ordre,  y^f^),  ne  s'annule  pas 
pour  z  =  ^0  • 

54.  Ces  notions  rappelées,  nous  nous  proposons  d'éta- 
blir ici  une  proposition  importante  due  à  Gauchy  et  qui 
constitue  l'un  des  plus  beaux  théorèmes  de  l'Algèbre. 
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La  démonstration  que  nous  allons  présenter  sera  fondée 
sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Soient  z=.x-\-iy  une  variable  imagi- 
naire etf[z)  =^  P  -}- 1 Q  une  fonction  entière  de  z,  d'un 
degré  quelconque  m  P  eZ  Q  étant  des  quantités  réelles. 
Supposons  que  l'équation  f[z)  =  o  ait  n  racijies  égales 
à  Xo-hi/oî  ^  pouvant  être  égal  à  i,et  considérons  le 
point  Q  dont  les  coordonnées  sont  Xq  et  Jq,  relati\^e~ 
ment  à  deux  axes  rectangulaires  Ox.^  Oj^.  Décrivons 
une  circonférence  du  point  G  comme  centre,  as^ec  un 
rayon  p  suffisamment  petit,  et  désignons  par  w  l'angle 
formé,  ai^ec  la  direction  Oxy  par  la  direction  du 
rayon  GM,  de  manière  que  cet  angle  soit  nul  quand  GM 
a  la  direction  deOxet  qu'il  croisse  quand  le  rayon  GM 
se  meut  toujours  dans  le  même  sens ,  en  s  élevant  de  Ox 
vers  Oy.  Cela  posé,  si  le  point  mobile  M,  partant 
d'une  position  quelconque,  décrit  la  circonférence  en- 
tière pour  revenir  à  sa  position  première,  c  est-à-dire 

p 
si  l'angle  w  augmente  de  2.7:^  le  rapport  —5  qui,  pour 

chaque  position  du  point  M,  a  une  valeur  déterminée, 
s' annulera  précisément  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  nombre  272,  et,  en  s' annulant,  ce  rapport  pas- 
sera toujours  d'une  valeur  positive  à  une  valeur  né- 
gative. 


P  .         .         . 

On  pourrait  ajouter  que  le  rapport  -  devient  infini 

un  nombre  de  fois  égal   à  in,  et  qu'à   chaque  fois  il 
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passe  d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive  ;  mais 
nous  avons  voulu  réduire  notre  lemme  à  ce  qu'il  a 
d'essentiel  pour  l'objet  auquel  nous  le  destinons.  Il 
donnera  d'ailleurs  le  complément  dont  nous  venons  de 
parler,  si  on  l'applique  à  la  fonction  ifi^z).  Faisons 
encore  une  remarque  importante  :  pour  que  le  rapport 

P     . 

—  ait  en  chaque  point  de  la  circonférence  une  valeur 

déterminée,  il  suffît  que  le  rayon  p  ne  soit  pas  égal  à 
la  distance  du  point  Zq  à  l'un  des  autres  points  racines 
de  l'équation  y(z)  =^  o;  mais  rien  ne  limite  la  petitesse 
de  p,  et  ce  rayon  se  trouvera  assujetti,  dans  notre  dé- 
monstration, à  être  moindre  que  la  plus  petite  des  dis- 
tances dont  nous  venons  de  parler. 

Posons 

z  =  zo  -h  /«  ; 

comme  on  a,  par  hypothèse, 

/(2o)=0,      /'(Zo)=:0,...,      /'^->(2o)=0, 

etquey'^(zo)  n'est  pas  nulle,  la  valeur  àe  f[z)  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  h  sera 

(i)  /(z)^     -^'^'^"^     h--^...-^    ^"'^''^    h'\ 

^    '  ^     '  1.2...    /Z  1.2.  ..m 

Si  l'on  désigne  par  ^  et  w  le  module  et  l'argument 
de  la  variable  h,  on  aura 


h  =  p  (cosw 


représentons  en  outre  par  C;;,  et  a.^  le  module  et  l'argu- 
ment de  la  quantité ^  "     5   de  manière  que   l'on    ait, 

^  1 .2 ... p  ^ 

pour  toutes  les  valeurs  71,  tï-I-i,...,  m  de  ^, 

•^    ^^"^     =C„(cosa.-h/sina„); 
1 .2.  .  .  ix  '  ^         .  '^' 
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l'expression  àefi^z)  deviendra 

f(z)  =  C„p«[cos(/2w  +  a„)  +/sin(/2w  -i-a„)]  +  ..  . 


2  ,      . 

C,„ p'"  [  cos  (  m  w  +  a„,  )  -f- /  sin  (  m  oi  +  a,„)] , 

et  l'on  aura,  en  conséquence 

,    .     (   P  =  C„p''cos(«w-ha„) -h...+C„,p"^cos(ww-ha^), 
(   Q  =  C^p'^sin  (72wH-a„) +...-hC,„p"'sin(mw -ha,„); 

on  aura  aussi,  en  désignant  par  Q'  la  dérivée  du  poly- 
nôme Q  par  rapport  à  la  variable  p, 

(4)  Q'=/zG,,p'^-isin(/2w+aJ -}-... 4-mC„,p"^-isin(/ww-^a,„). 
Gela  posé,  quel  que  soit  l'angle  w,  on  peut  faire 

(5)  7zw-ha„=rK h/ze, 

en  désignant  par  K  un  entier  positif  ou  négatif  et  par  nz 
un  angle  compris  entre  —  -^  et  -|-  y  Supposons  d'abord 
que  le  nombre  K  soit  impair,  et  posons 

les  formules  (3)  et  (4)  deviendront  alors 

i(  —  I )^-  P  =  —  C„p''  sin  7?  s  -4-  .  .  . , 
(  — i)*Q'=:H-«C„p«-icos/?e  -h 

Soit  maintenant  B  un  angle  positif  déterminé,  inférieur 
à -^i —  et  aussi  petit  d'ailleurs  que  l'on  voudra;  on  pourra 

(n**40)  assigner  une  quantité  positive  7' telle,  que  dans 
chacun  des  polynômes 

=i=  C„  p'^  sin  /2G  -f-  G„^.i  p«+i  +  ,...-!-  C,„p'«, 
±  C;,  p'^  cos«Q  H-  C^+ip"-*-!  +  .  .  .  +C„,p"', 
rh«C„p'^cos/20-]-(/z-4-i)C„^ip"+^  -l-...-hmC„,p'", 
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le  module  du  premier  terme  soit  supérieur  au  module  de 
la  somme  de  tous  les  termes  suivants  pour  toutes  les  va- 
leurs de  p  comprises  entre  o  et  /'.  Nous  donnerons  à^  une 
valeur  déterminée  au-dessous  delà  limite  /',  et  cette  valeur 
sera  le  rayon  du  cercle  que  nous  avons  à  considérer. 

Di  ,  i  ,  •  TC  TV  . 

après  cela,  e  étant  compris  entre  —  -7—  et  H-  -^  ?  si 

cet  angle  tombe  en  dehors  des  limites  — 0  et  -{-0,  la 
valeur  absolue  de  sinnssera  supérieure  à  sinnQ,  et,  en 
conséquence,  le  module  du  premier  terme  du  second 
membre,  dans  la  première  des  formules  (6),  surpassera 
le  module  de  la  somme  des  termes  suivants  -,  donc  P  ne 
peut  s'annuler  que  si  e  est  compris  entre  — 9  et  -+-  9. 
Mais,  pour  les  valeurs  de  e  comprises  entre  — 9  et  ~i-9, 
le  premier  terme  du  second  membre,  dans  chacune  des 
deux  dernières  formules  (6),  est  supérieur  au  module  de 
la  somme  des  termes  qui  suivent  ;  par  conséquent  ( —  i  )^Q 
et( — i)^Q^  sont  positifs.  Alors  le  polynôme  (  —  i)^P  dé- 
croît constamment  (n°52)  quand  £  croît  de — 9  à  -f-0; 
ce  polynôme  a  d'ailleurs  le  signe  -+-  pour  s  =  —  9,  et  il  a 
le  signe —  pour  s  =  -}~9',  donc  il  s'annule  une  fois,  et 
seulement  une  fois,  quand  s  croît  de  — 6  k  -h  9.  On  voit 
aussi  que  ( — i)*  P  passe  en  s'annulant  d'urie  valeur  posi- 
tive à  une  valeur  négative;  et,  comme  ( — i)^'^Q  reste  po- 

p 
sitif,  on  peut  dire  que  le  rapport  —  s'annule  une  fois  en 

passant  du  positif  au  négatif,  quand  s  croît, de  — 9  à  -f-ô. 
Si  le  nombre  K  est  pair  et  que  l'on  ait 

K  — 2/-, 

la  première  des  formules  (6)  devra  être  remplacée  par  la 
suivante  : 

(  — l)*P--r  H-  C„p'^C0S/2S  -!-...; 

l'angle  0  défini  plus  haut  est  inférieur  à  —  :  il  en   est  de 
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même  de  la  valeur  absolue  de  e;  d'où  il  résulte  que 
cos  Jie    est  supérieur  à  sinn9,  et,    en    conséquence,    la 

fonction   P   ne   s'annule    pas    quand  s  varie  de  —  ~- 

Maintenant,  si,  en  partant  d'une  valeur  quelconque 
de  0),  on  veut  décrire  la  circonférence  entière,  de  ma- 
nière à  revenir  au  point  de  départ,  il  sera  nécessaire 
et  suffisant  de  donner  à  l'entier  JL  4n  valeurs  entières 
consécutives  quelconques  o,  i,  2,  3,...,  (4>^ — i)  par 
exemple.  A  chacune  des  2  n  valeurs  impaires  de  K  corres- 
pondra une  valeur  de  e  comprise  entre  — 0  et  -h  0,  pour 

p 
laquelle  le  rapport  -  s'annulera  en    passant  du   positif 

au  négatif,  ce  qui  achève  la  démonstration  de  la  propo- 
sition énoncée.  Nous  aurions  pu  abréger  cette  démon- 
stration en  prenant  0=  7— ^  mais  le    procédé   que   nous 

avons  suivi  a  l'avantage  de  montrer  que  les  valeurs  de 

P 

ndi  ~{~  an,  pour  lesquelles  -  s'annule,  ont  pour  limites  les 

multiples  impairs  de-»  quand  on  fait  décroître  indéfi- 
niment l'angle  9. 

55.  Au  moyen  du  lemme  que  nous  venons  d'établii' 
et  en  faisant  usage  de  considérations  ingénieuses  que 
nous  empruntons  à  une  Note  de  MM.  Sturm  et  Liou- 
ville  (^),  on  démontre  très-facilement  le  théorème  de 
Gauchy,  qui  consiste  dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  z  une  Dariahle  imaginaire 
X  -j-  iy,  f[z)  1=  P  -j-  iQ  une  fonction  entière  de  cette 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  î"^*  série,  t.  I,  p.  278. 
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variable,  P  ef  Q  étant  des  fonctions  réelles  et  entières 

des  variables  xety.    Traçons  dans  le  plan  des  axes 

rectangulaires  Ox,   O^   un  contour  fermé  quelconque 

qui  ne  passe  par  aucun  des  points  racines  de  l'é(iuation 

p 
f[z)  =  o,  auquel  cas  le  rapport   -   aura,   en  chaque 

point  du  contour,  une  ^valeur  déterminée.  Si  l'on  suit 

le  contour  ABGD  en  partant  d'un  point  quelconque  A 

et  en  marchant  toujours  dans  le  même  sens  ABGD  jus- 

qu'à  ce  qu  on  soit  retenu  au  point  de  départ,  le  rapport 

p 

—  prendra   di^^erses  valeurs,    et   il  passera  par  zéro 

chaque  fois  que  V  sera  nul,  tandis  qiiil  deviendra  in- 
fini lorsque  Q  s' annulera.  Cela  posé,  soit  h  le  nombre 

p 
de  fois  que  le  rapport  -•>  en  s^  évanouissant  et  en  chan- 
geant de  signe,  passe  du  positif  au  négatif,  k'  le 
nombre  de  fois  que  le  même  rapport,  en  s' évanouis- 
sant et  en  changeant  de  signe,  passe  du  négatif  au 
positif;  le  nombre  k  ne  sera  jamais  inférieur  à  Tx  et 
l'excès  k  —  k'  =  A  sera  toujours  égal  au  double  i^j.  du 
nombre  [i  des  racines  égales  ou  inégales  de  l'équation 
f(^z]=.Oy  comprises  dans  la  pojîion  du  plan  limitée 
par  le  contour  AEÇD. 


y 

A 

0 

X 

Le  contour  fermé  ABGD  est  quelconque,  convexe  ou 
non  convexe  ;  pour  bien  fixer  le  sens  dans  lequel  ce 
contour  doit  être  parcouru,  imaginons  un   cercle  d'un 
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rayon  aussi  petit  que  l'on  voudra,  qui  touche  le  con- 
tour au  point  de  départ  A  et  qui  soit  entièrement  situé 
dans  l'espace  limité  par  ce  contour;  en  même  temps  sup- 
posons que  l'on  ait  transporté  les  axes  Ox  et  Oj-  pa- 
rallèlement à  eux-mêmes  au  centre  du  cercle.  Si  l'on 
parcourt  la  circonférence  du  cercle  en  marchant  de  l'axe 
des  X  vers  l'axe  des  j,  lorsqu'on  atteindra  le  point  A, 
la  direction  du  mouvement  sur  le  cercle  sera  aussi  celle  du 
mouvement  que  nous  considérons  sur  le  contour  ABCD. 
Remarquons  encore  que,  d'après  l'énoncé  du  théorème, 

on  n'a  point  à  considérer  les  changements  de  signe  que 

P 

peut  offrir  le  rapport  -  quand  il  devient  infini  ;  en  outre, 

il  peut  arriver  que  ce  rapport  s'annule  sans  changer  de 
signe,  mais  il  n'y  a  pas  lieu  de  se  préoccuper  de  cette 
circonstance.  Ajoutons  que,  pour  abréger  le  discours, 
Fexcès  A  sera  dit  l'excès  relatif  au  contour  donné  ABCD. 
La  démonstration  que  nous  allons  présenter  se  com- 
posera de  quatre  parties  : 

1°  Si  le  théorème  énoncé  a  lieu  pour  deux  contours 
ABC  A  et  ADBA  qui  ont  une  partie  commune  AB,  il  a 


lieu  aussi  pour  le  contour  total  ADBCA  foi^mé  par  leur 
réunion. 
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En  effet,  soient  [i  le  nombre  des  racines  égales  ou 
inégales  comprises  dans  le  contour  total  ADBGA,  et  A 
l'excès  relatif  à  ce  contour  ;  soient  aussi  (x'  et  A',  ^^'  et  A" 
les  quantités  analogues  pour  les  contours  respectifs  ABC  A 
et  ADBA.  On  a,  par  hypothèse 

mais  la  somme  A'  -  f-  A'^  se  compose  évidemment  de 
l'excès  A  augmenté  de  la  somme  des  deux  excès  qui  ré- 
pondent l'un  à  la  partie  AB  du  contour  partiel  ABGA  et 
l'autre  à  la  partie  BA  du  second  contour  ABDA;  il  est 
évident  que  ces  derniers  excès  sont  égaux  et  de  signes 
contraires;  donc  on  a 

A  —  A'  H-  A"; 
d'ailleurs 

donc 

A  -—  2|x. 

Il  résulte  de  là  que  : 

Si  le  théorème  énoncé  a  lieu  pour  un  nombre  quel- 
conque de  contours  juxtaposés,  il  a  lieu  aussi  pour  le 
contour  formé  par  leur  réujiion. 

2°  Le  théorème  énoncé  a  lieu  lorsqu'il  n'y  a  aucune 
racine  de  V équation  f  [^z^  ■=  o,  dans  V espace  limité  par 
le  contour  donné.  En  d'autres  termes,  si  l'on  a  yi=r.  o, 

on   a  aussi   A  =::::  o. 

En  effet,  il  peut  y  avoir  dans  l'intérieur  du  contour 
donné  comme  sur  le  contour  même  des  points  pour  les- 
quels on  a  soit  P=:o,  soit  Qr=:o;  mais,  par  hypothèse, 
il  n'en  existe  aucun  pour  lequel  on  ait  à  la  fois  P  =  o 
Q  rrr  o.  Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  toujours  décom- 
poser l'espace  limité  par  le  contour  donné  en  plusieurs 


28 


COI3IIS  d'algèbre  supérieure. 


parties  telles,  que  chacune  ne  renferme  dans  son  inté- 
rieur ou  sur  son  contour  aucun  point  pour  lequel  on  ait 
P  =  o,  ou  aucun  point  pour  lequel  on  ait  Q  =r=  o.  En 
outre,  d'après  ce  qui  précède,  le  théorème  de  Gauchy 
subsistera  pour  le  contour  donné,  s'il  a  lieu  pour  les  di- 
vers contours  partiels  dont  nous  venons  de  parler  ;  il 
suffît  donc  de  considérer  ces  derniers. 

Si,  dans  l'intérieur  d'un  contour  et  sur  ce  contour,  on 

n'a  jamais  P  =  o,  il  est  évident  que  l'on  a  A  =  o,  puisque 

P  .  . 

le  rapport  -  ne  s'annule  pas.  Si,  au  contraire,  la  fonc- 
tion P  s'annule,  mais   que   l'on  n'ait  jamais   Q  =:=:  o,   la 

fonction  Q  conservera  le  même  signe  aux  divers  points 

p 
du  contour  et  le  rapport  —  ne  pourra  changer  de  signe 

qu'en  s'évanouissant.  D'ailleurs,  comme  ce  rapport  re- 
prend sa  valeur  primitive  quand  on  a  parcouru  le  con- 
tour entier,  il  est  évident  que,  s'il  s'est  annulé  h  fois  en 
passant  du  positif  au  négatif,  il  s'est  annulé  pareille- 
ment k  fois  en  passant  du  négatif  au  positif.  On  a  donc 
encore  A=:  o. 

3°  Le  théorème  énoncé  a  lieu  lorsque  l'équation 
f(z)  =  o  n'a  qu'une  seule  racine,  d'un  degré  de  multi- 
plicité quelconque  n,  dans  l'espace  limité  par  le  con- 
tour donné.  On  a,  en  conséquence,  A=:  in. 


Soient  ABGD  le  contour  donné  et  G  le  point  racine 
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du  degré  n  de  multiplicité.  Si  du  point  G  comme  centre, 
avec  un  rayon  suffisamment  petit,  on  décrit  la  circon- 
férence MINK,  puis  que  l'on  joigne  respectivement  les 
deux  points  M  et  N  de  cette  circonférence  à  deux  points 
P  et  Q  du  contour  donné,  le  théorème  de  Cauchy  aura 
lieu,  d'après  ce  qui  précède  et  d'après  le  lemme  du 
n'^54,  pour  les  trois  contours  juxtaposés  KNQDAPMK, 
MINKM  et  IMPBCQNI  ;  donc  il  a  lieu  pour  le  contour 
proposé  ABCD  qui  résulte  de  la  réunion  des  trois  pré- 
cédents. Les  deux  premiers  des  contours  dont  il  vient 
d'être  question  ont  la  partie  commune  NKM,  et  leur 
réunion  forme  le  contour  NQDAPMIN;  celui-ci  a,  avec 
le  dernier  des  trois  considérés ,  la  partie  commune  PMINQ, 
et  leur  réunion  forme  le  contour  ABCD. 

^^  Le  théorème  énoncé  a  lieu,  quelque  soit  lenomhre 
des  points  racines  compj^is  dans  le  contour  donné. 

En  effet,  on  peut  décomposer  l'espace  limité  par  le 
contour  en  plusieurs  parties  qui  ne  contiennent  chacune 
qu'un  seul  point  racine  ;  le  théorème  aura  lieu  pour 
chacun  des  contours  partiels  que  l'on  obtiendra  ainsi, 
et  en  conséqueûce  il  aura  également  lieu  pour  le  con- 
tour proposé  qui  résulte  de  leur  réunion. 

Le  théorème  de  Cauchy  est  donc  complètement  dé- 
montré. 

56.  Il  faut  remarquer  que  la  démonstration  précé- 
dente ne  suppose  en  aucune  façon  l'existence  du  prin- 
cipe d'après  lequel  toute  équation  a  une  racine,  et 
j'ajoute  que  ce  principe  n'est  qu'un  corollaire  du  théo- 
rème de  Cauchy,  lequel  peut  être  regardé  dès  lors 
comme  le  fondement  de  la  théorie  des  équations.  Voici, 
en  effet,  une  démonstration  nouvelle  du  principe  du 
n°  44,  qui  est  analogue  à  celle  du  lemme  du  n°  54. 
S.,  Alg.  sup.  —  î.  9 
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Etant  donnée  réquationy(z)  ^=^0,  traçons  deux  axes 
rectangulaires  et  décrivons  de  leur  origine  comme  centre 
un  cercle  dont  le  rayon  p  soit  aussi  grand  que  l'on  voudra. 
Soit 

(i)        /(z)  =  AoZ--f-A,z— ^-h...-hA,„_,z  +  A,,; 

si  l'on  désigne  par  C^.  et  a^  le  module  et  l'argument  du 
coefficient  A;^,  et  que  l'on  pose 

z  =:z  p  {^  CCS  w  H-  i  sin  w  ) , 
on  aura 

f[z)=z  Co  p'"  [  ces  (  m  w  H-  ao  )  -i-  /  sin  (  w  w  -!-  Xq  )  ]  -i-  •  .  . 
-;■-  C,„_i  p  [ cos  (  w  -f-  Xrn-i)  -i-  ^  sin  ( W  +  a^^i  ]  ] 
-h  C„,  { cos  a,„  4-  i  sin  a^  )  ; 

en  faisant,  comme  précédemment, 

il  viendra  j 

(  P  =  Co  p'"  cos  (  m  w  H-  ao  )  4-  . . .  +  C„i_i  p  cos  (  w  +  a„j_i  )  +  C„,  cos  a,„^ 
^        (  Q=r  Cop'"sin(mwH-ao)  H-  ...  -l-C;„-_ip  sin(w  +  a„j_i  )  -}-  C^^sina^^, 

et,  en  désignant  par  Q'  la  dérivée  de  Q  par  rapport  à  p, 
on  aura  ainsi 


hn-i]- 


(3)  Q'  =:=mCop'"~^sin(m&>  +  ao)  -h  ...  -h  C;,î_isin(( 
Quelle  que  soit  la  valeur  de  w,  on  peut  faire 

(4)  /72wH-ao=K hms, 

K  étant  un  entier  et  m£  étant  un  angle  compris  entre 

—  7^  et -Ht'  Si  K  est  un  nombre  impair  2k-\-i,  les 

4  4 

formules  (2)  et  (3)  deviendront 

(— i)^-p  =:  — Cop'"sinms-|-  .  .  ., 

(5)  (  (  — i)^-Q  ~ +Cop'"cosme-f- .  .  ., 
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Soit  d  un  anerle  positif  déterminé,   inférieur  à  7 —  et 

4m 

aussi  petit  d'ailleurs  que  l'on  voudra;  on  pourra  assigner 
une  quantité  positive  r  telle,  que  dans  chacun  des  po- 
lynômes 


z±:Cop'"sinmG  -;-Cip^"-i-{-  , 

. . .  - 1-  C,„_i  p 

-f-  c,,. 

dEZ  Co  p'^'cosmQ  -t-  Cl  p'"-i  -;-  . 

■ .  -h  C,„_i  p  - 

-^  c,,, 

dz/TzCep'""^  cosmô  -h  [m  — 

i)Cip— M-. 

•  •  -  c„,_ 

le  module  du  premier  terme  soit  supérieur  à  la  somme 
des  termes  suivants,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  supé- 
rieures à  r]  nous  supposerons  que  la  valeur  choisie  pour 
p  soit  supérieure  à  cette  limite. 


77  7C 


Gela  posé,  s  étant  compris  entre  —  ^ —  et  -4-  -7 —  •>  si  cet 

angle  tombe  en  dehors  des  limites  — 0  et  -f-  0,  la  valeur 
absolue  de  sin/7ze  sera  supérieure  à  sin  niQ,  et,  en  consé- 
quence, le  module  du  premier  terme  du  second  membre, 
dans  la  première  formule  (5),  surpassera  le  module  de 
la  somme  des  termes  suivants;  donc  P  ne  peut  s'annuler 
que  si  e  est  compris  entre — 0  et  -h  B.  Mais,  pour  les 
valeurs  de  s  comprises  entre  —  0  et  -|-  9,  le  premier 
terme  du  second  membre,  dans  chacune  des  deux  der- 
nières formules  (5),  est  supérieur  au  module  de  la 
somme  des  termes  qui  suivent;  par  conséquent  ( —  i)^Q 
et  ( — i)^Q'  sont  positifs.  Alors  le  polynôme  ( — i)*P 
décroît  constamment  (11°  o2)  quand  e  croît  de  —  0  à  -!-  0; 
ce  polynôme  a  d'ailleurs  le  signe  ■+-  pour  s  =  — •  0,  et  il  a 
le  signe  —  pour  e  =  -}-  0;  donc  il  s'annule  une  fois,  et 
une  fois  seulement,  quand  s  croît  de  —  0  à  -f-  0.  On  voit 
aussi  que  ( — i)^P  passe  en  s'annulant  du  positif  au  né- 

P 
gatif,   et,  comme   ( — i)'^Q  reste  positif,    le  rapport - 

s'annule  une  fois  en  passant  du  positif  au  négatif. 
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Si  R  est  un  nombre  pair  ih,  la  première  des  for- 
mules (5)  devra  être  remplacée  par 

(— i)^-p  =  -KCop'"cosm£H-  .  ..; 

on  a  évidemment  coswe  [^sin/?/^,  et,  en  conséquence, 

la  fonction  P  ne  s'annule  pas  quand  e  varie  de ;; — 

a4-  7— • 

Maintenant,  si  l'on  veut  décrire  la  circonférence  entière 
de  rayon  p,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  de  donner  à 
l'entier  K,  dans  la  formule  (4)?  ^niYdXewvs  consécutives 
quelconques,  par  exemple  o,  i,  2,  3,  .  .  .,  {^m  —  i).  A 
chacune  des  ini  valeurs  impaires  de  K  répondra  une 
valeur  de  e  comprise  entre  —  0  et  -{-  0,  pour  laquelle  le 

P 

rapport  —  s'annulera  en  passant  du  positif  au  négatif.  On 

a  donc,  pour  le  cercle  considéré,  A  ==:  2/?z,  et,  comme  le 
rayon  p  peut  être  choisi  aussi  grand  que  l'on  voudra,  on 
voit  que  : 

Une  équation  du  degré  m  a  précisément  m  racines. 

Transformation  des  équations. 

57.  Le  problème  général  dont  il  s'agit  ici  consiste  à 
déduire  d'une  équation  donnée, 

(i)  /(-)-o, 

une  nouvelle  équation  dont  les  racines  aient  avec  celles 
de  la  première  une  relation  donnée.  Le  cas  le  plus  simple 
est  celui  où  chaque  racine  u  de  l'équation  demandée  est 
exprimable  par  une  fonction  rationnelle  donnée  d'une 
racine  z  de  la  proposée,  c'est-à-dire  par  une  fonction 
égale  au  quotient  de  deux  fonctions  entières  (^[z).^[z). 
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On  a  alors 

Si  l'équation  proposée  est  du  degré  m,  elle  aura  m  ra- 
cines Zq,  z^,  .  .  . ,  Zjn-\  y  et  il  en  résultera,  pour  Uy  m  va- 
leurs correspondantes  Uq,  Ui,  .  .  .,  Um-i,  d'où  l'on  peut 
conclure  que  l'équation  en  u  doit  être,  comme  la  pro- 
posée, du  degré  jn.  Nous  deviendrons,  dans  la  deuxième 
Section  de  cet  ouvrage,  sur  l'importante  question  de  la 
transformation  des  équations  ;  ici  nous  nous  bornerons  à 
examiner  le  cas  particulier  où  les  polynômes  cç»  (  z  )  et  vj>  (  z  ) 
sont  du  premier  degré  ;  la  formule  (  2  )  devient  alors 

^    '  a  z-\~  b' 

a,  h,  a',  b'  étant  des  constantes  données.  On  tire  de  la 
formule  (3) 

b'  Il  —  b 

4  z  = ---, 

^     '  a  —  au 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  Féquation  (i), 
on  obtient  l'équation  demandée,  savoir  : 


a  —  a  II 


il  ne  reste  plus   qu'à  chasser  les  dénominateurs,   pour 
mettre  cette  équation  sous  la  forme 


F  (m)  désignant  une  fonction  entière  de  z^. 

Il  faut  remarquer  que  la  transformation  exprimée  par 
la  formule  (3)  peut  être  réalisée  en  exécutant  successi- 
vement plusieurs  transformations  plus  simples  qui  se 
présentent  très-fréquemment  dans  l'Algèbre.  En  effet, 
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si  a'  n'est  pas  nul,  la  formule  (3)  peut  être  mise  sous 

la  forme 

ha!  —  ah'  , 


à  '^  a 


b' 

z  +  — 
a 


et  l'on  voit  qu'elle  résulte  de  l'élimination  de  z' ,  z" ,  z'" 
entre  les  quatre  équations 

h' 


z" 

— " 

z 
< 

II, 

ha' 

-ah' 

w 

a 

a 

u 

— 

'^ 

a 

Lorsque  a'  est  nul,  la  formule  (3)  résulte  de  l'élimina- 
tion de  z'  entre  les  deux 


a 

z   =1  ---  z 


h' 

h_ 


11  résulte  de  là  que  les  trois  formules 


I 

U=iOiZ,        M  =-5        «  :=:  Z  -;-  a, 

Z 


qui  sont  comprises  dans  la  formule  générale  (3),  expri- 
ment des  transformations  élémentaires  dont  la  combinai- 
son produit  le  même  effet  que  la  transformation  linéaire 
la  plus  générale. 

58.  La  transformation  u^^cizd.  pour  objet  de  former 
équation  dont  les  racines  soient  égales  à  celles  de  la 


une  e( 
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proposée  multipliées  par  un  nombre  donné  a  ;  Téquation 
proposée  étanty(^)  1=  o,  la  transformée  sera 


f(l)  =  o       ou     /( 


en  écrivant  z  au  lieu  de  u. 

On  peut  toujours  supposer  que  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  z  dans  J'{z)  soit  égal  à  i  ;  alors 
si,  dans  l'équation  proposée, 

/(z ;  rzr  o      OU      z'"-  H-  A^ z"^"^  -^  .  .  .  +  A„,__i Z  -^  A„,  =z  o, 

les  coefficients  A<,  A2,  .  .  . ,  -^m  sont  des  nombres  com- 
mensurables  ou  des  expressions  algébriques  de  forme 
fractionnaire,  la  transformation  précédente  permettra  de 
ramener  ces  coefficients  à  la  forme  entière,  en  disposant 
convenablement  de  l'indéterminée  a.  Effectivement,  après 
avoir  chassé  les  dénominateurs,  la  transformée  devient 

z"'  -^  Al  a z'"-i  -h  A2  a^  z"'--  -+-...  -h  A„,^i  a"^-^ z  +  A„,  a'"  —  o, 

et  il  suffira,  pour  remplir  l'objet  demandé,  de  donner 
à  a  une  valeur  telle,  que  les  produits  Aj^  a^*  ne  ren- 
ferment plus  de  dénominateur. 

Il  faut  remarquer  le  cas  de  a  =  —  i  ;  alors  la  transfor- 
mation a  pour  objet  de  changer  les  signes  des  racines  de 
l'équation  proposée.  Pour  avoir  la  transformée  en — z 
de  l'équation  y(^)  =  o,  il  suffit  de  changer  les  signes 
de  tous  les  termes  de  degrés  impairs  ou,  si  l'on  veut, 
les  signes  de  tous  les  termes  de  degrés  pairs.  En  faisant 
le  premier  changement,  si  l'équation  est  de  degré  pair, 
et  le  deuxième,  si  l'équation  est  de  degré  impair,  le 
premier  terme  sera  toujours  le  même  dans  la  proposée 
et  dans  la  transformée. 

59.  La  deuxième  des  transformations  élémentaires 
dont  il  a  été  parlé  plus  haut,  savoir  u  =  --j  a  pour  objet 
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de  former  une  équation  dont  les  racines  soient  les  in- 
verses des  racines  de  la  proposée.  Si  celle-ci  est 

» 

(i)  Ao  2-  ^-  A,  z— 1  H-  .  .  .  A,„_,  z  +  A,,  z=  o, 

la  transformée  s'obtiendra  en  remplaçante  par -5  ou,  si 

l'on  veut,  par-:  faisons  ce  changement,  multiplions  en- 
suite par  z^^  et  ordonnons  par  rapport  aux  puissances 
descendantes  de  e,  il  viendra 

(2)  A,,2'«+  A„,_i2;— 1-1-  .  .  .  -!-AiZ  H-  Ao^^:  o. 

C'est  ici  l'occasion  de  présenter  une  remarque  impor- 
tante relativement  aux  racines  qui  peuvent  devenir  infi- 
nies. Supposons  que  les  coefficients 

■^Ol    ^\l    ■^%^     •    •    •  1   ^m 

dépendent  d'une  quantité  t  susceptible  de  recevoir  di- 
verses .valeurs,  et  que,  pour  la  valeur  t=.  Iq,  les  modules 
des  n  derniers  coefficients  deviennent  nuls.  Alors,  parmi 
les  ni  racines  de  l'équation  (i),  il  y  en  a  zz  qui  se  rédui- 
sent à  zéro  pour  t  =  t^,  et  par  conséquent  les  modules 
de  leurs  inverses  deviennent  infinis;  donc,  quand  t  tend 
vers  la  limite  to,  les  modules  de  n  des  jn  racines  de  l'é- 
quation (2)  tendent  vers  l'infini;  à  la  limite,  cette  équa- 
tion (2)  se  réduit  au  degré  m  —  7i,  et  elle  n'a  plus  que 
m  —  7z  racines  finies. 

60.  Il  peut  arriver  que  les  équations  (i)  et  (2)  du  nu- 
méro précédent  coïncident.  Dans  ce  cas,  l'équation  pro- 
posée est  dite  j^éciproque ;  l'ii^verse  d'une  racine  quel- 
conque est  aussi  une  racine. 

D'après  ce  qui  précède,  sij\z)  =  o  est  une  équation 
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réciproque  du  degré  m,  on  aura  identiquement 

X  étant  un  facteur  indépendant  de  z.  Faisant  ^  =:  -;-  i  ^ 
puis  ^  =  —  I ,  il  vient 

Siy(i)  ety( — i)  ne  sont  pas  nuls,  c'est-à-dire  ûf[z) 
n'est  divisible  par  aucun  des  binômes  z  -\-  i ,  z  —  i ,  on 
voit  que  >  =  i  et  que  le  degré  m  de  l'équation  est  un 
nombre  pair  q.ii.  L'identité 


montre  que  l'on  a  alors 

(/(z)=:=Ao32:^-t-A,z2i-^4-... 

(  +  A,^_i  z^+^  +  A  ^  z'^  +  Ap,_-i  z!'-^  4 - . . .  H-  A 1  z  -h  Ao , 

en  sorte  que  les  coefficients  de  deux  termes  également 
éloignés  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe. 

Supposons  maintenant  que  F(^)  =  o  soit  une  équa- 
tion réciproque  pouvant  admettre  les  racines  -f-  i  et  —  i , 
et  soit 

(3)  Y[z)=.[z-iY(z  +  iYf[z), 

f[z)  n'étant  pas  divisible  par  zzhi;  il  est  évident  que 
l'équation  y  (z)  =  o  est  réciproque,  et  en  conséquence 
le  premier  membrey*(z)  a  la  forme  indiquée  par  la  for- 
mule (2).  Maintenant,  à  cause  des  formules  (i)  et  (3), 
on  a  l'identité 

F(z)  —  [—lYz'^-^P-^^^i-^ 

il  en  résulte  que,  si  p  est  pair,  les  coefficients  des  termes 
également  distants  des  extrêmes  dans  F  {z)  sont  encore 
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égaux  et  de  même  signe.  Mais,  lorsque  p  est  impair,  les 
coefficients  des  termes  également  distants  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  signes  contraires;  dans  ce  dernier  cas, 
lorsque  q  est  impair,  l'équation  proposée  est  de  degré 
pair,  et  le  terme  du  milieu  doit  avoir  un  coefficient  nul. 

61.  Les  équations  réciproques  sont  susceptibles  à^a- 
haissement,  c'est-à-dire  que  leur  résolution  peut  se  ra- 
mener à  la  résolution  d'équations  de  degré  moindre. 
Gomme  on  peut  toujours  supposer  qu'une  équation  réci- 
proque ait  été  débarrassée  des  racines  -f-  i  et  —  i  qu'elle 
peut  avoir,  elle  sera  nécessairement  d'un  degré  pair  2/7,, 
et  l'on  pourra  lui  donner  la  forme 

A,  (.:M-  i;)  +  A,  (.-•  +  ^^  -H  . . .  -l- A,_.  (.+  i)  -W  A,  =  0. 

Gela  posé,  si  l'on  fait 


et  généralement 


Z 


V„^."H-^^„, 


puis  que  l'on  multiplie  V/i_^  z=zz^--^  -\-  —^^^  para:^=:^-h-- 
on  trouvera 


■V„-.  =  (^"+^.)  +  (-"-H^,-7^) 


OU 


On 


V„  =  a:V„_i-V, 


Vi=:X,       Vo 


et,  en  faisant  usage  de  la  formule  précédente,  on  pourra 
exprimer  successivement  V2,  V3,  V4,  ...  par  des  fonc- 
tions de  ^  ;  il  est  évident  que  \n  sera  une  fonction  en- 
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tière  de  x  du  degré  n.  On  trouve 

V3  =  .r3  —  3^, 

V4  =  X'  — 4-^"  -T-  2, 

V-;  ==r  x^  —  5.r^ -r- 5.r, 


D'après  cela,  l'équation  proposée  pourra  être  ramenée 
à  une  équation  du  degré  \}.  en  x,  et  les  racines  z  de  la 
proposée  seront  données  par  la  formule  générale 

X               /  x^ 
z~  —  xz  -\-  I  ==  G,      d'où      z-=z  —  -±1  \  /  — 1- 

2     V  4 

Il  faut  remarquer  aussi  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  est  égal  au  produit 

[z^—  XqZ  -\-  i)  [Z'~  XiZ  +  l).  .  .[z^  —  x^_i  z  H-  i}, 

Xo,  Xij  .  .  .,  x^^^i  désignant  les  ^i.  racines  de  l'équation 
en  X. 

62.  La  transformation  u:=  z  -^-  a  a  pour  objet  de  for- 
mer une  équation  dont  les  racines  soient  égales  à  celles 
de  la  proposée  augmentées  d'une  quantité  donnée  a  ; 
l'équation  proposée  étanty(^)  =p,  la  transformée  sera 
J'[u  —  a)  =  o  ouf[z  —  a)=o,  en  écrivant  z  au  lieu 
de  u.  Si  l'on  ordonne  par  rapport  aux  puissances  de  z, 
cette  transformée  sera 

^  '  I  1.2  1.2. ..m 

On  pourra  disposer  de  l'indéterminée  a  de  manière  à 
faire  évanouir  l'un  des  termes  de  cette  équation.  Ainsi 
l'on  fera  disparaître  le  terme  en  z^~^  si  l'on  détermine  a 
par  l'équation 

fm-\[__  a)  _  o. 
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Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  proposée  soit 


on  a 


f[z)   =.z3_^Pz2_|_Qz4_R^ 


1 
I.  2 
1.2.3 


=:3zM-2Pz-4-Q, 

=  3z-hP, 


=  I  . 


L'équationy^^(z)  z=z  o  donne  ^  =  —  - -,  si  donc  on  veut 

P 

faire  disparaître  le  terme  en  z^,  il  faudra  prendre  a  =  ^v 

Les  formules  précédentes  donnent 
P\        2P3        PQ 


\       3/         27  3 

et  la  transformée  sera 

Z^  -\~  pz  -\-  q  r-— o. 

63.   La  transformation  linéaire  générale  exprimée  par 

la  formule 

az  ~\-  b  b'  u  —  b 

ou      z  = 


a'  z  -\~  b'  a  —  a'  u 

fournit  le  moyen,  à  cause  des  indéterminées  a,  b,  .  .  . , 
de  faire  disparaître  deux  termes  d'une  équation.  Consi- 
dérons, par  exemple,  l'équation  du  troisième  degré, 

,Z=^H-Pz2+Qz4-Rrr::  o; 

la  transformée  en  u  sera 

Ao  u^  -!-  Al  «^  +  A2  «  -h  A3  =  o, 
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en  posant,  pour  abréger, 

Ao  =  h'^  —  Va!  h"-  +  Qa'2 è'  — Ra'^ 

k^^-h']^—ZhV  -^V[ah'  -\-ha!]  —  Q««'] 

+  o!  \Vhh'  —Q_[ab'-^  ha!  )  +  Z^aa! ], 

A2=:  —  h\^--Zhh'  +P(«3'  ^ha!)  —  Q««'] 
—  a\Vhh'  —q[ab'-{-  ba  ]  +3Râ!«'], 

Aa==  —  ^^-1-  P«^-  — Q«2&  +  R«^ 

Déterminons  maintenant  les  arbitraires  a  et  a'  de  ma- 
nière que  l'on  ait 

Al  =  o,     A2  =  G; 

comme  on  ne  peut  admettre  que  ab'  —  ba'  soit  nul,  puis- 
qu'alors  u  ne  dépendrait  pas  de  z,  les  deux  équations 
précédentes  se  réduiront  à 

—  Zbb'-^V[ ab'  -hba')  —  Q^aa'  =z  o, 
Vbb'  -~q[ab'  ^  ba')  -{-  3Raa'  =  O; 

si  on  les  résout  par  rapport  à  bb'  et  ab'  -i~  ba' ,  on  trouvera 

b  b'  _        3PR  — Q^        b^        b'  _        PQ  — 9R 
«^  ~  ~    P2—  3Q  '     â  "^  ^  ~  ~  P2— 3Q  ' 

en  conséquence,  -  et  —  sont  les  racines  de  l'équation  du 
deuxième  degré 

(P2_  3Q)  f- _  (PQ  _  9R)  ^+  (Q2  —  3PR)  =  o. 

Désignons  par  t  et  t'  les  racines  de  cette  équation  et 
pary(^)  le  premier  membre  de  l'équation  proposée;  les 
quantités  a  et  a  restant  indéterminées ,  nous  ferons 
a'  ^=  a=^  —  I  ;  la  transformée  en  u  se  réduit  alors  à 

/(O' 


k 
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ses  trois  racines  seront  exprimées  par  la  formule 


et  celles  de  la  proposée  seront  données  par  la  suivante  : 


\  f 


Cette  formule  peut  être  ramenée  à  une  expression  plus 
simple,  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  sujet,  qui  sera 
plus  tard  l'objet  d'une  étude  approfondie  ;  il  nous  suffît  ici 
d'avoir  montré  comment  la  transformation  linéaire  peut 
conduire  à  la  résolution  générale  des  équations  du  troi- 
sième degré .  Aj  outons  que  la  même  transformation  fournit 
aussi  la  résolution  générale  des  équations  du  quatrième 
degré,  car  elle  permet  de  faire  disparaître  la  première 
et  la  troisième  puissance  de  l'inconnue,  au  moyen  d'une 
équation  du  troisième  degré.  La  proposée  se  trouve  alors 
remplacée  par  une  transformée  que  l'on  sait  résoudre, 
puisque  celle-ci  peut  être  abaissée  au  deuxième  degré. 
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CHAPITRE  IV. 

DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  ET  DE  L'ÉLIMINATION. 


De  r élimination. 

64.  Après  avoir  exposé  les  propriétés  générales  des 
fonctions  entières  d'une  variable  et  des  équations  à  une 
seule  inconnue,  nous  devons  parler  des  fonctions  en- 
tières de  plusieurs  variables  et  des  équations  algébriques 
simultanées. 

Une  fonction  entière  de  plusieurs  ^variables  est  un 
polynôme  entier  et  rationnel  relativement  à  chacune  des 
variables,  et  l'on  nomme  équation  algébrique  toute  équa- 
tion qui  peut  être  ramenée  à  la  forme  V  =  o,  V  dési- 
gnant une  fonction  entière. 

Un  système  de  n  équations  algébriques  admet,  en  gé- 
néral, comme  on  le  verra,  un  nombre  limité  de  solutions, 
quand  le  nombre  des  inconnues  est  égal  à  n.  Mais,  si  ce 
dernier  nombre  est  seulement  n  —  i ,  les  équations  pro- 
posées n'admettront  point  de  solution,  à  moins  qu'une 
certaine  équation  de  condition  ne  soit  satisfaite  :  les  pro- 
cédés par  lesquels  on  parvient  à  former  cette  équation 
de  condition  constituent  ce  qu'on  nomme  \ élimination , 
et  l'équation  obtenue  est  dite  équation  jinale. 

Supposons  que  l'on  ait  n  équations  algébriques  entre 
n  inconnues 


et  que  ces  n  équations  soient  satisfaites  par  les  valeurs 
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simultanées 

regardons  z  comme  une  quantité  connue ,  les  équations  pro- 
posées ne  renfermeront  plus  que  n — i  inconnues;  elles 
admettront  d'ailleurs  un  système  de  solutions  communes 
si  l'on  donne  à  ^  la  valeur  de  a\  donc  l'équation  finale 
en  z  obtenue  par  l'élimination  de  z^,  z^y  ■  -  .  ,^«_i  entre 
les  proposées  devra  admettre  la  racine  a.  D'après  cela,  on 
peut  dire  que  V  équation  finale  qui  résulte  de  l'élimina- 
tion de  n  —  I  inconnues  z^,  Zo,  •  .  • ,  ^«_i  entre  n  équa^ 
lions,  contenant  en  outre  Vinconnue  z,  a  pour  racines 
les  dii^erses  ^valeurs  de  z  qui  concourent,  a^ec  des  va- 
leurs convenahles  des  autres  inconnues,  à  jormer  les 
systèmes  de  solutions  des  équations  proposées. 

Il  faut  remarquer  que  l'élimination  n'a  pas  d'autre  ob- 
jet que  la  formation  de  l'équation  finale;  la  résolution 
d'un  système  d'équations  simultanées  constitue  un  pro- 
blème distinct.  A  la  vérité,  pour  traiter  ce  dernier  pro- 
blème, on  peut  et  l'on  doit  même  en  général  faire  usage 
de  l'élimination  ;  mais  on  conçoit  aussi  que  l'on  puisse 
aborder  la  solution  par  d'autres  voies. 

Sur  le  nombre  des  termes  que  peut  contenir  une  fonction 
entière  d' un  degré  donné. 

65.   Considérons  d'abord  une  fonction  homogène  et 
entière  des  n  -j-  i  variables 

^ii    -^21    ^31    •  •  •  »   ■^/n    -^/i-f-l 

et  du  degré  jn.  Si  cette  fonction  est  la  plus  générale  de 
son  degré,  elle  renfermera  tous  les  termes  qui,  abstraction 
faite  d'un  coefficient  constant,  seront  de  la  forme 


SECTION    I.   CHAPITRE    IV.  l45 

la  somme  des  exposants  a, ,  «2?  •  •  •  ?  ^n+i  étant  égale  à  m. 
Le  nombre  total  des  termes  dont  il  s'agit  est  précisément 
celui  des  comhinaisojis  complètes  m  à  m  des  n  ~\-i  lettres 
z^y  Z2,  '  '  '  ■, Zn^\  j  combinaisons  dans  lesquelles  une  même 
lettre  peut  figurer  plusieurs  fois.  On  sait  que  le  nombre 
de  ces  combinaisons  complètes  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  simples  àe  n-{-  m  lettres  m  à  m,  et  voici 
d'ailleurs  comment  on  peut  établir  l'égalité  de  ces  deux 
nombres.  Supposons  que  l'on  ait  écrit  toutes  les  combi- 
naisons complètes  des  7z-{-i  lettres  Zi,  ^2?  •  •  '  ,Znj^^,mkTn, 
de  manière  que  dans  chacune  d'elles  l'indice  d'une  lettre 
ne  soit  jamais  supérieur  à  l'indice  de  la  lettre  suivante  ; 
désignons  par  A  l'ensemble  de  toutes  ces  combinaisons 
Supposons  que  l'on  ait  formé  en  même  temps  toutes  les 
combinaisons  simples  des  7?- -i-/7^^  lettres^!,  z^,  ...,Znj^mi  ^^ 
à  m^  de  manière  que  dans  chaque  combinaison  les  indices 
des  lettres  forment  une  suite  croissante,  et  désignons  par 
B  l'ensemble  de  ces  combinaisons.  Il  est  évident  que  si, 
dans  chaque  combinaison  B,  on  retranche  respectivement 
les  nombres o,  i,  2,  3,  .  .  . ,  [jn — i)  des  indices  des  lettres 
successives,  on  obtiendra  une  combinaison  A;  réciproque- 
ment, chaque  combinaison  A  se  changera  en  une  com- 
binaison B,  si  l'on  augmente  respectivement  les  indices 
des  lettres  successives  des  nombres  o,  i,  2,  .  .  . ,  (m  —  i). 
D'ailleurs,  par  l'opération  dont  il  vient  d'être  question, 
deux  combinaisons  différentes  de  l'un  des  systèmes  A  et 
B  se  changent  en  deux  combinaisons  nécessairement  dis- 
tinctes; donc  les  deux  systèmes  renferment  le  même 
nombre  de  combinaisons. 

Il  résulte  de  là  qu'une  fonction  entière  et  homogène  du 
degré  m  dépendant  de  n  -h  i  variables  a,  dans  le  cas  le 
plus  général. 


[n -\- -?.]..  .{n 


1.2.3. 
Alg,  sup.,  I. 
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termes .  Si ,  dans  cette  fonction  homogène ,  on  pose  Z;2^,  =  I , 
on  obtiendra  la  fonction  entière  la  plus  générale  de  n  va- 
riables et  du  degré  in\  le  nombre  total  des  termes  d'une 
telle  fonction  est  donc  aussi  représenté  par  l'expression 
précédente. 

66.  Nous  désignerons  généralement  par  le  symbole 
N(7i,  m)  le  nombre  des  termes  contenus  dans  la  fonction 
entière  la  plus  générale  de  n  variables  et  du  degré  m  ;  on 
aura  alors 

^   '  '  i  .1.6. . .m 

le  second  membre  de  cette  formule  ne  change  pas  quand 
on  échange  entre  elles  les  lettres  n  et  m,  car  on  peut  lui 
donner  la  forme 

1.2.3. ..(«-f- m] 
1.  2.3.  .  ./2  X  I  .2.3.  .  .m' 

on  a  donc  aussi 

,    ,            ^  .          .         (  m  -h  I  )  (  m  +  2  )  .  .  .  f  m  -4-  «  ) 
2  N/z,  m    =^ 


1.2.3. . .« 

L'expression  (i)  se  réduit  à  i  pour  Ji  =  o,  et  la  même 
chose  a  lieu  à  l'égard  de  l'expression  (2),  quand  on  y 
fait  ïu  =  o  ;  on  a  donc 

(3)  N(o,m)=.i,     N(/z,o)  =  i, 

ce  qui  est  conforme  à  notre  définition  du  symbole 
N  (tz,  m)  ;  on  doit  admettre  que  les  formules  (  3  )  subsistent 
quand  on  fait  m=  o  dans  la  première,  et  n=^  o  dans  la 
seconde,  et  nous  aurons 

N(o,  0)  =  I, 

ce  qui  exprime  simplement  une  convention.  Enfin,  dans 
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ce  qui  va  suivre,  l'entier  m  pourra  recevoir  des  valeurs 
négatives,  et  nous  conviendrons  que,  pour  de  telles  va- 
leurs, on  a 

N  [n,  m)  =  o, 

lors  même  que  n  aurait  la  valeur  zéro. 

Si  l'on  remplace  m  par  m  —  i  dans  la  formule  (2),  on 
aura 

N    «,  m  —  I    =  — ^ 


1.2.3. . .n 
et  par  suite,  en  supposant  tz  ^  i, 

(m  + i]  fm  H- 2)  ...(m -4- « 
N   7?,  m    —  N   A^,  m  —  I    r=  ^ 


I.  2.3.  .  .(n  —  i) 

ou 

N(/2,  m)  —  N(/2,  m  —  i)  =N(«  —  i,  m). 

Cette  formule  a  été  établie  dans  l'hypothèse  de  m  posi- 
tif et  de  7z  ^  i  ;  mais,  d'après  notre  définition  du  symbole 
N,  on  reconnaît  qu'elle  subsiste  quand  j?i  est  nul  ou  né- 
gatif, et  quand  n  est  égal  à  i .  Si  l'on  y  remplace  m  suc- 
cessivement par  m,  m  —  i,  m —  2,  .  .  . ,  (772  —  m^  H-  i), 
et  qu'on  ajoute  les  77z,  équations  résultantes,  il  viendra 

N  (72,772)  —  N(72,  772  — 772i)r=:N(72  —  1,772)  --f- N  (72  —  1,772  —  l  )  +  .^ 
-|-N(72  ■ —  I,  772  —  772i  H-  l), 

formule  qui  subsiste  évidemment,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  m^  supposé  positif. 
Si  l'on  pose 

(4)  A,„,  N(72,   772)  "]\  (72,   772)   —  N(72,   m  —  171^], 

la  formule  précédente  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

1^1  =  7ni  — 1 

(5)  A„,^N(72,   772)=         y        N(72-I,772-fXi), 

10 


(6) 
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le  signe   >  du  second  membre  indiquant  qu'il  faut  donner 

successivement  à /uti  les  valeurs  o,  i,  2,  .  .  .,  [m^  — i)  dans 
l'expression  N  (zz  —  i,  m — y.^  ),  et  faire  ensuite  la  somme 
des  résultats. 

Soient  7722,  Jn^, .  .  . ,  m^  des  nombres  positifs  quelcon- 
ques, et  posons  encore 

A„,^A,„jN(/z,  m)  -- A,„,]N(72,  m)  —  A;„,]N(7Z,  m—m^), 

^m,  ^m,  A;„^N  (77,  m)  zzz:  A,„^  A,„,  N  (77,   772)  —  ^„,,  ^m,  N  (  77,  772  —  7723  ), 
^,«/;«,_r--^/«i^'('^''^)=V-,--'^«.^'('^''^)-^m,_,---'^/n.N(72,772-7?2j. 

Si  l'on  suppose  que  k  ne  soit  pas  supérieur  à  zz,  on 
aura,  en  appliquant  successivement  A^  fois  le  théorème 
exprimé  par  la  formule  (5), 

(7)        A„,,A,„,_,...A„,,A,„^N(77,772)z=2^N(77  — /•,  772  — pi^-ra^—...— p^.), 

le  signe  \  exprimant  qu'il  faut  faire  la  somme  de  toutes 

les  valeurs  que  prend N  (72  —  h,  m — /l^i — p.2  — .  .  . — fjt^), 
quand  on  emploie  successivement  tous  les  systèmes  de 
valeurs  nulles  ou  positives  des  indéterminées  [i^,  ^2,  •  •  •  ^ 
^^,  tels  que  l'on  ait 

Le  nombre  des  termes  contenus  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (7)  est  ainsi  égal  au  produit  m^  m2...mji. 
Si  le  nombre  k  est  égal  à  n,  chacun  des  termes  dont  nous 
venons  de  parler  se  réduira  à  i  ou  à  o.  Supposons  qu'ils 
se  réduisent  tous  à  i,  la  formule  (7)  donnera 

(8)  A„,,^A,„„_,...A„,,N(72,   772)   zr=Wi7722...772„. 

Mais,  pour  que  cette  formule  (8)  subsiste,  il  faut  que  la 
quantité   m  —  pi — /X2 — ... — /^«,    qui   figure    sous   le 


1 
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signe   \  dans  la  formule  (7),  ne  soit  jamais  négative,  et 
la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi    est 

[g)     m=z  ou  ^  (m^  —  i)  H-  (m,  —  i)  -+- .  .  .+  (m,^  —  i). 

Si  cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  comme  les  indé- 
terminées i^i,  i^2t''  varient  de  o  à  mi — i,  de  o  à 
ni2  —  1 7  •  •  -  ?  respectivement,  la  somme  ^j  -i-  ^2  H-  •  •  •  -+-/^« 
prendra  au  moins  une  fois  chacune  des  m  -}- 1  valeurs 
o,  I,  2,  .  .  . ,  /7z;  donc,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (7),  où  l'on  suppose  A: :=:7z,  il  y  a  plus  de  m  termes 
égaux  à  I,  et  l'on  a  alors 

(10)  ^mn^mn-r  '  •  ^m^  N  (  72,  m)':>m. 

67.  J'établirai  encore  ici  une  inégalité  qui  nous  sera 
utile  dans  ce  qui  va  suivre,  et  que  l'on  conclut  très-faci- 
lement des  formules  (4)  et  (6).  Le  nombre  que  représente 
le  symbole  N  n'étant  jamais  négatif,  il  en  est  de  même  des 
expressions  dont  la  valeur  est  fournie  par  la  formule  (7)  ; 
alors  les  formules  (4)  et  (6)  nous  donnent 

Ainsi  on  aura  généralement 

en  changeant  m  en  m  —  m^,  et  en  écrivant  dans  le  second 
membre 

N(/z,m)  -  A,„,N(/z,  m), 

au  lieu  de  N  (/z,  m  —  fn/^),  on  aura 

N(/2,  m  —  m/,)  >  A„,,_, . . .  A„,^  N(/z,  m)  -  A,,,,. . .  A„,^N(«,  m). 
Cela  posé,  on  a  l'identité 

N(/2,  m  —  m^)  =  N  {n,  m)  —  A;^^N(/2,  m), 
et  en  donnant  à  k  les  valeurs  2,  3, .  .  . ,  A",  dans  l'inégalité 
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que  nous  venons  d'obtenir,  il  vient 

N(/z,m  — m2)>A„,,N(«,  m)  — A;,,^A^^N(/z,  m), 
N(/2,m  — m3)>A^^A^^N(/2,  m)  —  A,^^  A,„,  A,„,  N(«,  m), 
•  •  • ? 

N(/2,m  — m;t)>A,„,_,.  .  .A,„^]Nf  («,  m)  —  A,,,,.  .  .^m^^{n,  m). 

Si  Ton  ajoute  ces  inégalités  avec  l'égalité  qui  les  pré- 
cède, on  aura 

N  ( /z,  m  —  mi  )  -r-  N  ( «,  m  —  ma  )  4-  .  .  •  -r-  N  ( /z,  m  —  m^) 
>N(/z,  m)— A„,,.  .  .A,„^A„,,N(«,m), 

ce  qui  est  le  résultat  que  nous  avions  en  vue.  Il  faut 
remarquer  que  le  signe  >  n'exclut  pas  ici  l'égalité. 

Du  nombj^e  des  termes  d'une  fonction  entière,  qui  ne 
sont  pas  dii^isibles  par  des  puissances  données  des 
avariai?  les. 

68.  Soit  V  une  fonction  entière  et  complète  du  degré 
m  des  n  variables 


et  cherchons  combien  il  y  a,  dans  le  polynôme  V,  de 
termes  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  monômes 


m<,  m2,  ...,  nifi  étant  des  exposants  entiers  quelconques 
dont  le  nombre  k  est  égal  ou  inférieur  à  n. 

Si  mi  est  inférieur  à  jn,  la  partie  de  V  qui  est  divisible 
par  z'^'  est  égale  au  produit  de  ce  monôme  par  une  fonc- 
tion entière  du  degré  m  —  77^^,  laquelle  doit  être  un  po- 
lynôme complet,  car  autrement  la  fonction  V  ne  serait 
pas  complète  ;  donc  le  nombre  des  termes  de  V  qui  sont 
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divisibles  par  z^^  est 

et  ce  résultat  subsiste  quand  m^  est  supérieur  à  m,  puis- 
qu'alors  l'expression  précédente  est  nulle.  Il  résulte  de 
là  que  le  nombre  des  termes  de  V  qui  ne  sont  pas  di- 
visibles par  z^^  est 

N(i7,  m)  —  l^[n,m—  m^) 

ou,  d'après  notre  notation, 

A,„,N(«,  m). 

Représentons,  pour  un  moment,  par  Jîl^  (/z,  rn)  le  nombre 
des  termes  de  V  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des 
monômes 

la  partie  de  V  qui  est  divisible  par  z'']^^  est  le  produit  de  z^' 
par  une  fonction  entière  du  degré  m  —  m^t,  et  dans  cette 
fonction  il  y  a  3^  (/z,  m  —  m^)  termes  qui  ne  sont  divi- 
sibles par  aucun  des  monômes  ^'"', . . . ,  zflx^  ;  ce  nombre 
exprime  aussi  combien  il  y  a,  dans  V,  de  termes  qui  ne 
sont  pas  divisibles  par  les  mêmes  monômes,  mais  qui 
le  sont  par  z^^.  Il  résulte  de  là  que  le  nombre  des  termes 
de  V  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  monômes 


est  égal  à 

<DX>  (  /z,  m  )  —  ^  (  /2,  m  —  m.]^  ' 


ou,  si  l'on  veut,  à 


A^,3^(«,  m; 


Mais  nous  avons  vu  qu'il  y  a,   dans  la  fonction  V, 
A^j  N  (tz  m)  termes  non  divisibles  par  z^S  donc  il  y  en  a 


i52  COURS  d'algèbre  supérieure. 

^m^  ^m^  N  («,  m)  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  ^',"1  ni  par 
z"^'  ;  pareillement  A,„^  A^^  Am^  N  (/z,  z/z)  est  le  nombre  des 
termes  non  divisibles  par  l'un  des  trois  monômes  z^'y  z^% 
-s^%  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'expression 

représente  le  nombre  des  termes  de  la  fonction  V  qui 
n'admettent  pour  diviseur  aucun  des  monômes 


m» 


Béduction  d' une  fonction  entière  de  plusieurs  quantités 
assujetties  à  satisfaire  à  un  pajeil  nombre  d'équations 
données. 

69.   Soient 
(i)  Vi==.o,     ¥2  =  0,     ...,    N„^o 

A  équations  algébriques  desdegrés  respectifs /?Zi,7z^i2?---?^*A 
entre  les  variables 

dont  le  nombre  tz  est  au  moins  égal  à  k. 

Nous  supposerons  non-seulement  que  ces  équations 
soient  complètes,  mais  encore  que  les  coefficients  de 
chacune  d'elles  demeurent  indéterminés,  en  sorte  qu'il  ne 
puisse  exister  entre  eux  aucune  relation.  Gela  posé,  nous 
établirons  la  proposition  suivante  :  Soit  S  une  fonction 
entière  quelconque  des  variables  Z| ,  ^o?  <  •  •  ?  H  sera  tou- 
jours possible  de  tirer  des  équations  (i)  les  valeurs  des 
puissances 

qui  seront  ainsi  expj^iniées  par  des  fonctions  entières  ne 
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contenant  z^,  Zo,  •  -  -,  z/^  quai^ec  des  exposants  inférieurs 
à  m^ ,  nu,  • . . ,  niji respectivement.  En  outre,  par  la  substi- 
tution de  ces  valeurs^,  on  pourra  faire  disparaître  de  la 
fonction  S  tous  les  termes  dis^isihles  par  V un  des  mo- 
nômes (  2  ) . 

Cette  proposition  est  évidente  quand  le  nombre  A"  est 
égal  à  l'unité;  dans  ce  cas  le  système  (i)  se  réduit  à  une 
seule  équation  de  laquelle  on  pourra  tirer  la  valeur  de 
z^"-  ;  la  substitution  de  cette  valeur  abaissera  le  degré  de 
S  ;  si  ce  degré  reste  supérieur  à  m,,  de  nouvelles  substi- 
tutions pourront  évidemment  le  réduire  au-dessous  de  m,^ . 
Au  surplus,  la  réduction  peut  être  opérée  immédiatement 
en  divisant  S  par  V^  ;  si  l'on  désigne  par  —  T^  le  quo- 
tient de  cette  division  et  par  S'  le  reste  qui  est  de  de- 
gré inférieur  à77^^,  on  aura 

en  sorte  que,  pour  atteindre  le  but  proposé,  il  suffira 
d'ajouter  à  S  le  produit  Tj  V^. 

Lorsque  le  nombre  k  est  supérieur  à  i,  si  les  degrés 
m^,  7712, . .  - ,  nik  des  équations  (i)  sont  égaux  entre  eux,  on 
voit  tout  de  suite  que  l'on  pourra  résoudre  ces  équations 
par  rapport  à  ^7%  z'^', ... ,  zp,  puisque  nous  leur  suppo- 
sons la  plus  grande  généralité  possible  ;  mais  on  aperçoit 
moins  facilement,  même  dans  ce  cas  particulier,  lamarclie 
qu'il  faut  suivre  pour  faire  disparaître  de  la  fonction  S  les 
termes  divisibles  par  l'un  des  monômes  (2).  Le  procédé 
est  pourtant  le  même  que  dans  le  cas  de  k  =  i;  mais  il 
faut  l'appliquer  d'une  manière  convenable,  afin  qu'au- 
cune des  substitutions  qu'on  exécute  ne  fasse  reparaître 
des  termes  déj  à  disparus  par  des  substitutions  précédentes . 

Quels  que  soientle  nombre  k  etles  degrés  m^ ,  7722 , . . . ,  m/^, 
je  dis  qu'on  peut  trouver  des  polynômes  T^,  To, . . .  ,  Ta 
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tels  que  la  somme 

(3)  S  H-  TiV,  +  T,V2  4-  .  .  .  -f-  T,.V,,r=  S' 

ne  renferme  plus  aucun  terme  divisible  par  l'un  des  mo- 
nômes (2);  j'ajoute  qu'en  généi^al  ces  polynômes  ne  se- 
ront pas  complètement  déterminés  et  qu'ils  pourront 
en  conséquence  être  choisis  de  plusieurs  manières  dif- 
férentes. En  effet,  désignons  par  m  le  degré  de  la  fonc- 
tion S  et  prenons  pour  Ti,  To,...,  Ty^  les  fonctions 
entières  les  plus  générales  des  degrés  respectifs 

m  —  Wi,      m  —  m.2,      .  .  .  ,     m  —  trif.^ 

chacune  de  ces  fonctions  devant  toutefois  être  réduite 
à  zéro,  lorsque  le  nombre  qui  doit  exprimer  son  degré 
est  négatif. 

Le  nombre  des  coefficients  arbitraires  contenus  dans 
le  premier  membre  de  la  formule  (  3  )  sera  évidemment 

(4)  N(«,  m  —  mj  -l-N(«,  m  —  mj)  -f-  .  .  .-r-  N(/?,  m  —  aw/J  ; 

d'ailleurs  ce  premier  membre  est  un  polynôme  complet 
du  degré  m  qui  renferme  N  [n,  m)  termes,  et  parmi 
ceux-ci  il  y  en  a  (n°  68) 

qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  monômes  (2).  Le 
nombre  des  termes  de  l'expression  (3)  qui  sont  divisibles 
par  l'un  des  monômes  (2),  termes  que  nous  voulons  faire 
disparaître,  est  donc 

(5)  N(/?,  m)  -  A„,,A,„,_,.  .  .A,„,N(/z,  m). 

Or  on  a  vu  au  n^  67  que  le  nombre  (4)  n'est  jamais  in- 
férieur au  nombre  (5);  donc  les  arbitraires  contenues 
dans  la  formule  (3)  seront  toujours  en  nombre  suffisant 
pour  l'évanouissement  de  tous  les  termes  divisibles  par 
l'un  des  monômes  (2). 
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La  fonction  S  est  quelconque;  si  on  la  réduit  succes- 
sivement aux  monômes  (2),  on  voit,  par  ce  qui  précède, 
que  chacun  de  ces  monômes  sera  exprimable  par  une 
fonction  entière  qui  ne  contiendrales  variables  ^^ ,  ^2  ?  •  •  •  ^^k 
qu'avec  des  exposants  inférieurs  à  in^,  m^, . . . ,  nik  res- 
pectivement. 

Elimination  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations  algé- 
briques. —  Théorème  de  Bezout  relatif  au  degré  de 
V équation  finale. 

70.  C'est  en  partant  des  considérations  qui  précèdent 
que  Bezout  est  parvenu  à  établir,  comme  nous  allons 
l'expliquer,  le  principe  fondamental  de  la  théorie  de  l'é- 
limination. 

(,)  V,  =  0,       V,r=0,      ...,      V,  =  0 

n  équations  algébriques  des  degrés  in^,  m^,.  .  ^ ,  m,i  res- 
pectivement et  contenant  n  inconnues 


nous  supposerons,  comme  au  n"  69,  que  chacune  des 
équations  proposées  est  la  plus  générale  possible,  et 
qu'il  n'existe  aucune  relation  entre  les  coefficients. 

Considérons  les  n  —  i  premières  équations  (i);  d'a- 
près ce  qui  a  été  dit  au  n*^  69,  on  pourra  tirer  de  ces 
équations  les  valeurs  de 


et  ces  valeurs  seront  exprimées  par  des  fonctions  entières 
qui  ne  renfermeront  les  inconnues  z^,  Zo,  -..,  Zn-\ 
qu'avec  des  exposants  inférieurs  km^,  mo, .  .  . ,  m«_<  res- 
pectivement. 
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Gela  posé,  soit  T;^  un  polynôme  complet  d'un  degré 
indéterminé  que  je  représenterai  par  7?i  —  711^.  Si  l'on 
multiplie  par  T^  la  dernière  des  équations  (i)  qui  est  du 
degré  77?„,  elle  deviendra 


et  je  dis  qu'on  peut  réaliser  l'élimination  des  7i  —  i  in- 
connues Zi,  Z2,  .  .  .,  Zfi_i,  par  le  moyen  des  arbitraires 
contenues  dans  T/^  et  avec  le  secours  desn —  i  premières 
équations  (i).  Les  arbitraires  ayant  été  ainsi  déterminées, 
l'équation  (2)  deviendra  l'équation  finale  et  le  nombre  w 
exprimera  son  degré. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (2)  est  un  polynôme 
complet  du  degré  m,  et  il  renferme,  en  conséquence, 
N  (71,  m)  termes;  mais  quand,  au  moyen  des  zz  —  i  pre- 
mières équations  (i),  on  aura  fait  disparaître  (n°  69) 
tous  les  termes  divisibles  par  l'un  des  monômes 


il  n'en  restera  plus  que 

A„,„_,-  •  •A,«,^miN(/2,  m); 

par  conséquent,  pour  que  l'élimination  puisse  s'exécuter, 
il  faut  que,  par  le  moyen  des  arbitraires  contenues  dans 
T;^,  tous  ces  derniers  termes  disparaissent,  à  l'exception 
des  m  H-  i  qui  ne  renferment  que  la  seule  inconnue  Zf^. 
A.insi  le  nombre  des  termes  qu'il  faut  faire  évanouir  est 

(4)  ^mn-.-  .  .A,„^A,„,N(/z,m)  —  (mH-i). 

Le  polynôme  T„  étant  complet  et  du  degré  tti — zw/^,  il 
renferme  N  (zz,  7n  —  7n,i)  termes;  mais  le  nombre  des 
coefficients  dont  on  peut  disposer  pour  l'élimination  est 
beaucoup  moindre.  En  effet,  il  est  évident  qu'avant  d'ef- 
fectuer le  produit  T/^X  V«,  qui  doit  former  le  premier 


SECTIOIV    I.    CHAPITRE    IV.  10 J 

membre  de  l'équation  (2),  rien  n'empêche  de  faire  dis- 
paraître de  Tn  tous  les  termes  divisibles  par  l'un  des 
monômes  (3);  il  n'y  aura  d'arbitraires  dans  T,i  que  les 
coefficients  des  termes  restants  dont  le  nombre  est 

en  sorte  que,  pour  plus  de  simplicité,  on  doit  supposer 
tous  les  autres  nuls,  puisqu'il  est  possible  de  les  faire 
disparaître.  Enfin  on  peut  choisir  arbitrairement  l'un 
des  coefficients  du  polynôme  T^  ainsi  réduit,  car  cela 
revient  à  multiplier  l'équation  (2)  par  une  constante; 
donc  le  nombre  des  arbitraires  utiles  pour  l'élimination 
est  seulement 

(5)  A^„_,.  .  .^,„^^„,^^{n,m  —  m,,)  —  i. 

On  voit  d'après  cela  qu'on  pourra  faire  disparaître  les 
inconnues  Zi,  Zo,  .  .  .,  z^^^  de  l'équation  (2),  en  résol- 
vant simplement  un  système  d'équations  du  premier  de- 
gré entre  un  pareil  nombre  d'inconnues,  si  les  expres- 
sions (4)  et  (5)  sont  égales  entre  elles.  En  écrivant  que 
ces  expressions  sont  égales,  il  vient 

OU 

or,  le  second  membre  de  cette  formule  n'étant  pas  su- 
périeur à  m,  il  est  nécessairement  égal  au  produit 
m^m^.  .  .mni  d'après  la  formule  (8)  da  n°  66;  car  la 
condition  (9)  que  suppose  cette  formule  sera  évidem- 
ment remplie.  On  a  donc 

m  =z  m^  m^ .  .  .m^^ 

et  l'on  peut  dès  lors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  degré  de  V  équation  finale  qui  résulte  de  V  élimi- 
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nation  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations  à  n  incoji- 
nues  est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations, 
lorsque  celles-ci  sont  complètes  et  que  leurs  coefficients 
demeurent  indéterminés . 

.71 .  La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter 
repose  sur  ce  fait,  que  les  coefficients  arbitraires  du  po- 
lynôme T,i  sont  complètement  déterminés  par  les  équa- 
tions du  premier  degré  auxquelles  ils  doivent  satisfaire. 
Or,  bien  que  le  nombre  de  ces  équations  soit  égal  à  celui 
des  arbitraires,  et  que  les  équations  proposées  aient  la 
plus  grande  généralité  possible,  on  pourrait  craindre  de 
se  trouver  ici  dans  l'un  des  cas  d'incompatibilité  dont 
l'existence  est  bien  connue  ;  il  est  facile  de  montrer  qu'il 
n'en  peut  être  ainsi. 

En  effet,  supposons  que  les  équations  proposées  se 
réduisent  à 

OTi  m^  ma  „  mn  ^ 

Zj      —a=zO,    Z^       — ZirzrO,    2^^  —  32  =  0,    ...,     Z^      — Z„_i  =  0, 

a  étant  une  constante  donnée.  Dans  ce  cas,  on  a 


et  la  fonction  qui  réalise  l'élimination  peut  être  déter- 
minée a  priori.  Si,  en  effet,  on  pose 

,        m 
m  =  fUi  m^  .  .  ./w„,      m  =  — ? 

le  polynôme  T^  aura  pour  valeur 

Jm'—l)m„    .     ^  Jm'-2)mn  _,  ,       m'—l  . 


car,  en  employant  cette  valeur  de  T„,  on  a 

Tn  ^n  =  ^,,  —  ^n-1  ' 

OU,  à  cause  des  n  —  i  premières  équations  proposées, 
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Il  est  évident  que,  si  l'on  applique  à  ce  cas  particulier 
la  méthode  générale  du  n°  70,  on  obtiendra  cette  même 
valeur  de  T^  que  nous  venons  de  former;  il  en  résulte 
que  les  équations  qui  déterminent  T„  ne  peuvent  offrir 
d'impossibilité  en  général,  puisqu'elles  n'en  présentent 
pas  quand  on  donne  certaines  valeurs  particulières  aux 
coefficients  des  équations  proposées. 

Nous  ajouterons  encore  une  remarque  fort  importante. 
Le  raisonnement  du  n°  70  a  conduit,  par  l'élimination  de 
Ji  —  I  inconnues  entre  n  équations,  à  une  équation  finale 
dont  le  degré  est  égal  au  produit  des  degrés  des  équations 
proposées  ;  mais  on  peut  se  demander  si  ce  degré  ne  serait 
pas  susceptible  de  s'abaisserpar  l'évanouissement  de  quel- 
ques termes,  ou  s'il  ne  serait  pas  possible,  en  suivant  une 
voie  différente^^  de  déduire  des  équations  proposées  une 
équation  finale  de  degré  moindre.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il 
n'en  est  rien,  tant  qu'il  s'agit  d'équations  générales; 
effectivement,  dans  l'exemple  que  nous  venons  de  consi- 
dérer, on  reconnaît  a  priori  que  l'équation  finale  est 


et  son  degré  est  égal  au  produit  des  degrés  des  proposées. 
Or  ces  dernières  sont  comprises  dans  les  équations  gé- 
nérales du  n°  70  ;  donc  l'équation  finale  qui  en  résulte 
est  nécessairement  comprise  dans  l'équation  finale  qui 
se  rapporte  au  cas  général. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  considérant  n  équa- 
tions des  degrés  mi,  m^,  .  .  .,  rrin  respectivement,  dont 
chacune  soit  décomposable  en  facteurs  linéaires  de  la 
forme 

«1  Zi  -i-  <Z2  2^2  +  •  •  •  +  ^n  ^n  +  <^, 

«<,  ao,  ...  étant  des  coefficients  indéterminés.  Le  système 
de  ces  équations  peut  évidemment  être  remplacé  par 
772  =  77Z,  TTZo  . . .  m„  sjstèmcs  formés  de  n  équations  du  pre- 
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mier  degré  ;  chacun  de  ceux-ci  fournit  une  équation  finale 
du  premier  degré,  et  le  produit  des  m  équations  finales 
ainsi  obtenues  est  l'équation  finale  relative  au  système 
proposé. 

Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  citer,  il  est  évi- 
demment impossible  de  tirer  des  équations  proposées 
une  équation  en  Zn, 

dont  le  degré  soit  inférieur  à  //z;  donc  la  même  chose  est 
également  impossible  dans  le  cas  des  équations  géné- 
rales. 

72.  L'analyse  que  nous  venons  de  développer  montre 
qu'on  n'obtiendrait  pas  la  véritable  équation  finale,  dans 
le  cas  où  le  nombre  des  équations  est  supérieur  à  2,  si 
au  lieu  d'éliminer  les  inconnues  à  la  fois,  comme  nous 
l'avons  fait,  on  voulait  procéder  par  éliminations  succes- 
sives; car  supposons  le  cas  des  trois  équations  générales 
des  degrés  respectifs  rrii,  m^,  m^  entre  les  inconnues 
^o  ^2?  ^3-  Si  l'on  élimine  z^  entre  la  première  équation 
et  chacune  des  deux  autres,  on  obtiendra  deux  équa- 
tions finales  des  degrés  îrii  in^  et  m^  7723,  puis  l'élimination 
de  Z2  entre  ces  deux  dernières  fournirait  une  équation 
dontle  degré  pourrait  s'élever  jusqu'à/7zj  7770  7723 ,  tandis  que 
la  vraie  équation  finale  est  seulement  du  degré  mu  7712  m^. 
Le  cas  des  équations  du  premier  degré  est  le  seul  oii  l'on 
puisse  procéder  par  éliminations  successives. 

Sur  la  j'ésolation  des  équations  algébriques  simultanées . 

73.  Lorsqu'on  sait  former  l'équation  finale  qui  résulte 
de  l'élimination  de  tz  —  i  inconnues  entre  n  équations 
données,  on  peut  aussi,  d'après  une  remarque  due  à 
M.  Liouville,  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  éli- 
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minées  qui  répondent  à  chaque  racine  de  l'équation  fi- 
nale. C'est  ce  que  nous  allons  développer. 
Reprenons  les  n  équations 

(l)  Vi=0,       V^rirro,        ...,        V„  =  0, 

des  degrés  respectifs  m, ,  m^^  •  .  . ,  riin  entre  les  inconnues 
z^^  Z2,  .  .  . ,  Zfiy  et  supposons,  comme  nous  l'avons  fait 
jusqu'ici,  que  ces  équations  aient  la  plus  grande  généra- 
lité possible. 
Posons 

(  2  )  Z  =  ai  2;.!  +  «2  ^2  -^  •  •  •  +  ««-1  ^ri~l  -r-  Z/n 

«ijOio,  •  .  .,  oc„_i  étant  des  coefficients  indéterminés,  et 
prenons  z  pour  inconnue  à  la  place  de  z^  ;  il  faudra,  dans 
les  équations  (i),  remplacer  z^  par  la  valeur 


(ai  Zj  -+-  a.2  z^  -f- 


'■n—l  ^//— 1 


cette  substitution  ne  changera  pas  le  degré  des  équations, 
et  celles-ci  deviendront 

(3)  Ui=0,       U2=:0,         ...,        U„=rO. 

Si  l'on  élimine -^^,  Zo,  . .  • ,  ^/?_i  entre  les  équations  (3), 
on  obtiendra  une  équation  finale  en  z  dont  le  degré  m 

sera 

m  =  /7Zi  m, .  .  .  m^, 

et  qui  contiendra  dans  ses  différents  termes  les  Ji  —  i  in- 
déterminées «1,  «2?  •  •  •?  ^n-\'  C)n  peut  chasser  les  dé- 
nominateurs qui  seraient  fonctions  de  (x.f,  «o,  ...  et,  en 
ordonnant  le  premier  membre  par  rapport  à  ces  indéter- 
minées, l'équation  finale  en  z  sera 

(4)/(z)-4-[aiFi(z)+a2F2(z)  +  ...-+-a„_iF,^i(z)]  +  ...rrro. 

On  retrouvera  l'équation  finale  relative  aux  équations 
proposées  en  attribuant  la  valeur  zéro  aux  indéterminées 
S.  —  Alg.  sup.,  I.  If 
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«;  on  a  efTectivement  alors  z  =  z,i,  et  l'équation  (4)  se 
réduit  à 

(5)  /(^„)=o; 

mais  l'indétermination  des  quantités  a  va  nous  fournir 
des  résultats  plus  étendus.  Si,  dans  l'équation  (4),  on 
remplace  z  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (2)  et  que 
l'on  fasse  usage  des  formules  connues 

/[Zj=J[z,i]   -; ^ /     (Znj-h..., 

Fi(2)=Fi(z„)+..., 


il  viendra,  en  ordonnant  par  rapport  aux  a, 

/[ht]  +  !  «1  [^J'I^n]  +  Fi  (z„)]  +   .  .  . 


'  '   a„_i  [z„_]/'  (z„)  -+-  r„_i  {z,,)]  j 

Cette  équation  (6)  résulte  de  la  combinaison  des  équa- 
tions (i)  entre  elles,  et  elle  est  nécessairement  satisfaite, 
quelles  que  soient  les  indéterminées  a,  par  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  des  inconnues  susceptibles  de  vérifier  les 
équations  proposées.  Si  l'on  suppose  que  ces  indétermi- 
nées soient  nulles  à  l'exception  d'une  seule  a,j,,  le  premier 
membre  de  la  formule  (6)  se  réduira  à  un  polynôme  or- 
donné suivant  les  puissances  de  a.^,  et  il  ne  pourra  être 
identiquement  nul,  à  moins  que  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  oc^,  ne  soient  nuls.  Ainsi,  en  parti- 
culier, on  aura,  outre  l'équation  (5), 

pour  toutes  les  valeurs  i,  2,  . .  .,  {ji  —  i)  de  l'indice /x, 
ce  qui  donnera 
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Dans  le  cas  particulier  où  le  premier  membre  de  cha- 
cune des  équations  (i)  est  un  produit  de  facteurs  du  pre- 
mier degré  à  coefficients  indéterminés,  l'équation  (5)  n'a 
point  de  racines  égales,  et  par  suite  elle  n'en  peut  avoir 
dans  le  cas  général.  Donc,  si  l'on  remplace  z^  par  l'une  des 
racines  de  l'équation  finale  (5),  la  dérivée y'(z/;)  ne  sera 
pas  nulle,  et  les  formules  (7)  ne  deviendront  point  illu- 
soires, à  moins  que  l'on  n'attribue  des  valeurs  détermi- 
nées aux  coefficients  des  équations  proposées. 

74.  La  méthode  précédente  conduità  d'autres  formules 
qu'il  convient  de  remarquer  et  qu'on  obtient  en  égalant  à 
zéro  les  termes  que  nous  n'avons  pas  considérés  dans  la 
formule  (6)  et  qui  contiennent  en  facteur  soit  une  puis- 
sance supérieure  à  la  première  de  l'une  des  indétermi- 
nées a,  soit  un  produit  de  puissances  de  plusieurs  de 
ces  indéterminées.  Par  exemple,  si  l'on  représente  par 
Fj;i,v(^)  le  coefficient  de  ol^ol^  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (4)?  les  indices  p.  et  v  pouvant  être' égaux, 
et  qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  de  aj  et  de  a.^a., 
dans  l'équation  (6),  il  viendra 

(/-(^„)z,z.-i-[f;(z,)z,-^f;  (2,)z,]+f,,(^,)=o.  ■ 

La  seconde  de  ces  formules  (8)  donne  cette  valeur  de  z.„ 


(9) 


,/>«)  + f;(^, 


Les  formules  (8)  et  (9)  sont  plus  compliquées  que  les 
formules  (7);  mais,  quand  on  passe  du  cas  des  équations 
générales  à  celui  des  équations  particulières,  les  for- 
mules (7)  peuvent  devenir  illusoires,  et  dans  ce  cas  les 
formules  (8)  et  (9)  les  suppléeront.  Celles-ci  peuvent  à 
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leur  tour  devenir  illusoires  et  exiger  l'emploi  d'autres 
formules  qu'on  pourrait  pareillement  tirer  de  l'équa- 
tion (6);  mais  il  n'est  pas  utile  d'insister  davantage  sur 
ce  sujet. 

75.  Les  équations  (5)  et  (7)  sont,  d'après  notre  ana- 
lyse, une  conséquence  nécessaire  des  équations  propo- 
sées; soit  Va=  o  l'une  quelconque  de  celles-ci,  et  dési- 
gnons par  VJ,  le  résultat  que  l'on  obtient  quand  on 
remplace  dans  V^,,  Zi,  ^2v?^«-i  par  les  valeurs  (7). 
La  fonction  V'   sera  de  la  forme 

r 

^fi(^«)  étant  une  fonction  entière.  Effectuons  la  division 
de^^{Zfi)  parf^Zfi),  de  manière  à  obtenir  un  reste  qjp,  (z,,) 
de  degré  inférieur  à  m,  et  désignons  ipRr'^^x{z,i)  le  quo- 
tient de  cette  division,  on  aura 

Gela  posé,  puisque  les  équations  (7)  résultent  des  propo- 
sées, il  en  sera  de  même  de  l'équation  VJ^  :=  o,  laquelle 
se  réduit  à 

?i.(2„)  =  0. 

Or  celle-ci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  (^^^(^Zn)  est  identique- 
ment nul,  car  ce  polynôme  est  au  plus  du  degré  m  —  i ,  et 
nous  savons  qu'on  ne  peut  tirer  des  équations  proposées 
une  équation  finale  en  z,i  d'un  degré  inférieur  à  m.  La 
précédente  valeur  de  V'^  se  réduit  donc  à 

d'où  il  résulte  que  les  équations  proposées  sont  satisfaites 
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par  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  tirées  des 
équations  (5)  et  (7)  ;  ce  qui  est  la  réciproque  de  la  pro- 
position établie  au  n°  74.  Ainsi  se  trouve  démontré  cet 
important  théorème  : 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  communes  à  plu- 
sieurs équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'incon- 
nues est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations, 
lorsque  celles-ci  sont  complètes  et  que  leurs  coeffi- 
cients demeurent  indéterminés . 

En  particulier,  deux  lignes  des  degrés  m,  et  m^se  cou- 
pent en  lUi  m2  points;  trois  su? faces  des  degrés  /7^^ ,  /7?2 ,  m^ 
se  coupent  en  m^,  moy  m^  points. 

On  dit  qu'une  courbe  algébrique  plane  ou  gauche  est 
de  l'ordre  m,  lorsqu'elle  est  rencontrée  en  /tz  points  par 
un  plan  quelconque.  L'intersection  de  deux  surfaces  des 
degrés  m^  eim^  est  donc  en  général  une  courbe  de  l'ordre 
m^  77?2,  car  le  nombre  des  solutions  communes  à  trois 
équations  des  degrés  m<,  Wo  et  i  est  mi  Xm.^X  i .  Ainsi 
l'intersection  de  deux  surfaces  du  deuxième  degré  est  en 
général  une  courbe  du  quatrième  ordre  ;  mais  il  peut  arri- 
ver, dans  les  cas  particuliers,  que  cette  courbe  se  réduise, 
soit  à  une  courbe  du  troisième  ordre  et  à  une  droite,  soit 
à  deux  courbes  du  deuxième  ordre,  c'est-à-dire  à  deux 
coniques. 

Remarque  sur  la  méthode  d^ élimination  de  Bezout.  — 
Méthode  d'Euler. 

76.  La  méthode  d'élimination  de  Bezout,  exposée  au 
n°  70,  consiste  à  multiplier  l'une  des  équations  pro- 
posées, 

(1)  Vir=0,       V,:=:0,        ...,       V,z=0, 

par  un  certain  polynôme,  et  à  employer  les  autres  équa- 
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lions  pour  faire  disparaître  quelques-uns  des  termes  con- 
tenus dans  le  produit;  l'élimination  s'achève  ensuite  en 
disposant  convenablement  des  arbitraires  que  renferme 
le  polynôme  multiplicateur.  Mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au 
n"  69,  cette  manière  d'opérer  revient  à  ajouter  entre  elles 
toutes  les  équations,  après  les  avoir  multipliées  par  cer- 
tains facteurs  ;  donc,  si  l'on  représente  par 

l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  z , ,  Zo , . . .  ^ 
Zf,_i  entre  les  équations  (i),  on  aura  identiquement 

/( 2„  )  =  Ti  V,  +  Ta  V,  +  .  .  .  +  T,  V,, 

T,,  To,...,  T„  étant  des  fonctions  entières  des  inconnues 
convenablement  choisies. 

77.  Dans  V Introduction  à  V Analyse  infinitésimale j 
Euler  a  indiqué,  pour  le  cas  de  deux  équations,  une  mé- 
thode qui  revient  au  fond  à  celle  de  Bezout.  Représentons 
les  deux  inconnues  par  x  elj  et  supposons  que  les  équa- 
tions soient  l'une  du  degré  ni,  l'autre  du  degré  n  ;  ces 
équations  ayant  été  ordonnées  par  rapport  kj,  représen- 
tons par 

V,  =  P  /'■"  +  Q  j  "'-'  +  R  j"'-'  +  S  j'"-"^  + .  .  . , 
V,  =  Vf  -\-  Q'  j"-*  4-  R' j"--  4-  S'  x"-''  +  .  .  . 

leurs  premiers  membres.  La  méthode  d'Euler  consiste  à 
multiplier  respectivement  les  polynômes  V<  et  V2par  les 
facteurs  indéterminés 


Mi==F  j«-' 

+  k'y"--  4-  R' j"-'  -h  Cf-''  -f- .  . 

•  •  1 

Mgzn  V  y'"-' 

i  +  A  j"^--  4-  Rj'"-=^  4-  C  j'«-^  4-  .  , 

>  •  1 

à  exprimer  ensuite  que  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances àej  sont  égaux  dans  les  produits  M<  Vj ,  Mo  V2,  et 
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à  éliminer  enfin  les  jn-\-  n  —  i  indéterminées  A,  B,..., 
A',  B',.--?  entre  les  ni -{- n  —  i  équations  du  premier 
degré 

PA'  -f-QP'=P'A-l-PQ', 

PB'  +  qx'  +  IIP'  =  P'B  H-  Q' A  +  R'P, 
PC  +  QB' +  RA' -f-  SP'  =P'C  +  Q'B  +  R'A-hS'P, 

ainsi  obtenues. 

Les  ni  -\-  Il  —  2  premières  des  équations  précédentes 
donnent  pour  les  indéterminées  A,  B,...,  A',  B',..., 
des  valeurs  fractionnaires  auxquelles  on  peut  supposer 
le  même  dénominateur  A  ;  les  facteurs  M^  et  M2  auront 
donc  la  forme 

A  A 

T,  et  To  étant  des  fonctions  entières  de  x  et  j^  et  il  est 
évident  que  notre  équation  finale  sera 

TiVi+T^Va^o. 

78.  S'il  s'agit,  par  exemple,  d'éliminer  j  entre  les  deux 
équations  du  deuxième  degré 

on  sera  ramené  par  le  procédé  d'Euler  à  éliminer  A  et  A' 
entre  les  trois  équations 

PA'  — P'A=:(PQ'  — QP'), 
QA'  — Q'A=:— (RP'  — PR'), 
RA'  — Fv'A=:o, 

ce  que  l'on  peut  faire  en  ajoutant  ces  équations  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

QR'  — RQ',     RP'  — PR',     PQ'  — QP'; 
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il  vient  ainsi 

(PQ'  _  Qp'  )  (QR'  —  RQ'  )  —  (RP'  —  PR'y-  =-  o. 

Si  l'on  tire  des  équations  qui  précèdent  les  valeurs 
des  indéterminées  A  et  A',  on  en  conclura,  comme  il  a 
été  indiqué  plus  haut,  les  polynômes  par  lesquels  il  faut 
multiplier  les  équations  proposées,  pour  obtenir  l'équa- 
tion finale  d'après  la  méthode  de  Bezout.  Ces  polynômes 
sont  respectivement 

-  (PQ'  —  QP'  )  (P'j  +  Q'  )  -  P'(RP'  —  PR'  ) 

et 

H-(PQ'  — QP')  (Pj4-Q)  -I-P(RP'  — PR'). 

Remarquons  encore  que  l'équation  finale  peut  ici  s'ob- 
tenir immédiatement  en  résolvant  les  équations  propo- 
sées par  rapport  k  y  et  kj-,  ce  qui  donne 

_  RF  —  PR'  ,  _  QR'  —  RQ' 

^—  PQ'— QP''     ^"  —  PQ'  1-  QP'  ' 

et  en  égalant  ensuite  la  seconde  expression  au  carré  de 
la  première. 

Cas  de  trois  équations  du  deuxième  degré 
à  trois  inconnues. 

79.  Pour  donner  un  exemple  des  simplifications  que 
comportent  les  applications  de  la  méthode  de  Bezout, 
nous  considérerons  le  cas  de  trois  équations  générales  du 
deuxième  degré  entre  les  trois  inconnues  x,j,z.  Soient 

[   a  y'*-  -\-  Q.  hjz  H-  c  z-  -i-   2f/j  H-  2  ez  +   /*  =  o, 
(i)  <  a' y"^  ^ 'lU yz -^  c' z^  -h  2<'/'j -1- 2e'z  H-/^  =  G, 

(  a" y'-  +  i.h"  rz-\-  c" z^  -f-  id"y^  '?.e" z^f  =  o 

les  équations  proposées  ordonnées  par  rapport  èij  et  à  3  ; 
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dans  chacune  d'elles  les  trois  premiers  coefficients  sont 
des  constantes,  les  deux  coefficients  suivants  sont  des 
fonctions  linéaires  de  x\  enfin  le  dernier  terme  est  une 
fonction  entière  de  x  du  deuxième  degré. 
Nous  poserons 

(2)   n  =  a  [b'c"  -  b"c)  H-  a'  [h"c  -  hc")  -h  a"  [hc'  —  h'c] 

et 

,,  \y^d[b'c"  ~  h"c']  -f-  (ï[h"c  -  hc")  +  d"[  hc'  -h'c], 
j  E  z=,e[h'c"  —h"c']+  e'[b"c-bc")-{-e"[bc'  -h'c], 
F  =/(  b'c"  —  h"c'  ]  -\-f'  [b"c  -  bc"  ]  -^f"[  hc'  -b'c], 

-D'--=:d[  c'  a"  —  c"  a']^d'  [c"a  —  ca"  ]  +  d"[ca'  —  c'a], 
E'  —  e{c' a!'  —  c" a']^e'  [ c" a  —  ca"  ]  +/' [ca'  —  c' a], 
Y'  =  /(  ca"  —  c"a']  -{-/'  [c"a  —  ca"  ]  ^f"  [ca'  —  c'a], 

Ti"  ^d[d  h"-  a"  h']  -+-d'[a"b-  ab"]  -^  d"  [ab' -  a'  b] , 
Y."  —  e  [a' h"  —  a"  b']  H-  e'  [  a"b—  ab"]  +  e"  [ab'  —  a' h], 
\    Y"  =f[a'h"  —  a"  h']  -\-f'[  a"  h-  ab'"]  -^f"  ab'  -  a' b]. 

Alors,  en  éliminant  successivement  deux  des  quan- 
tités j^-,  yz^  z-  entre  les  équations  (i),  on  obtiendra  les 
suivantes  : 

i      II  y-  4-2Dj-h2E  z-f-F  =0, 

(4)  I   2H72;-l-2D'j-f-2E'2;-f-F'r=o, 

(      Hz2  +2DV-f-2E''2;  +  F''  =  o, 

qui  pourront  suppléer  les  proposées  ;  mais  nous  leur  don- 
nerons une  autre  forme  qui  permettra  de  faciliter  les  cal- 
culs ultérieurs.  Si  l'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

/R   =HF  -t-2(D'E  -DE')   H- (E'^  —  4EE'' ), 

(5)  R'  =IIF'  +4(D''E  -DE'^)  -  2  (D'E'-2D"E-2DE'^), 
(  R''  =  IW"  -t-  2  (D'^E'  —  D'E'^)  +  (  B"-  -^J^Ti"], 

et  que  l'on  multiplie  les  équations  (4)  par  H,  on  pourra 
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leur  donner  la  forme  suivante  : 

I      (HjH-E')  (Hj4-2D-E')  +  2E(Hz-i-2E''  — D'j+Rn^o, 

o,(Hj  +  E')  (Hz  +  D')  -8D'^E  +  R'  =  o, 
,,      (  Hz  +  D')  (Hz  +  2E"-  D')-h  2D'^(  Hj  +  2D  -  E')  -f-  R"  =z  o; 

nous  représenterons  respectivement  par 

les  premiers  membres  de  ces  équations  (6). 

Pour  former,  d'après  la  méthode  de  Bezout,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  finale  demandée,  nous  mul- 
tiplierons la  fonction  V2  par  un  polynôme  indéterminé 
T2  du  sixième  degré  qui  ne  renferme  aucun  terme  di- 
visible par  7  -  ou  par  z- ;  les  équations  V|  =  o,  Va^o 
seront  ensuite  employées  pour  faire  disparaître  du  pro- 
duit To  V2  tous  les  termes  qui  contiendront  enfacteurj) '-^ 
ou  Z'.  Construisons,  pour  cet  objet,  les  formules  sui- 
vantes : 

Hz-f-D')Vi— 2E  Y,  —  (llx-^E')  (IIJ  +  2D  — E')  (Hz-4-,D') 

—  4d''e{Hj  +  2D  — r) 

+  R(H2-+-D')  — 2R''E, 

H  j  +  E')  Va  —  2D''  V,  =  (  H  z  -4-  D'  )  (  H z  +  2  E"  —  D'  )  (  Hj  +  E'  j 
—  4D''E(Hz  +  2E''— D') 
+  R"(Hj-4-D')  —  2RD'\ 

(Hs  -f-  D')  (Hz  +  2E''  -  D')  Vi—  [2E  (Hz  -h  2E''—  D')+  R]  V, 
r:^-(H7-+-E')(Hj+  2D-E')(Hz  +  D')(Hz  +  2E"-D') 
-4D''E(H7  +  2D-E')(Hz-h2E"-D') 
—  2RD"  (  Hj  +  2  D  --  E')  —  2R''E  (Hz  -i-  2  E"  —  D')  —  RR^'  ; 

en  égalant  à  zéro  leurs  seconds  membres,  nous  obtien- 
drons les  équations  nécessaires  pour  l'évanouissement  des 
termes  que  nous  aurons  à  faire  disparaître. 
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Nous  donnerons  au  polynôme  Tj  la  forme  suivante  : 

/  ï,  =  2X  (Hj  +  o.D  —  E'  )  [Hz  4-  iE"  —  D'  ) 

(9)  +2(Y  +  E'X)(H2  +  2E'^  — D') 

(  +2(Z+D'X)(Hj+2D  —  E')  +  U, 

X,  Y,  Z,  U  désigna:nt  des  fonctions  entières  et  indétermi- 
nées de  x;  la  première  de  ces  fonctions,  X,  est  du  qua- 
trième degré;  Y  etZ  sont  du  cinquième;  enfin  U  est  du 
sixième  degré.  Il  est  presque  superflu  d'ajouter  que  c'est 
uniquement  pour  les  convenances  du  calcul  que  nous 
écrivons  Y  -|-  E'X  et  Z  -f-  D'X  au  lieu  de  Y  et  Z.  Gomme 
nous  l'avons  dit,  les  formules  (7)  et  (8)  seront  employées 
à  faire  disparaître  du  produit  To  Vo  les  termes  divisibles 
par  j^-  ou  par  z-  ;  il  est  facile  de  voir  qu'on  produira  cet 
effet  en  ajoutant  au  produit  To  Vo  les  seconds  membres 
des  trois  formules  (7)  et  (8)  respectivement  multipliés 
par  les  facteurs 

-4(Z  +  D'X),      -4(Y  +  E'X),      -4X, 

ce  qui  revient  à  ajouter  à  T2  Vo  les  produits  Ti  Vj ,  T3  V3 , 
dans  lesquels  les  facteurs  T|,  T:j  ont  pour  valeurs 


(.0) 


T, 

=z  -  4X(Hz -f- D' )  (Hz  +  2E"-D') 

+  8D"  ( Y  +  E' X)  -  4  (Z  +  D' X)  (Hz 

Ta 

=  -  4X  [2E  (Hz  +  o,E'' -  D' ) -h  R] 

D' 


—  4  (  Y  +  E'  X)  (Hj  +  f;  )  -f-  8E  (Z  -t-  D' X^ 
Effectivement,  si  l'on  pose 
(11)  0==TiVi  -+-T2V2-+-Ï3V3, 

puis  que  l'on  fasse,  pour  abréger, 

HP  =  4D'' R  +  (2 E''  —  D'  )  R'  -  2 E' R", 


12I 

'  '  HQ=4ER''+(2D  — E')R'  — 2D'R 


k 
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et 

H2Nr=4(D'--4DD")R  +  4(D'E'-2DE''  — 2D''E)R' 


^^'  *  4(E'^-4EE'')R''4-(R'2-4RR'') 

l'expression  (11)  de  0  deviendra 

,'  0=(U  +  R'X)V2 
I  +  2H  (HPX  +  R'Z  —  2R'^Y)  j 

''^'  1  H-2H(HQX  +  R'Y-2RZ)z 

(  -t-H(2PY-4-2QZ-HNX). 

Maintenant,  pour  que  cette  expression  devienne  celle  du 
premier  membre  de  l'équation  finale  demandée,  il  faut 
que,  par  le  moyen  des  polynômes  indéterminés,  les  termes 
en  yz ,  en  y  et  en  z  disparaissent  de  la  formule  (i4)- 
Gomme  le  terme  en  yz  ne  figure  que  dans  V2,  il  nous 
faut  poser 

(i5)  U-f-R'X=:o,     • 

et 

HPX4-R'Z  — 2R''Y  — 0, 


'  i    HQX  +  R'Y—  2RZ  :=o 

l'expression  de  0  se  réduit  alors  à 

(17)  0r=:2HPYH-2HQZ  — H^NX. 

On  tire  des  équations  (16) 

( 2PR  +  QR'  )  HX  -=  —  (R'2  —  4RR")  Y, 
(  2QR''  _1_  PR'  )  HX  =  -  (R'2  —  4RR")  Z  ; 

ces  formules  montrent  que  le  polynôme  X  est  divisible 
par  R'-  —  4RR'^  qui  est  une  fonction  entière  de  x  du 
quatrième  degré;  le  quotient  de  la  division  est  donc  une 
constante  que  l'on  peut  choisir  à  volonté.  Nous  prendrons 
pour  cette  constante  l'inverse  de  la  quatrième  puissance 
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de  H    changée  de  signe,  en  sorte  cjue  l'on  aura 

(l8)  <    H3yrz:2PR  +  QR', 

(  H'^Z  =2QR''  +  PR'; 

les  polynômes  X,  Y,  Z  étant  connus,  la  formule  (i5) 
fera  connaître  U.  Enfin,  au  moyen  des  formules  précé- 
dentes, on  obtiendra  cette  expression  de  0, 

('9)  0-j^[N(R'^-4RR")  +  4[PR  +  PQR'-f-Q^R'')], 

qui  fournit  la  solution  de  la  question  proposée. 

Les  valeurs  de  P  et  Q  données  par  les  formules  (12) 
renferment  en  dénominateur  la  constante  H,  et  la  valeur 
de  N  tirée  de  la  formule  (i3)  a  le  dénominateur  H^  ; 
mais  on  peut  démontrer  que  ce  dénominateur  doit  dis- 
paraître des  expressions  de  P,  Q,  N,  lesquelles  sont  ainsi 
des  fonctions  entières  des  coefficients  des  équations  (i). 
Le  dénominateur  H-  disparaît  également  de  l'expres- 
sion (19)  de  0,  et  celle-ci  devient  alors  une  fonction 
entière  et  homogène  du  douzième  degré,  relativement 
aux  dix-huit  coefficients  des  équations  proposées  ;  mais 
nous  ne  démontrerons  pas  cette  proposition  qui  s'écarte 
un  peu  de  notre  sujet. 

80.  Il  faut  remarquer  que  l'analyse  précédente  ne 
donne  pas  seulement  l'équation  finale  demandée  0  =  o, 
mais  qu'elle  fait  connaître  aussi  les  valeurs  des  inconnues 
j  et  z  qui  répondent  à  chacune  des  huit  racines  de  cette 
équation  finale.  Effectivement,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs y^TZie^  que  l'on  attribue  aux  indéterminées  X,  Y 
Z,  U,  dans  la  formule  (14)7  l'expression  de  0  que  l'on 
obtiendra  se  réduira  nécessairement  à  zéro,  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  x,  j,  z  qui  satisfont  aux  équa- 
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lions  proposées.  Or,   si  l'on  fait  successivement 

U=rO,        X  =  0,        Yr:=— -,        Z=     — , 

2  H  9.  H 

et 

U  =  o,     X  =  o,     Y=_--^,      ^='-^^ 

7.  H  -?.  11 

la  formule  (  1 4  )  donnera  ces  deux  valeurs  correspondantes 
de  0  : 

0=:(R'2_4RR")j+  (oPR  +QR'), 
0  =:  (R'2  _  4RR")  z  +  (o  QR''  H-  PR'  ), 

qui  Tune  et  l'autre  sont  nulles  ;  on  a  donc 


2PR  +  QR' 
^~        R'2-4RR"' 

z  = 

2QR''H-PR' 
}V2— 4RR'' 

et  l'on  peut  écrire  aussi 

2  = 

Z 

HX' 

X,  Y,  Z  désignant  ici  les  fonctions  déterminées  par  les 
formules  (i8).  Il  est  évident  que,  si  l'on  substitue  ces 
valeurs  (20)  de  y  et  de  ^  dans  les  premiers  membres  des 
équations  (6),  ceux-ci  se  réduiront  à  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  .T  dont  les  numérateurs  seront  divisibles 
par  0;  au  surplus,  il  est  facile  de  vérifier  qu'il  en  est 
ainsi,  en  se  servant  des  formules  que  nous  avons  obte- 
nues. 

81.  Si  l'on  suppose  que  jc,  j,  z  représentent  des 
coordonnées  rectilignes,  le  problème  que  nous  venons 
de  résoudre  coïncidera  avec  celui  qui  a  pour  objet  la 
recherche  des  points  communs  à  trois  surfaces  du 
deuxième  degré  données.  La  discussion  des  cas  parti- 
culiers de  ce  problème  met  en  évidence  diverses  cir- 
constances intéressantes  qu'il  n'entre  pas  dans  notre 
plan  d'analyser  d'une  manière  complète  ;  mais  nous  in- 


SECTION     1.    CHAPITRE    IV.  1^5 

cliquerons  succinctement  les  principales,  afin  de  faciliter 
l'intelligence  des  considérations  générales  que  nous  au- 
rons à  présenter  ensuite. 

Les  coefficients  des  équations  proposées  ne  seront  plus 
dans  ce  qui  va  suivre  des  constantes  indéterminées,  et 
nous  examinerons  les  cas  principaux  dans  lesquels  la 
fonction  0  se  réduit  identiquement  à  zéro. 

Supposons  d'abord  qu'il  n'existe  entre  les  coefficients 
aucune  relation  autre  que  celles  qui  sont  nécessaires 
pour  la  réalisation  de  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons. 
Dans  ce  cas,  la  fonction  X  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  et  la 
substitution  des  valeurs  (20)  de  r  et  de  z,  dans  les  pre- 
miers membres  des  équations  (6),  donne  des  résultats 
identiquement  nuls;  cela  exige,  comme  on  le  reconnaît 
aisément,  que  les  fonctions  rationnelles  substituées  à  j 
et  à  ^  se  réduisent  à  des  fonctions  linéaires  de  x,  et,  par 
suite,  que  Y  et  Z  soient  divisibles  par  X.  On  voit  alors 
que  nos  trois  surfaces  ont  une  droite  commune,  savoir, 
celle  qui  est  représentée  par  les  équations  (20);  mais 
elles  ont  aussi  d'autres  points  communs  qu'il  est  facile  de 
déterminer.  Efl'ectivement,  les  formules  (20)  ont  été 
obtenues  en  remarquant  que,  pour  toutes  les  valeurs  de 
X,  j ,  z  qui  satisfont  aux  équations  proposées,  les  deux 
fonctions  entières 


^[^-mY  -hiËc) 


s'annulent.  En  égalant  à  zéro  le  second  facteur  de  l'une 
et  de  l'autre  expression,  on  retrouve  les  équations  (20)  ; 
mais  on  voit  que  l'on  a  en  outre  la  solution 
X  =  o     ou     R'2--4RR^'r=.o, 

laquelle  fournit  les  coordonnées  x  de  ceux  des  points 
communs  aux  trois  surfaces  qui  ne  se  trouvent  pas  sur  la 
droite  commune. 
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Ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  bien  que  les  équa- 
tions proposées  soient  indéterminées,  on  est  conduit  à 
considérer  une  équation  finale  qui  est,  en  général,  du 
quatrième  degré. 

82.  Supposons  maintenant  que  les  coefficients  des 
équations  proposées  soient  tels  que  l'on  ait  identique- 
ment, non-seulement  0  =  o,  mais  encore  X  =  o  ;  comme 
au  numéro  précédent,  nous  exclurons  toute  relation  inu- 
tile pour  la  réalisation  de  nos  hypothèses.  Les  équations 

HXj  —  Y  ==  o,     IIXz  —  Z  =:  o, 

obtenues  au  n°  80,  montrent  que  l'on  a  identiquement 
Y  =  o,  Z  =  o  ;  le  cas  où  les  trois  fonctions  R,  R',  R''  se 
réduisent  à  zéro  sera  examiné  plus  tard,  et  nous  l'ex- 
cluons en  ce  moment;  alors,  l'une  au  moins  des  fonctions 
R  et  R"  étant  différente  de  zéro,  nous  supposerons  que  R 
ne  soit  pas  nulle.  Enfin  l'identité  X  =  o  nous  donne 

et  nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  X  est  une 
constante  ou  une  fonction  de  x. 

Admettons  d'abord  la  première  hypothèse.  Les  iden- 
tités Y=o,  Z  =  o,  0=:o  s'accordent  à  donner 


si  donc  on  fait 


on  aura 


PHhXQ  =  o; 


2R-^' 


^-«- 


et  il  viendra,  à  cause  des  formules  (12), 

—  XH?  =  2  D''  -h  (2E"-  D'  )  ^  -  E'  V^ 
m  =  i^V-\-  (2D  — E')a-D', 
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d'où,  par  Félimination  de  ^, 

D'^-h  (E'^—  D'  )  X  4-  (D  —  E')r-^Er'=  o- 

on  voit  que  ^  est  une  fonction  linéaire  de  x. 

Si  l'on  continue  à  représenter  par  Vj,  Vo,  V3  les 
premiers  membres  des  équations  (6),  on  trouvera,  au 
moyen  des  formules  qui  précèdent, 

-  Vo  —  XVi  rrr  H  (Hj  +  E'  —  Q-IE]  (z  —  Xj  —  ?), 

V3 V2  ==:  H  (uz  -f-  D'  —  r  D"  )  (z  —  Xr  —  ?). 

On  voit  par  là  que  les  équations  V;  ^^  o,  V.;  ^^  o  sont 
satisfaites  par  toutes  les  valeurs  de  JC,j',  z  qui  satisfont 
aux  deux 

Va  —  o,     z  —  \j  —  l--zo', 

la  dernière  de  ces  équations  est  celle  d'un  plan  :  donc, 
les  trois  surfaces  que  nous  considérons  ont  une  conique 
commune.  Ces  surfaces  ont  aussi  deux  autres  points 
communs,  lesquels  appartiennent  à  la  droite  représentée 
par  les  deux  équations 

Hjr  +  E'-2XEi=:o,     HZ-+-D'-  t^'^^o; 

si  l'on  tire  de  celles-ci  les  valeurs  de  y^  et  de  ^  pour  les 
substituer  dans  les  équations  (6),  on  trouvera  les  résul- 
tats 

R=:o,     R'  =  o,     R''=o; 

ces  équations  sont  en  général  du  deuxième  degré  et  l'une 
quelconque  d'entre  elles  peut  être  regardée  comme  l'é- 
quation finale  qui  convient  au  cas  particulier  que  nous 
examinons. 

Le  cas  où  la  constante  \  se  réduit  à  zéro  n'introduit 
aucune  particularité  nouvelle.   Les  fonctions   R  et  R^' 
sont  alors  identiquement  nulles,  et  comme  nous  excluons 
S.  —  Alg.  sup.y  I.  ^  12 


1^78  COURS  d'algèbre  supérieure. 

le  cas  de  R  =  o,  l'hypothèse  0  =  o  exige  que  l'on  ail 
D"=  o.  Alors  les  lieux  que  représentent  les  deux  der- 
nières équations  (6)  ont  un  plan  commun. 

83.   Supposons  que  1  soit  une  fonction  de  Xy  et  po- 
sons 

A"  » 

/•  et^  étant  des  fonctions  entières  premières  entre  elles. 
Gomme 

R=^"7'    r"=;^' 

on  aura 

R  =:  /.y2 ,     R'  r=  2  / /y ,     R''  =  / v^ ; 

d'où  il  suit  que  le  degré  de  /•  ou  de  ff  ne  peut  surpasser 
l'unité,  et,  comme  l'une  de  ces  fonctions  au  moins  ne  se 
réduit  pas  à  une  constante,  la  quantité  h  sera  nécessai- 
rement indépendante  de  x. 

D'après  les  résultats  obtenus  au  numéro  précédent, 
on  aura 

D'^ç3  _^  (E''—  D'  )  rs'-  -h  (D  —  E'  )  7^ s  +  ■Er'z=o. 

Supposons  que  s  ne  se  réduise  pas  à  une  constante;  l'i- 
dentité précédente  prouve  que  E  est  divisible  par  s\ 
d'ailleurs  E  est  du  premier  degré  :  on  a  donc 

E  —  a.v, 

a  étant  une  constante.  En  substituant  à  E  cette  valeur 
et  divisant  par  s,  il  vient 

D".v^H-  (E"  — D')/-^  +  (D  — E'  +  ar)  /-^zir  o; 

on  voit  de  même  que  D — E'  -{-  ar  est  divisible  par  s  y  et, 
en  désignant  par  S  une  constante,  on  aura 

D  — E'  —  —  a/4-6.v: 
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puis  l'équation  précédente  divisée  par  s  deviendra 

enfin  la  fonction  E'^ — D'+  ê/^est  encore  divisible  par  s 
et,  en  désignant  par  y  une  nouvelle  constante,  on  aura 

E^— D'  — —  gr-f-Y^s 
puis 

En  résumé,  nos  hypothèses  nous  ont  donné  les  ré- 
sultats 

E  =  a.ç,      D  — E'  =  — a7-+-6.9, 

E'^— D'=r:— g/-  +  7.ç,      !>''  =  — yr; 

et  l'on  aurait  évidemment  obtenu  les  mêmes  formules,  si 
l'on  avait  supposé  /'  fonction  de  x,  s  pouvant  être  une 
constante. 

Au  lieu  de  la  constante  A:  qui  entre  en  facteur  dans  les 
expressions  de  R,  R',  R'',nous  en  introduirons  une  autre  g- 
déterminée  par  l'équation 


/•=:(62-4a7)-§-%       d'où      g==±:s/{^'-^cy)-/,-; 

alors  les  équations  (6)  de  nos  trois  surfaces  deviendront 

[Ilj-hE'  +  (5-+S)^]rHj+E'  — 2a/-~(^-ê).9]-4-2a.9[Hz-+-D'-i-(^— g)r]=o, 


I 


Ces  équations  sont  satisfaites  en  même  temps  que  les 
deux  suivantes  : 

HjH-E'-}-(^  +  §).ç  =  o, 

Hz-+-D'+(§--ê)r=:zo, 

dans  lesquelles   g   a  l'une   ou  l'autre  des  deux  valeurs 

ii=  \/(^o'^ — 4<^y)  —  k ;  les  surfaces  que  nous  considérons 
ont  donc  deux  droites  communes  non  situées  dans  le 
même  plan.  On  voit  aussi  que  le  reste  de  l'intersection 
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de  deux  des  trois  surfaces  se  compose  de  deux  autres 
droites  ;  chacune  de  celle-ci  coupe  les  deux  premières 
droites  en  deux  points  qui  sont  sur  la  troisième  surface, 
et  en  conséquence  elle  ne  peut  rencontrer  cette  troi- 
sième surface  en  d'autres  points. 

Ainsi  dans  le  cas  dont  il  s'agit  il  n'y  a  plus  d'équa- 
tion finale. 

84.  Considérons  enfin  le  cas  où  l'on  a  identiquement 
R=  o,  R'=  o,  R'^^::^  o.  Les  premiers  membres  des  équa- 
tions (6)  deviennent  alors 

Vi  =:  (Hr  -;-  E'  )  (Hj-T-  2D  —  E'  )  H-  2E  (Hz  H-  iE''  —  D'), 

V2=::(Hj-T-E')  (Hz  +  D')  — 4D''E, 

V3=:  [Hz  -1-  D')  (Hz  4-  zE"--  D')  -h  2D''  (Hj  -h  2D  —  E'  ), 

et  il  en  résulte 

(Hz  H-D')  Vi  —  (HrH-  2D  — E')  Vg—  2EV3  ^o, 
(HjH-E')  V3  -  (Hz-;-2E'^-D')V2--2.D''Vi  =  o. 
La  droite  qui  a  pour  équations 

Hj  +  E'  =  o,     E  =  o 

appartient  aux  deux  surfaces  Y^  et  V^,  et,  d'après  les 
identités  qui  précèdent,  le  reste  de  l'intersection  de  ces 
deux  surfaces  appartient  à  la  troisième  surface  V3.  Pa- 
reillement, la  droite  déterminée  par  les  équations 

HzH-D'  =  o,     D''=o 

appartient  aux  surfaces  Vo  et  V3,  et  le  reste  de  l'inter- 
section est  sur  V<.  Enfin  la  droite 

Hjr  +  2D  —  E  =10,     Hz  -f-  2E''  —  D'  =  o 

appartient  aux  surfaces  Vi  et  V3,  et  le  reste  de  l'inter- 
section appartient  à  V2.  H  résulte  de  là  que  les  trois 
surfaces  considérées  ont  une  courbe  du  troisième  ordre 
commune. 
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Les  trois  droites  qui  complètent  les  intersections  des 
surfaces  deux  à  deux  ne  se  rencontrent  pas  en  général,  et 
en  conséquence  elles  rencontrent  la  courbe  du  troi- 
sième ordre.  Dans  le  cas  qu'on  vient  d'examiner  il  n'y 
a  point  d'équation  finale. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  discussion,  et 
nous  remarquerons  en  terminant  que  nous  n'avons  pu 
rencontrer  le  cas  où  les  surfaces  données  ont  une  courbe 
du  quatrième  ordre  commune,  parce  que  nous  avons  exclu 
les  hypothèses  dans  lesquelles  la  constante  H  se  réduit  à 
zéro. 

Slij^  les  équations  simultanées  dans  lesquelles  les  coeffi- 
cients ont  des  valeurs  parti culièj^ es  déterminées. 

85.  En  ne  considérant  jusqu'à  présent  que  des  sys- 
tèmes formés  d'équations  générales  dans  lesquelles  les 
coefficients  sont  indéterminés,  nous  nous  sommes  af- 
franchis de  toutes  les  difficultés  auxquelles  les  cas  par- 
ticuliers peuvent  donner  naissance.  Nous  allons  pré- 
senter ici  quelques  considérations  relatives  à  ces  cas 
particuliers  ;  mais  il  n'entre  pas  dans  nos  vues  d'appro- 
fondir en  ce  moment  cette  partie  importante  de  la 
théorie  des  équations;  nous  reviendrons  sur  ce  sujet 
dans  la  deuxième  Section  de  cet  Ouvrage. 

Les  systèmes  formés  de  plusieurs  équations  simultanées 
entre  un  pareil  nombre  d'inconnues  peuvent  être  distin- 
gués en  deux  genres,  suivant  qu'ils  admettent  un  nombre 
limité  ou  un  nombre  illimité  de  solutions.  Dans  le  pre- 
mier cas,  l'équation  finale  relative  aux  équations  propo- 
sées doitévidemment  être  comprise  dans  l'équation  finale 
qui  se  rapporte  au  système  composé  d'équations  générales, 
en  même  nombre  que  les  proposées,  et  respectivement  de 
mêmes  degrés  que  celles-ci.  Dans  le  deuxième  cas,  il  n'y 
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a  plus,  à  proprement  parler,  d'équation  finale;  cepen- 
dant il  peut  arriver  que,  parmi  les  solutions  des  équa- 
tions proposées,  solutions  dont  le  nombre  est,  par  hypo- 
thèse, illimité,  il  y  en  ait  quelques-unes,  en  nombre  fini, 
qui  se  distinguent  des  autres  par  une  propriété  particu- 
lière et  dont  la  détermination  mérite  d'être  l'objet  d'une 
recherche  spéciale  ;  cette  recherche  conduira  donc  à  une 
équation  finale  d'une  nature  particulière.  Nous  avons 
rencontré  un  exemple  de  ce  cas  (n"^81  et  82)  dans  le  pro- 
blème qui  a  pour  objet  la  recherche  des  points  d'intersec- 
tion de  trois  surfaces  du  deuxième  degré  qui  ont  une 
droite  commune  ou  une  conique  commune. 

86.   Soient,  comme  au  n°  70, 

(1)  V,  =  0,       V,  =  0,        ...,       V,=rO 

n  équations  générales  des  degrés nitymo,.-",  in,i  respecti- 
vement entre  les  n  inconnues 

et 

(2)  /(^«)-0 

l'équation  finale  du  degré 

m  z=.m^m.i.  .  . w,^, 

obtenue  en  éliminant  ^i ,  2:3 , .  •  •  ?  ^/î_i  entre  les  équations  (  i  ) . 
On  aura  identiquement,  comme  on  l'a  vu, 

(3)  /(z„)==TiVi-4-T2V,-f-...-f-T„V„, 

Tf ,  Ta , .  •  •  ?  T„  étant  des  fonctions  entières  des  inconnues. 
On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  les  coefficients  de  ces 
polynômes  soient  des  fonctions  entières  des  coefficients 
des  équations  (i),  et  nous  admettrons  qu'ils  aient  été  ra- 
menés à  cette  forme,  en  sorte  que/(^„)  sera  une  fonction 
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entière  de  z^  et  des  coefficients  des  équations  (i).  Rap- 
pelons encore  que  la  méthode  exposée  au  n*^  73  donne  le 
moyen  de  former  leTs  m  systèmes  de  solutions  des  équa- 
tions (i)  qui  répondent  respectivement  aux  m  racines 
de  l'équation  (2). 

Cela  posé,  donnons  aux  coefficients 


A,   B, 

C,  ... 

des 

équations 

(0 

les  valeurs 

,  particulières 

' 

A(o\  B(«), 

C^o),    . 

•  •  5 

et  i 

îoient 

(4) 

yCo)^ 

=ro, 

V^^^^^o, 

.  .  . , 

n 

ce  que  deviennent  alors  les  équations  (i).  Désignons  aussi 
pary(o^(^„),  T^^\...  les  valeurs  que  prennent,  dans  la 
même  hypothèse,  les  polynômes  /*(2:„),  T|,...;  l'équa- 
tion (2)  deviendra 

(5)  /W(z,)=o, 

et  l'on  aura 

Supposons  d'abord  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (  5  )  ne  se  réduise  pas  identiquement  à  zéro.  Il  est  évi- 
dent, parla  formule  (6),  que  les  seules  valeurs  finies  de 
l'inconnue  Zn  qui  puissent,  avec  des  valeurs  convenables 
des  autres  inconnues,  constituer  des  systèmes  de  solutions 
pour  les  équations  (4),  sont  les  racines  de  l'équation  (5), 
et  celle-ci  sera  Téquation  finale  relative  au  cas  particulier 
que  nous  considérons. 

Dans  le  passage  des  équations  générales  aux  équations 
particulières  le  degré  de  l'équation  finale  peut  s'abaisser 
par  l'évanouissementdequelques-unsdes  premiers  termes 
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de  la  fonction  f[z,i)\  si  ce  degré  se  réduit  à  ni  — u,  l'é- 
quation finale  (  2  )  a  |ui  racines  qui  deviennent  infinies 
quand  on  fait  tendre  les  coeftlcients  A,  B,...,  vers  les 

limites  A^o)^  g(o)^ \\  q^i  essentiel  de  tenir  compte  de 

ces  racines  infinies  et  de  ne  point  abaisser  au-dessous 
de  772  le  nombre  des  systèmes  de  solutions  des  équations 
proposées.  Ces  7?^  systèmes  de  solutions  nous  sont  don- 
nés par  les  formules  des  n*^^  73  et  74;  les  formules  (7)  du 
n*'  73  suffisent  toujours  quand  l'équation  finale  (5)  n'a  pas 
de  racines  égales  ;  autrement  il  faut  avoir  recours  aux  for- 
mules (8),  (9) ,  .  . .  (n"74).  Le  cas  où  l'équation  finale  ac- 
quiert des  racines  égales  mérite  d'arrêter  notre  attention  ; 
parmi  les  772  systèmes  de  solutions  des  équations  (4),  il 
s'en  trouve  alors  plusieurs  qui  fournissent  la  même  va- 
leur pour  l'inconnue  z,i.  Il  peut  même  arriver  que  h  de 
ces  systèmes  coïncident  entièrement,  et,  dans  ce  cas,  ils 
constituent,  pour  les  équations  proposées  (4),  ce  qu'on 
nomme  une  solution  multiple  d'ordre  A. 

L'équation  finale  relative  aux  équations  générales  (i) 
nous  donne  ainsi  la  véritable  équation  finale  qui  se  rap- 
porte aux  équations  particulières  (4);  mais,  quand  on  veut 
obtenir  celle-ci  par  une  voie  directe,  il  est  essentiel  de 
maintenir  à  chaque  racine  le  degré  de  multiplicité  qui 
lui  convient. 

87.  Supposons  maintenant  que  la  fonctiony(^,^)  se 
réduise  identiquement  à  zéro  quand  on  fait  A-=:A^<*^, 
B=B^o)^ —  Nous  poserons 

A^^^,  B^^^,  G^^^,...  étant,  ainsi  queô,  des  constantes  in- 
déterminées, en  sorte  que  la  généralité  des  équations  (i) 
ne  sera  point  altérée.  En  faisant  cette  substitution  dans 
les  polynômes  Va  et  T^  et  en  ordonnant  ensuite  les  résul- 
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tats  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  e,  on  aura 
et 

V[^^  et  T^*^  étant  des  polynômes  indépendants  de  e.  La 
fonctiony(^/i)  prendra  donc  la  forme 

Par  hypothèse,  le  termey^**^  (^,2)  est  nul  ;  quelques-uns 
des  coefficients  des  puissances  de  e  peuvent  aussi  se  ré- 
duire à  zéro,  mais  ils  ne  peuvent  pas  tous  s'évanouir,  car 
l'expression  précédente  def[Zfi)  se  rapporte  toujours  à 
un  système  d'équations  générales.  Désignons  pary^'i*^  (s:„) 
le  premier  des  coefficients  qui  sont  différents  de  zéro,  on 
aura  alors  identiquement 

et  l'expression  def[zn)  deviendra 

en  conséquence,  l'équation  finale  relative  au  système  gé- 
néral (i)  prendra  la  forme 

Maintenant,  pour  passer  des  équations  générales  aux 
équations  particulières  (4),  il  suffit  de  faire  tendre  s  vers 
zéro,  et  à  la  limite  l'équation  finale  se  réduira  à 

L'analyse  qui  précède  nous  conduit  donc  toujours  à 
une  équation  limite,  soit  que  les  équations  proposées  ad- 
mettent  des  solutions  en  nombre  limité,   soit  que  ces 
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équations  constituent  un  système  indéterminé,  et  ad- 
mettent en  conséquence  une  infinité  de  solutions. 

Lorsque  le  premier  cas  a  lieu,  il  y  a  pour  les  équations 
proposées  une  certaine  équation  finale 

qui  est  indépendante  des  quantités  arbitraires  A^^^,  B^*-, 
G^^^...  et  dont  le  premier  membre  est  évidemment  un 
diviseur  àe  f^^^^  (^/i)  î  ^^  ^  donc 

/(^)(z„)=.y(.„)<l>(zj, 

^  i^z,i)  étant  une  fonction  entière  de  z,i  et  des  arbi- 
traires A^'^  B^^^.... 

Lorsque  les  équations  proposées  admettent  une  infinité 
de  solutions,  il  n'y  a  plus  d'équation  finale;  l'équation 
limite 

correspond  à  ce  qu'on  nomme,  dans  la  Géométrie,  une 
enveloppe.  Elle  fournit  les  valeurs  limites  qui  convien- 
nent à  l'inconnue  Zn,  dans  le  cas  d'un  système  variable 
que  l'on  fait  tendre,  suivant  une  loi  quelconque,  vers 
un  système  composé  d'équations  indéterminées. 

88.  Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter 
peuvent  se  résumer  par  les  propositions  suivantes  : 

Le  degré  de  V  équation  finale  qui  résulte  de  Vélimi^ 
nation  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations  algébri- 
ques quelconques  h  n  inconnues  est  au  plus  égal  au 
produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Dans  le  passage  d'un  système  d' équations  générales 
à  un  système  d'équations  particulières  respectivement 
de  mêmes  degrés,  le  degré  de  l'équation  finale  peut 
s' abaisser,  soit  par  V  évanouissement  de  quelques  termes, 
soit  par  la  suppression  d'un  facteur. 
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Il  serait  facile  d'établir  par  notre  analyse  que  l'équa- 
tion finale  relative  aux  équations  (4)  peut  toujours  se 
mettre  sous  la  forme 

s,v;»'+s,v:"'+...  +  s„v|;'=o, 

S|,  So,..-,  s, 2  étant  des  fonctions  entières.  La  détermina- 
tion directe  de  ces  polynômes  multiplicateurs,  dans  les 
différents  cas  qui  peuvent  se  présenter,  est  le  problème 
que  Bezout  s'est  proposé  de  résoudre,  et  dont  le  déve- 
loppement forme  l'objet  de  la  Théoj^ie  des  équations 
algébriques,  que  nous  lui  devons.  La  solution  n'est  pas 
exempte  de  difficultés,  et  l'application  de  la  théorie  est 
fort  laborieuse  ;  aussi  nous  n'entrerons  à  ce  sujet  dans 
aucun  détail,  et  nous  renverrons  à  la  Section  suivante, 
où  l'on  trouvera  l'exposition  d'une  nouvelle  méthode 
d'élimination. 

Il  ne  sera  pas  inutile,  en  terminant,  de  présenter  un 
exemple  simple  dans  lequel  le  degré  de  l'équation  finale 
s'abaisse  par  la  suppression  d'un  facteur.  Je  choisirai, 
à  cet  effet,  le  cas  de  deux  équations  du  deuxième  degré 
que  nous  avons  déjà  considéré  au  n"78.  Les  inconnues 
étant  X  et  j-,  soient 

l  Y.^Vy^  -f-Qj  H-R  =o, 
^'^  (  V2-=P'j2  +  Q'j+R'  =  o 

deux  équations  générales  du  deuxième  degré  ;  P  et  P' 
sont  des  constantes,  Q  et  Q^  sont  des  fonctions  linéaires 
de  X,  R  et  R'  sont  des  fonctions  entières  du  deuxième 
degré.  Les  facteurs  T<,  To,  par  lesquels  il  faut  multiplier 
respectivement  V<  et  V2,  ont  ici  pour  valeurs 


('■) 


Ti  =  -(PQ'- 

-QP')(P'j  +  Q')-P'(RP'- 

-PR') 

T2--i-(PQ'- 

-QP^)(Pj-+-Q)  -+-P(RP'- 

-PR') 
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et  le  premier  membre  de  l'équation  finale  est 

(3)  ïiVi  -hT^Va  =  (PQ  -QP')  (QR'-RQ)  -  (RP'  -PR'j^. 

Ce  premier  membre  se  réduit  à  zéro,  ainsi  que  les  poly- 
nômes Ti  et  T2,  lorsqu'on  suppose  P=io,  V=  o.  Po- 
sons, conformément  à  ce  qui  a  été  dit  précédemment, 

P  =  zp,      P'  :=  sj?\ 
les  formules  (2)  et  (3)  donneront 

7  — (pQ-yQ)Q'-s[(/^Q'-7/Q)/j+/(/R-7.R0], 

7  ---  [pQ'-p'Q]  Q  +  s  [{pQ'-~jyQ)pj  +  P  {p'R-~^pR% 
et 

î'V,-f-Î!V,:r:=(pQ'_y/Q)(QR'_RQ')_s(yR_^R')^ 

Faisons  tendre  maintenant  e  vers  zéro  et  désignons 

par  Y['\  y['\  T['\  T^^^  les  limites  de  V^,  V„  -'  et  -S 
on  aura 

Tr^=-(/^Q'-//Q)Q',     lt^-  +  (pQ'-//Q)Q, 
et 

T^/WJ"^  +  T^^^V^'^=(/?Q'-7/Q)  (QR'-RQ'). 

Si  l'on  remplace  dans  cette  dernière  formule  T\^^  et  Tg'^ 
par  leurs  valeurs,  les  deux  membres  contiendront  le  fac- 
teur pQ' —  //Q,  et  en  supprimant  ce  facteur  il  viendra 

—  Q'  V|'^  -f-  Q  vf  ^  =  QR'—  RQ'  ; 

l'équation  finale  se  réduit  donc  à 
QR'  — RQ'  =  ô, 
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et,  comme  on  le  voit,  elle  s'est  abaissée  au  troisième 
degré  par  la  suppression  d'un  facteur. 

Si  l'on  suppose  que  x  et  j^  représentent  des  coordon- 
nées rectilignes,  les  équations  proposées  seront  celles  de 
deux  coniques.  L'équation  finale  que  nous  venons  d'ob- 
tenir fera  connaître  les  abscisses  de  trois  des  points  d'in- 
tersection, mais  les  deux  coniques  doivent  être  regardées 
comme  ayant  un  quatrième  point  commun  situé  à  l'in- 
fini; l'ordonnée  j>^  de  ce  quatrième  point  est  infinie, 
mais  l'abscisse  x  est  complètement  indéterminée. 

L'existence  de  solutions  indéterminées  se  manifeste 
même  chez  les  équations  du  premier  degré.  Efi'ective- 
ment,  les  deux  équations 

a  Y  -h  è  .r  +  c  =r  o,      a' y  H-  b'  x  -\-  c'  z=:o 

représentent  deux  droites  qui  deviennent  parallèles  lors- 
qu'on suppose  «=0,  a' =^  o.  L'ordonnée  du  point  d'in- 
tersection est  alors  infinie,  mais  l'abscisse  est  indéter- 
minée. 

Théorème  relatif  au  degré  de  multiplicité  des  solutions 
de  deux  équations  simultajiées  à  deux  inconnues . 

89.  Il  existe,  à  l'égard  des  solutions  multiples  d'un  sys- 
tème d'équations  simultanées,  un  théorème  analogue  à 
celui  qui  concerne  les  racines  multiples  des  équations  à 
une  inconnue.  Nous  allons  établir  ici  ce  théorème  en  nous 
bornant  au  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues  x  et  y. 

Soient 
(l)  /(.r,  j)=0,      F(.r,  j)=o 

deux  équations  des  degrés  m  et  n  respectivement  et  aux- 
quelles nous  supposons  la  plus  grande  généralité  possible. 
Pour  donner  à  ces  équations  la  solution  x  =  Xo,  j^^j-q, 
il  suffira  d'assujettir  les  arbitraires  contenues  dans^et  F 


(3 
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aux  deux  conditions 

(2)  /(-^o^Jol^O.      F(.ro,jo)— O. 

Cela  étant,  ordonnons  f[oc,j),  ¥  [x^j]  par  rapport  à 
X  —  Xq  et  j — Jq,  puis  posons 

il  est  évident  que  les  premiers  membres  des  équations  (  1  ) 
prendront  la  forme 

/(.r,j)  =  (.r-.ro)  ^1  (0 +f.^--^o)'l'2(0  +•  •  •+(-^— ^ol^T/ntOr 

%[t),  ^',[t)  étant  des  fonctions  entières  de  t,  la  première 
du  degré  u.  etla  seconde  du  degré  v  ;  dans  ce  qui  va  suivre, 
les  indices  /x  et  v  pourront  surpasser  m  et  n  respective- 
ment, mais  dans  ce  cas  on  fera  '^^■^[t]  :==  o,  ^v  (/)  =^0. 
Désignons  par 

une  fonction  entière  arbitraire,  d'un  degré  quelconque  5, 
des  deux  variables  x  etj,  et  que  nous  ordonnons  de  la 
même  manière  que  les  fonctions^et  F.  On  aura  identi- 
quement 

(4)    F  '>.  j)~/(-^.  J)  4'  l-^.  j)  =  (^-^o)  T,-l-  (.r-Xo)2T,-f-  .... 

en  posant,  pour  abréger, 

Ti=<ï>i«i-n>o[0?i(^)' 

T2  =  <I>2  W  -  [  tITo  (  0  ?2  (  0  +  ^1  (  0  ?1  (  0  ]' 

T3  =  *3  {f)  -  [t^O  (  0  ?3  (  0  +  '^l  (  0  ?2  (  0  -+-  ^2  (  0  ?1  {f)l 
> 

et  si  l'on  dispose  des  arbitraires  contenues  dans  les  fonc- 
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dons/'et  F,  ainsi  que  de  celles  contenues  dans  i|/,  de  ma- 
nière que  l'on  ait  identiquement 

(5)  Ti  =  0,        T,  =  0 T;,_i=:0, 

la  formule  (4)  deviendra 

Cela  posé,  supposons  qu'on  veuille  donner  aux  équa- 
tions proposées  la  solution ^  =  Xi,j)^==j'i;  il  suffira  que 
le  second  membre  de  la  première  formule  (3)  et  celui 
de  la  formule  (6)   se  réduisent  à  zéro  pour  x  =  X|    et 

t  =  — —\  ces  valeurs  de  :r  et  de  ^  devront  donc  satis- 

tr^  —  ,Vq 

faire  aux  deux  équations 

»  _  T/,  +  (.r  —  .ro  )  T/,^.i  +  .  .  .  =  o. 

K  Mais,  si  l'on  fait  varier  x^   Qi  J\   de   manière  que    ces 

i  quantités  tendent  vers  les   limites  Xq  Qi  Jq,   les    deux 

conditions  imposées  aux  arbitraires  se  réduiront  à  une 
seule  à  la  limite,  car  il  suffira  que  les  deux  équations 

.pi(^)=0,        T;,  =  0 

soient  satisfaites  par  la  même  valeur  de  t  ;  cette  valeur 
sera  égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport ^ — 

•^1  —  -^0 

quand^i  et  X\  tendent  vers  j^o  et  Xq.  Gomme  la  première 
des  équations  précédentes  est  du  premier  degré,  la  con- 
g,  dition  dont  nous  venons  de  parler  équivaut  à  celle  de  la 

divisibilité  de  T^par  ^\{t)\  enfin,  parce  que  Ty^  renferme 
le  terme  CTa_,  (z)  (p<  (z)  et  que  les  conditions  (o)  laissent 
TSk^i  {t)  indéterminée,  on  peut  supposer  cette  fonction 
choisie  de  manière  que  l'on  ait  identiquement 

(7)  T,  =  o. 

On  voit  donc  que,  si  l'on  dispose  des  quantités  quires- 
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tent  arbitraires  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  (7), 
on  augmentera  d'une  unité  (n°  86)  le  degré  de  multipli- 
cité de  la  solution  {^'o^yo)- 

Ilrésulte  de  là  que  les  formules  (5)  donnent  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  degré  de  mul- 
tiplicité de  la  solution  (xojjKo)  soit  égal  à  A  ;  ces  mêmes 
formules  expriment  qu'il  existe  une  fonction  (|>  (^x,j)  telle, 
que  l'équation  (6)  ait  lieu  identiquement.  Il  faut  remar- 
quer que  le  polynôme  T>i  n'est  pas  divisible  parQpi(i).  à 
moins  que  le  degré  de  multiplicité  de  la  solution  (^ojj'^o) 
ne  soit  supérieur  à  /r  ;  en  outre  il  est  évident  qu'en  dis- 
posant de  la  fonction  indéterminée  Uh_i  (t),  on  pourra 
réduire  T^  à  une  constante  différente  de  zéro. 

Remplaçons  Z  par  sa  valeur  ■ —  •>  la  formule  (6)  de- 

viendra 

(8)  F(.r,  j)  —f[,T,x)-i^(.T,j)  =zy^[.T,f), 

y^[x,j-)  étant,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  un 
polynôme  de  la  forme 

OÙ  G  et  Gp^  g  désignent  des  coefficients  constants  et  où  le 

signe  \  embrasse   un  nombre  limité    de    termes  dans 

chacun  desquels  le  degré  p-h  (/  est  supérieur  à  A . 

Nous  emploierons  les  caractéristiques  D„,  D^  pour  re- 
présenter les  dérivées  de  nos  polynômes  prises  par  rapport 
kxetkj  respectivement;  ainsiD^F(:c,  j-),  D^F  (x,  j^) 
désigneront  les  dérivées  deF(x,  j^)  relativement  à  ^  et 
àj.  Gela  posé,  si  dans  l'identité (8)  on  remplace  x  par 
X  -hh,  et  qu'on  égale  les  coefficients  de  la  première  puis- 
sance de  h  dans  les  deux  membres,  il  viendra 

(10)    D^F(.r,j)— /(.r,j)D^^(.r,  j)— r^x,  j)D^/(.r,7)  =ï)^j(^{x,jr 
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on  aura  aussi,  en  opérant  de  la  même  manière  à  l'égard 
de  j, 

(■I  l)   DyF(^,  j)-/(.r,  j)D^^(.r,  j)  -^K.r,  r)D^  /(.r,  j)  =  D^  X  [^^  X 
Nous  poserons 

(12)  F,(.r,j)  =  D^/(.r,j).D,F(.r,j)-D,/(.r,j).D^F(.r,j) 

el  nous  ferons  en  même  temps,  pour  abréger  l'écriture, 

n!.i(.r,j)=:Dy/(:r,j).D,.î;(.r,j)-D,/(.r,j).D^^(.r,j), 

Alors,  en  ajoutant  entre  elles  les  équations  (lo)et(i  i) res- 
pectivement multipliées  ^2iV -^T) yj {x ,j)  et — T)xf[jc,j), 
on  trouvera 

(13)  Fi(^,  j)— /(.r,  j)^l(.r,j)  =;^,  (.r,  j). 

Les  termes  du  premier  degré  en  x — Xo  etj^  —  Yq  dans 
f[oc,j)  ont  pour  somme  [x — Xq)  (^^  [t),  et  la  dérivée  de 
cette  somme  par  rapport  ky  est  égale  au  coefficient  ^  de  t 
dans  9i(/),  coefficient  que  toute  notre  analyse  suppose 
différent  de  zéro.  Il  en  résulte  que  -/^^  {j^^yT)  contiendra  le 
terme  kgG(x  —  Xo)^~'  avec  d'autres  termes  qui  seront 
tous  d'un  degré  supérieur  k  k — i  par  rapport  k  x  —  Xo  et 
Y  — Jo  ;  cette  fonction  Xi  ('^^  J')  aura  donc  la  forme 

(i4)  XiK  J)  =  H  (•^— ^o)'-^+^H,„,  (  -^  -  --^o  y  (  J  -  Jo)^ 

HetHp^^  étant  des  constantes,  et  la  somme/?-!- y  étant 
supérieure  à  A—  i . 

Les  formules  (i3)  et(i4)  montrent  que  {xo,jo)  est  une 
solution  multiple  d'ordre  k  —  i  pour  les  équations  simul- 
tanées 

Fi(.r,  j)  =0,     /(.r,  jr)  —  o. 

Ce  résultat  subsistera  lorsqu'on  donnera  des  valeurs  par- 
ticulières aux  quantités  qui  restent  arbitraires  dans  F  et 
dans/',  lors  même  que  ces  valeurs  feraient  disparaître  t  de 

S.—  Jlg.sup.,  l.  ,3 
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cp<  [t),  pourvu  c  ependant  que  (f,  (f)  ne  se  réduise  pas  à 
zéro.  On  évitera  efTectivement  ce  cas  si  l'on  reprend  l'ana- 
lyse qui  précède,  après  y  avoir  changé  les  lettres  x  et  y 
l'une  dans  l'autre. 

Mais,  si  (fi  (t)  se  réduit  identiquement  à  zéro,  la  conclu- 
sion précédente  ne  peut  pas  être  maintenue  ;  dans  ce  cas, 
les  deux  équations 

admettent  la  solution  x=:X(i,  j  =J"o- 

Gomme  rien  ne  distingue  les  équations  (i)  l'une  de 
l'autre,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  que  nous 
avions  en  vue  : 

Théorème.  —  Soient  f[x^  y)  =  o,  F  (j:,  j-)  =  o 
deux  équations  simultanées ,  et  F<  {x,j)  la  différence 
Dr/(^,  j)  D,F(^,j^)-D,/(ar,j)  D^F(.r,j).  Si 
les  équations  proposées  admettent  la  solution  x  =  Xq, 
Y  =.jrQ  avec  un  degré  de  multiplicité  k,  les  équations 
Fi[Xj,j)  =0,  f  [x^  j)  =  o  admettront  la  même  solu- 
tion avec  uji  degré  de  multiplicité  précisément  égal  à 
h —  I,  à  moins  que  cette  solution  n  appartienne  aux 
deux  équations  Dj.f(^x,j)=  o,  DyJ\x,j)  =  o.  Pa- 
reillement les  équations¥x[x,j)  =:  o,  F(j:',j)  =o  ad- 
mettront la  solution  X ---Xq,  y  =^jo  avec  le  degré  de 
multiplicité  k  —  i ,  à  moins  que  les  deux  équations 
T>xF  [jc,  j)  =^  o,  T)y¥  [x,  y)  =^  o  liaient  cette  même 
solution. 

On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  une  solution  multiple 
des  équations /(j:,  j  )  =  o,  ¥[x,  j)  =::=  o  satisfait  néces- 
sairement à  l'équation 

D^/(.r,j).D,F(.r,j)-D,/(.r,j).DyF(.r,j)  =  o. 

90.  La  proposition  que  nous  venons  d'établir  comprend 
le   théorème  qui  se  rapporte  aux  racines  multiples  des 
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équations  à  une  seule  inconnue;  car,  si  on  l'applique 
aux  deux  équations  f(oo)  :=^  o,  y  =  o,  dont  la  première 
a  k  racines  égales  à  Xo,  elle  indiquera  que  l'équation 
f  i^x)  =  o  a  A  —  I  racines  égales  à  Xq, 

Mais  le  nouveau  théorème  n'a  pas  une  étendue  aussi 
grande  que  le  premier,  car  nous  avons  exclu  le  cas  d'une 
solution  multiple  qui  satisferait  aux  quatre  équations  ob- 
tenues en  égalant  à  zéro  les  dérivées  relatives  k  x  el  k  y 
des  premiers  membres  des  équations  proposées.  Ce  cas 
est  celui  dans  lequel  la  solution  que  l'on  considère  est 
une  solution  multiple  de  chacune  des  équations  prises 
séparément.  En  effet,  si  l'on  pose,  comme  au  n^  89, 

et  que  la  fonction  y  (x,  ^)  du  degré  m  puisse  se  mettre 
sous  la  forme 

ç^/f  [t)  étant  d'un  degré  égal  à  k,  parmi  les  racines  de 
l'équation 

n  (0  +  •  •  •  +  (^  —  •^o)"^-^''<Pm  [t]  ^  O, 

il  y  en  aura  k  qui  tendront  vers  des  limites  finies  quand 
on  fera  tendre  x  vers  Xq,  d'où  il  résulte  que  k  solutions 
de  l'équation  y (^,j^)  =  o  viendront  se  confondre  à  la 
limite  avec  la  solution  (xo,j^o)-  Si  l'on  suppose  que  ^  etj^ 
représentent  des  coordonnées  rectilignes  on  pourra  dire 
que  le  point  ( Xq  ,  Jq  )  est  un  point  multiple  d'ordre  k  pour 
la  courbe  représentée  par  l'équationy(x,  j  )  =  o. 

Nous  avons  cru  utile  de  faire  cette  indication,  mais 
nous  n'entrerons  point  dans  l'examen  des  détails  du  cas 
singulier  dont  il  vient  d'être  question.  Remarquons  seu- 
lement que,  si  deux  équations 

/(.r,  jr)— o,      F(x,  j)r=0 

i3. 
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admettent  la  solution  [jtq,  Jq)  avec  le  degré  de  multipli- 
cité k,  mais  que  cette  solution  soit  simple  pour  chaque 
équation  prise  séparément,  on  pourra  remplacer  l'une 
des  équations  par  une  autre  pour  laquelle  la  solution 
(•^oO'o)  ^^^  ^^  degré  de  multiplicité  A^  Il  est  évident,  en 
effet,  qu'à  la  dernière  des  deux  précédentes  équations 
on  peut  substituer  la  suivante  : 

1^  l-^,  j)  — /C-^,  j)  ^  i-^.  j)  =  o, 

qui  remplira  la  condition  requise  si  l'on  détermine  la  fonc- 
tion ^  (^,  j  )  comme  on  l'a  expliqué  au  numéro  précédent. 

^application  de  la  théorie  du  plus  grand  commun  dii^i- 
seur  à  la  recherche  des  solutions  communes  à  deux 
équations  à  deux  inconnues. 

91 .  La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  fournit 
une  méthode  très-simple  pour  ramener  la  résolution  de 
deux  équations  à  deux  inconnues  à  celle  d'un  ou  de  plu- 
sieurs systèmes  dans  lesquels  l'une  des  équations  ne  ren- 
ferme qu'une  seule  inconnue.  Nous  allons  exposer  ici 
cette  méthode. 

Soient 

(i)  Vi^^ro,     V,  =0 

deux  équations  algébriques  entre  les  inconnues  x  et  y. 
Si  les  polynômes  Vj  et  Vo  sont  décomposables  en  fac- 
teurs, de  manière  que  l'on  ait 

Vi  =  Y['^  Vf  .  .  .  V^.^),     Y,  =  Y['^  Y^'  .  .  .  yw, 

il  est  évident  que  la  recherche  des  solutions  du  sys- 
tème (i)  se  ramènera  à  celle  des  solutions  des  p.v  sys- 
tèmes 

(2)  V(/^=o,     Y[p  =  o, 
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les  indices  supérieurs  i  et  j  pouvant  recevoir  les  valeurs 
î,  2,  .  .  . ,  ^  et  1,  2.,  .  .  . ,  V  respectivement. 

Si  les  équations  qui  composent  l'un  des  systèmes  (2) 
rentrent  l'une  dans  l'autre,  ce  système  sera  indéterminé 
et  la  même  chose  aura  lieu  à  l'égard  du  système  proposé. 

Si  les  équations  (2)  ne  renferment  l'une  et  l'autre 
qu'une  seule  inconnue,  x  par  exemple,  elles  seront  in- 
compatibles et  elles  ne  fourniront  aucune  solution  des 
équations  proposées,,  à  moins  que  leurs  premiers  mem- 
bres n'aient  un  diviseur  commun.  Alors,  si  l'on  prend 
l'une  des  valeurs  de  x  qui  annulent  ce  diviseur  commun, 
avec  une  valeur  arbitraire  de  y,  on  satisfera  évidemment 
aux  équations  (i)  ;  ce  cas  est  compris  dans  le  précédent. 

Si  les  équations  (2)  renferment  seulement,  l'une  Fin- 
connue  X,  l'autre  l'inconnue  j,  chacune  d'elles  aura 
autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré,  et  en 
combinant  successivement  chaque  racine  x  avec  chaque 
racine j^,  on  obtiendra  tous  les  systèmes  de  solutions  des 
équations  (2). 

Enfin,  si,  l'une  des  équations  (2)  renfermant  les  deux 
inconnues,  l'autre  n'en  contient  qu'une  seule,  x  par 
exemple,  celle-ci  admettra  une  ou  plusieurs  racines,  et 
la  première  équation  fournira  une  ou  plusieurs  valeurs 
de  j-  correspondant  à  chaque  racine  x.  La  recherche 
des  solutions  des  équations  simultanées  (2)  n'offre  donc 
alors  que  les  difficultés  du  problème  de  la  résolution 
d'une  équation  à  une  inconnue. 

En  général,  avant  de  procéder  à  la  recherche  des  solu- 
tions des  équations  proposées  (i),  il  conviendra  de  dé- 
barrasser leurs  premiers  membres  des  facteurs  fonctions 
de  X  ou  fonctions  de  y  que  ces  polynômes  peuvent  ad- 
mettre. On  appliquera  à  cet  effet  la  méthode  du  n*^  47  ; 
par  exemple,  pour  avoir  les  facteurs  de  V^  qui  ne  dé- 
pendent que  de  x,  on  ordonnera  ce  polynôme  par  rap- 
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port  à  j-,  ensuite  on  cherchera  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  des  coefficients,  puis  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  ce  premier  plus  grand  commun 
diviseur  et  un  troisième  coefficient,  et  ainsi  de  suite. 
Cette  opération  ayant  été  exécutée,  on  sera  ramené,  d'a- 
près ce  qui  précède,  au  cas  de  deux  équations  dont  les 
premiers  membres  n'ont  aucun  diviseur  fonction  d'une 
seule  inconnue. 

92.  On  est  naturellement  conduit,  comme  on  va  le 
voir,  à  appliquer  la  méthode  du  plus  grand  commun  di- 
viseur dans  la  recherche  des  solutions  communes  à  deux 
équations. 

Soient 

(i)  V,=ro,     V^^o 

les  équations  proposées  entre  les  inconnues  x  elj.  Con- 
formément à  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  nous 
admettrons  que  les  polynômes  V<  et  Vo  n'ont  aucun  divi- 
seur commun  ;  ces  polynômes  ayant  été  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  j^,  supposons  que  le 
degré  de  V]  par  rapport  kjne  soit  pas  inférieur  au  degré 
de  Vo.  Divisons  V<  par  Vo,  et  désignons  par  Q,  le  quo- 
tient, par  V3  le  reste  de  la  division  ;  on  aura 

Si  la  division  n'a  introduit  aucun  dénominateur  fonction 
de  X,  Q<  et  V3  seront  des  fonctions  entières;  par  suite, 
les  valeurs  simultanées  de  x  et  de  7^  qui  annulent  V2 
donneront 

Vi=::V3, 

et,  en  conséquence,  le  système  proposé  (i)  admettra  les 
mêmes  solutions  que  le  système  formé  des  équations 

(2)  ¥2=0,       V3=rO, 

qui  est  évidemment  plus  simple. 
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Supposons,  d'après  cela,  que  l'on  opère  sur  les  poly- 
nômes Yi  et  Vo,  comme  s'il  était  question  de  chercher 
leur  plus  grand  commun  diviseur;  on  sera  conduit  à  une 
suite  d'égalités  telles  que 

Vi      =V,      Q,      -I-V3, 


''^«—2  —   '^«—1  Nd«— 2  ^     ^  n  '> 


V3,  V',,  .  .  .  Yn  sont  des  fonctions  entières  dej  dont  les 
degrés  formeront  une  suite  décroissante,  et  la  dernière 
fonction  Yn  est  indépendante  de  y.  Si  aucune  des  divi- 
sions qu'on  vient  d'exécuter  n'a  introduit  de  diviseurs 
fonctions  de  x,  en  sorte  que  Q^,  Qo,  .  .  . ,  Q,^  soient  des 
fonctions  entières  de  jcetdej",  ainsi  queVs,  V/, ,  .  .  . ,  Ym 
il  est  évident  que  les  solutions  du  système  (i)  seront  les 
mêmes  que  celles  du  système 


dans  lequel  l'une  des  équations  ne  renferme  que  l'in- 
connue X,  et  celle-ci  sera  l'équation  finale  qui  résulte  de 
l'élimination  de  y  entre  les  proposées. 

Mais,  le  plus  souvent,  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  V<  et  Vo  introduit  des 
dénominateurs  fonctions  de  x;  dans  ce  cas,  les  conclu- 
sions précédentes  ne  subsistent  pas.  Si,  par  exemple,  la 
division  de  Yi  par  Vo  introduit  de  tels  dénominateurs, 

N 
le  quotient  Qi  sera  de  la  forme  —5  N  etD  étant  des  fonc- 
tions entières  ;  on  aura 

N 

et  l'égalité  Vi  =  V3  n'aura  plus  lieu  nécessairement  pour 
les  valeurs  de  x  et  y  qui  annulent  V2,  parce  que  le  dé- 
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nominateur  D  peut  alors  se  réduire  aussi  à  zéro.  Tou- 
tefois, on  évitera  les  dénominateurs  fonctions  de  x,  si, 
avant  de  commencer  la  division,  on  multiplie  le  poly- 
nôme Vi  par  une  fonction  entière  X  de  x,  convenable- 
ment choisie  ;  on  aura  alors 

Les  solutions  des  équations  Y ^  --  o,  V2  =  o  sont  com- 
prises parmi  celles  des  équations  Vo  =  o,  V;;  =:  o;  mais 
ces  dernières  admettent  en  outre  les  solutions  des  équa- 
tions X 1=  o,  V-=:o;  donc,  quand  on  remplacera  le 
système  (i)  par  le  système  (2),  on  ne  supprimera  aucune 
des  véritables  solutions,  mais  on  pourra  en  introduire 
qui  soient  étrangères  à  la  question. 

Il  était  important  d'éviter  ces  solutions  étrangères  in- 
troduites parla  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur. 
M.  Labatie  a  fait  connaître  en  1882  im  théorème  que 
nous  allons  exposer  et  qui  remplit  cet  objet  de  la  manière 
la  plus  heureuse. 

Théorème  de  M.  Lahatie. 

93.  Soient  Vj  et  Y 2  deux  fonctions  entières  de  x  et 
de  j  qui  n'ont  pas  de  di\^iseur  commun  et  qui  ne  ren- 
ferment aucun  facteur  indépendant  de  j ;  ordonnons 
Vi  e^  Vo  par  rappoit  à  j  et  opérons  sur  ces  polynômes 
comme  s'il  était  question  de  chercher  leur  plus  grand 
commun  dii^iseur,  en  ayant  soin  :  i"  de  multiplier  cha- 
que dividende  par  une  fonction  entière  de  x,  choisie  de 
manière  à  épater  les  dénominateurs  fonctiojis  de  cette 
inconnue;  2^  de  débarrasser  chaque  reste  des  facteurs 
indépendants  dey  qu'il  peut  a^oir,  a^ant  de  le  prendre 
pour  diuiseur. 

Soient  Uf^  U2,   .  .  .,  m«  les  multiplicateurs  ainsi  em- 


SECTION    I.    CHAPITRE    IV.  201 

plojés,  Q,,  Qo,  .  .  . ,  Q^  les  quotients  obtenus  dans  les 
divisions  successives  y  ei  V3  ^^^ ,  V4  (^2  ?  •  •  •  ?  ^n-h\  ^n~\,  ^n  les 
restes  de  ces  divisions;  le  deimier  reste  Va  est  indépen- 
dant dey,  et,  dans  ceux  qui  le  précèdent,  v^,v-2,  ...,  Vn-\ 
désignent  des  facteurs  fonctions  de  x  seule,  de  manière 
que\^,Y  ;,j  .  .  . ,  V,?_,_|  ne  renferment  aucun  facteur  in- 
dépendant de  y. 

Soient  encore  d^  le  plus  grand  commun  diviseur  de 

Ui  et  de  Vi,  a<^  celui  cie  — ,—  et  de  Vo,  d^  celui  de  — r-V- 

et  de  v-;^,  ,  .  . ,  dji  celui  de  " et  de  Vn- 

Cela  posé,  on  obtiendra  toutes  les  solutions  com- 
munes des  deux  équations 

(i)  Vi  =  o,     V,=o, 

sajis  aucune  solution  étrangère,  en  prenant  les  solutions 
de  chacun  des  n  systèmes 

On  a  les  égalités 

,0A  U3V3=V4Q3+V5P„ 


qui  seront  toutes  comprises  dans  la  suivante  : 

si  l'on  attribue  à  y.  toutes  les  valeurs  1,2,  .  .  . ,  /i  et  que 
l'on  prenne  V„^2  égale  à  l'unité. 
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Les  multiplicateurs  ii^^  peuvent  être  choisis  de  ma- 
nière que  u,^  et  ^^  n'aient  aucun  diviseur  commun;  par 
exemple,  si  le  plus  grand  commun  diviseur  d ^  de  u^  et  de 
v^  ne  se  réduit  pas  à  l'unité,  le  produit  Vo  Qj  sera  divi- 
sible par  d^,  d'après  la  première  des  égalités  (3),  et  ce 
produit  s'annulera  si  l'on  prend  pour  x  l'une  des  racines 
de  l'équation  d >  =  o  ;  mais  le  polynôme  Vo  ne  peut  être 
nul,  puisqu'il  n'a  aucun  diviseur  indépendant  àe  j\  donc 
il  faut  que  Qj  s'annule,  et  en  conséquence  Qi  est  divi- 
sible par  f/|,  quel  que  so'ilj.  Il  résulte  de  là  qu'au  lieu 

du  multiplicateur  zf|  on  aurait  pu  choisir --^;  dans  les  ap- 

"1 

plications  du  théorème  de  M.  Labatie,  il  conviendra  tou- 
jours d'adopter  les  multiplicateurs  les  plus  simples;  ce- 
pendant la  démonstration  que  nous  allons  présenter  ne 
suppose  point  que  l'on  ait  pris  cette  précaution. 

Si,  entre  les  fx  —  i  premières  des  égalités  (3),  on  éli- 
mine Vo,  V3,  .  .  .,  V,;,_i,  il  est  évident  que  le  produit 
U{  Wo  •  •  •  "ii-i  ^ \  se  trouvera  exprimé  par  la  somme  des 
polynômes  V,^,  Vj,+i,  multipliés  chacun  par  une  fonction 
entière,  et  il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  divise  par 
r/|  c?2  •  •  •  '^'^a-i  l'égalité  ainsi  obtenue,  elle  prendra  la  forme 

G.,_i  et  G,^_2  désignant  des  fonctions  entières.  D'abord, 
pour  ^  =  2,  cette  formule  devient 

«1  «1 

et  elle  coïncidera  avec  la  première  des  égalités  (3),  si  l'on 
divise  celle-ci  par  d^  et  que  l'on  pose 

(5)  G,  =  .,     G.r=J|; 
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cette  valeur  de  G<  est  entière,  car,  ainsi  que  nous  l'avons 
montré  plus  haut,  Q<  est  divisible  par  df.  D'après  cela, 
pour  établir  la  formule  (4),  il  suffît  de  montrer  que,  si 
elle  a  lieu  pour  une  valeur  de  f/,  elle  subsiste  encore  pour 
la  même  valeur  augmentée  de  i .  A  cet  effet,  multiplions 

la  formule  (4)  par  y  et  remplaçons  ensuite  u^V^^  par  sa 

valeur  tirée  des  égalités  (3),  savoir 

si  l'on  pose,  pour  abréger, 
il  viendra 

Z/i  Z/2-   •   -"lA-l 


/       ,  /  7~  ^''l  —  ^1^  ^1^-f  1  +  ^1^-1  ^P-+2   -J    5 

d^  cU_.  .  .  r/,^_i  d^^  '^     ■  d^ 

par  hypothèse,  Gjj^_i  est  une  fonction  entière;  donc,  à 
cause  de  la  précédente  égalité,  le  produit  Qx^  Vj^^_i  est 
pareillement  une  fonction  entière,  ce  qui  exige  que  Gj^le 
soit  aussi,  puisque  V^,^,  n'a  pas  de  facteurs  indépendants 
dej^.  La  formule  précédente  se  déduit  de  la  formule  (4) 
en  remplaçant  [x  par  [l-\-\\  donc  notre  assertion  se  trouve 
justifiée.  En  même  temps,  on  voit  que  les  fonctions  Go, 
Go,.  .  .  seront  données  successivement  par  la  formule  (6), 
en  partant  des  valeurs  connues  de  Gq  et  de  G<. 

Le  polynôme  Vo  est  lié  aux  fonctions  V^  et  V,j,+i  par 
I  une  relation  analogue  à  la  formule  (4).  On  a  effective- 

ment 

"1  "2  •  •  •  "p.— 1  ";JL— 1 

H,j.-_i  et  H,,_2   désignant  des   fonctions  entières.   Cette 
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formule  se  déduit  de  la  formule  (4)  en  changeant  dans 
celle-ci  V<  en  Vo  et  en  remplaçant  la  lettre  G  par  H  ; 
donc  le  raisonnement  qui  a  servi  pour  établir  la  for- 
mule (4)  prouve  que,  si  notre  nouvelle  assertion  s'ap- 
plique à  une  valeur  de  [x,  elle  subsiste  pour  la  même  va- 
leur augmentée  de  i.  Le  même  raisonnement  montre 
encore  que  l'on  a 


H, 


^a-l  <^Aj 


Or  la  formule  (y)  se  réduit  à  une  identité,  pour  ^=z  i, 
si  l'on  fait 


(9)  H»-=o.     H,=  ;^; 


donc  elle  est  générale,  et  en  partant  des  valeurs  (9)  de 
Ho  et  de  H^,  la  formule  (8)  déterminera  toutes  les  fonc- 
tions entières  H„. 

r 

En  retranchant  les  égalités  (6)  et  (8)  l'une  de  l'autre, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  Hj^_^  et 
G„_,,  on  obtient 


•\x-ï1 


Gi*H^_i  —  IT,^  G,,_i  =  —  'T-'-'f  (  (j;^-i  H;j,_2  —  Hp,_i  G;j,_2  )  ; 

remplaçons  iJ.  successivement  par  2,  3,  .  .  . ,  fji  et  multi- 
plions entre  elles  les  [x  —  i  égalités  résultantes,  il  viendra 

G,TI,_,  -  H,G,_,  =  ,~iy       (G.IIo  -  II. Go)  7^;;^^-^^^  d,d,,..d^, 
ou,  à  cause  des  formules  (5)  et  (9), 


10)     GjJVi  — Hj^G, 


,^-— 1 


d^  de,  ... d^     di d.2 


Enfin,  si  l'on  retranche  les  formules  (4)  et  (7)  l'une 
de  l'autre,   après  avoir  multiplié  la  première  par  H,^_i 


SECTION    1.   --     CHAPITRE    IV.  2o5 

et  la  seconde  par  G,^_^,  il  viendra 

=  -  (  G.,_,  H,_,  -  G,_,  H,_,  )  V,+i  -^  ; 

"jX — 1 

et,  ayant  égard  à  la  formule  (lo),  on  aura  simplement 

(m)        H,_,V,-G,_,V,=:(-i)^^^...itiv,^,; 
en  particulier  pour  ^  =  Ji  -\-  i,  on  a 

(12.)  H„V,-G„V,z=(-i 


n-i 


Les  formules  (4),  (7),  (n)  et  (12),  que  nous  venons 
de  tirer  des  égalités  (3),  fournissent  immédiatement  la 
démonstration  du  théorème  de  M.  Labatie. 

Ln  eliet,  les  lonctions  — -— j —  et  -i —  n  ayant  au- 

cun  diviseur  commun,  les  formules  (4)  et  (7)  montrent 
que   les   valeurs   de   ^    et    de   j^    qui    annulent   Vj^,   et 

-j^-  annulent  nécessairement  Vi  et  Vo  ;  donc,  en  pre- 

mier  lieu,  toutes  les  solutions  des  divers  systèmes  (2) 
sont  des  solutions  des  équations  (i). 

En  second  lieu,  si  des  valeurs  simultanées  de  x  et  de  r 
annulent  \ ^  et  Vo,  la  valeur  de  x  annulera,  d'après  la 

formule  (12),  l'une  au  moins  des  fonctions  —,  —,  . •  • ,  —  • 

^1    d^  d^ 

Si  la  première  de  ces  fonctions  s'annule,  les  valeurs  de 
X  et  de  y  que  nous  considérons  seront  des  solutions 
du  premier  système  (2);  supposons  généralement  que 

■j-  soit  la  première  fonction  qui  s'annule;  alors  la  for- 

mule  (11)  montre  que  Vp.4-i  doit  s'annuler,  et  en  consé- 
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quence  les  valeurs  de  x  et  dey  qui,  par  hypothèse,  satis- 
font aux  équations  (i),  satisferont  également  à  celui  des 
systèmes  (2)  qui  occupe  le  ^l^^^^^  rang.  Donc  :  toutes  les 
solutions  des  équations  (i)  satisfont  à  l'un  au  moins 
des  systèmes  (2),  ce  qui  achève  la  démonstration  du 
théorème  énoncé. 

Remarque.  —  Le  théorème  de  M.  Labatie  donne  les 
diverses  solutions  des  équations  proposées,  avec  le  degré 
de  multiplicité  qui  leur  convient;  mais  cette  proposition 
nouvelle  ne  me  paraît  pas  avoir  une  importance  assez 
grande  pour  que  je  m'arrête  à  en  présenter  la  démonstra- 
tion. 

94.  Le  théorème  qui  précède  se  rapporte  exclusivement 
aux  solutions  finies  et  déterminées  des  équations  propo- 
sées. Pour  avoir  les  systèmes  de  solutions  déterminées 
dans  lesquelles  la  valeur  de  y  est  infinie,  il  suffit  d'or- 
donner les  équations  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  y,  et  de  chercher  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  les  coefficients  du  premier  terme  de  l'une  et 
de  l'autre  équation.  On  égalera  ce  plus  grand  commun 
diviseur  à  zéro,  et  les  racines  de  l'équation  obtenue  se- 
ront les  valeurs  cherchées  de  x. 

On  procédera  d'une  manière  semblable  pour  trouver 
les  solutions  dans  lesquelles  la  valeur  de  x  est  infinie. 

uépplication  de  l' élimijiation  à  la  transformation  des 
équations. 

95.  Le  problème  que  l'on  a  en  vue,  dans  la  trans- 
formation des  équations,  peut  être  énoncé  de  la  manière 
suivante  : 

Etant  donjiée  une  équation  f[z)z=io  du  degré  m, 
dontles racines sontreprésentéespar z ^y  ^r^,  .  .  .,Zni,for- 
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mer  une  équation  F  [u)  =  o  dont  chaque  racine  u  s' ex- 
prime par  une  fonction  rationnelle  donnée  cf  (  z  i ,  -^^  ?  •  •  •  >  -  J 
de  [Â  racines  de  la  proposée. 

Il  est  évident  que  la  solution  de  ce  problème  s'obtiendra 
en  éliminant  les  /:x  quantités  z^,  Z'^,  .  .  .  ,z^  entre  lesiix  -4-  i 
équations 


Zi 


,   .  .  .  ,  ^^j. 

En  traitant  la  question  à  ce  point  de  vue,  chacune  des 
racines  z^,  Z2,  .  .  . ,  z^  est  considérée  comme  avant  ?n 
valeurs  différentes,  et,  par  suite,  u  doit  avoir  en  général 
m^  valeurs  distinctes;  l'équation  finale  en  u  sera  donc 
du  degré  m^.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  s'impose  la  con- 
dition que  les  quantités  Zt,  Z2,  .  .  . ,  z.^  soient  distinctes, 
sauf  le  cas  où  la  proposée  aurait  des  racines  égales,  on 
obtiendra  une  transformée  qui  sera  compliquée  de  solu- 
tions étrangères  à  la  question.  On  peut  cependant,  dans 
chaque  cas,  diriger  le  calcul  de  l'élimination  de  manière 
à  éviter  ces  solutions  étrangères,  mais  le  plus  souvent  il 
est  préférable  de  résoudre  le  problème  de  la  transforma- 
tion par  une  autre  méthode  qui  sera  exposée  dans  la 
Section  II.  Nous  nous  bornerons  ici  à  présenter  deux 
exemples. 

96.  Problème  I.  —  Etant  donnée  une  équation 
f[z)  =■  o  du  degré  m,  former  une  équation  Y  i^u)  =  o 
dont  les  racines  soient  les  sommes  prises  deux  à  deux 
des  racines  de  la  prennere  équation. 

Désignons  par  z  et  par  z^  une  racine  quelconque  de 
réquationy(^)  =  o.  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 
l'équation  en  u  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  z  et  z^ 
entre 

/(^j—  o,      f[z^)  —  Q,        U—Z-\-Zy, 
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OU  le  résultat  de  l'élimination  de  z  entre  les  deux 

Mais  ce  système  peut  lui-même  être  remplacé  par  le  sui- 
vant, 

/(z)  =  o,      /(„_,)_/(s)=.o, 

dans  lequel  la  deuxième  équation  a  pour  premier  membre 
le  produit  de  deux  fonctions  entières,  savoir 

f[u-z]-f[z] 
—— et     u  —  iz. 

U  2  2 

Il  s'ensuit  que  l'équation  finale  en  w,  relative  aux  deux 
équations  qui  précèdent,  sera  le  produit  des  deux  équa- 
tions finales  qui  se  rapportent  respectivement  aux  deux 
systèmes 

(0  /(.)=o,     -^i^il-^y^o 

u  1Z 


et 


)  /(z)r=0,        U  ~  1Zz=.Q. 


L'équation  qui  résulte  de  l'élimination  de  u  entre  les 
équations  de  ce  dernier  système  est 


et  elle  a  pour  racines  les  doubles^  -t- z^  z,  -4-  ^i,  .  .  .  des 
racines  de  l'équation  proposée.  Gomme  on  a 

u  —  'iz  ^  '  1.2  ^  ^  i  1 .  .  .m  ^  ' 

on  voit  que  l'équation  demandée  s'obtiendra  par  l'élimi- 
nation de  u  entre  les  deux  équations 
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quant  au  degré  de  cette  équation,  on  voit  a  priori  qu'il 
doit  être  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  choses 

deux  a  deux,  c  est-a-dire  égal  a  — ^ 

S'il  s'agit  de  l'équation  du  deuxième  degré 

f[z)  ^^z^  ^pz^  q  =0, 
on  aura 

f'{z)  =  iz-i-_p,  r{z)  =  :i. 

La  deuxième  des  équations  (3)  se  réduit  à 

M  -t-/?  =  o, 

et,  comme  elle  ne  renferme  pas  z,  elle  n'est  autre  que 
l'équation  demandée  ;  ce  résultat  est  évident. 

Dans  le  cas  du  troisième  degré,  la  méthode  générale 
est  susceptible  de  simplification  ;  car,  soit  l'équation 

f[z)  =^  z^  -{- pz'-  -{-  q z  -^  r  —  o, 

et  désignons  par  ^,  Zf,  z^  les  trois  racines.   Si  l'on  fait 
Zi  -\-  Z2==  u,  on  aura  z  =^  —  u  —  p,  et,  par  suite, 

cette  équation  est  précisément  la  transformée  demandée. 

97.  Problème  II.  —  Etant  donnée  une  équation 
f[z)  =  o  du  degré  m,  former  une  équation  ¥[u)  y~  o, 
dont  les  racines  soient  les  différences  deux  à  deux  des 
racines  de  la  proposée. 

Désignons  comme  précédemment  par  z  et  par  z^  une 
racine  quelconque  de  l'équation  y(^)  =  o;  l'équation 
en  u  s'obtiendra  en  éliminant  z  et  Zi  entre 

/(z)=rO,      /(2;i)=:0,       U  =  Z^  ~  z, 

ou,  en  éliminant  z  entre  les  deux 

/(z)z=:0,      /(«-f-z)=rO. 
S.,  Alg,  sup.  ~-  I.  ^l^ 
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Ce  système  peut  être  remplacé  par  le  suivant  : 

lequel  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 

(i)  f[z)=o, ==o, 

(2)  /[z)=:0,        U  =  0. 

Les  systèmes  de  solutions  du  système  (2)  sont  formés 
d'une  quelconque  des  racines  z  de  la  proposée  et  d'une 
valeur  nulle  de  u;  quant  aux  équations  (i),  elles  peuvent 
être  écrites  sous  la  forme 


,/«— 1 


/(.)  =0,    /'  [z)  +  --/"  (.)+...+  /".(.)  =  o; 


1.2 


elles  donneront  pour  équation  finale  la  transformée 
F  (li)  =  o  que  l'on  clierclie,  et  celle-ci  n'aura  de  racines 
nulles  que  si  la  proposée  a  des  racines  égales. 

On  reconnaît  a  piiori  que  le  degré  de  l'équation  de- 
mandée est  égal  au  nombre  des  arrangements  de /72 choses 
deux  à  deux,  c'est-à-dire  égal  à  m  [ni —  i)  ;  en  outre,  il 
est  évident  que  les  m[irL  —  i)  racines  de  cette  équation 
formeront  des  couples  tels  que  z — ^ ,  =zu^,Zx  — z^^  —  if , 
de  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires,  en  sorte  que 

1                1            ^    .    ^    m  (m  —  I )  ^ 
son  premier  membre  sera  le  produit  de  - — ^ lacteurs 

de  la  forme  u-  —  u],  et  il  ne  renfermera  que  des  puis- 
sances paires  de  u.  L'équation  F  (ïi)  r=  o  s'abaissera  donc 

777    [   777    T  I 

au  degré  — ^ en  posant  u-  =^  v\  l'équation  en  v  est 

dite  V équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 
la  proposée. 
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Exemple.  —  Appliquons  ce  qui  précède  à  l'équation 
du  troisième  degré 

(i)  2;=^  +  P2-  + Q3 -f-R  =  o. 

p 

Si  l'on  remplace  z  par  z —  --->  et  que  l'on  pose  (n°62) 

P2       ^  2P»       PQ       ^ 

cette  équation  se  réduira  à 

{2)  Z^  _^p2  -f- <jr  =  0. 

Les  racines  de  l'équation  (2)  sont  égales  à  celles  de 
Téquation  (i)  augmentées  d'une  même  quantité;  donc, 
pour  l'une  et  l'autre  équation,  l'équation  aux  différences 
est  la  même.  On  obtiendra  celle-ci  en  éliminant  z  entre 
l'équation  (2)  et  l'équation 

(3)  32;- -}- 3m2 -h  («^ +p)  =  0. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  faire  cette  élimination  con- 
siste à  retrancher  les  équations  {  2)  et  (3)  l'une  de  l'autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par  3  et  la  seconde 
par  ^,  ce  qui  donne 

( 4 )  3 U2r  -\-  [uP-  —  2/> )  3  —  3 <y  =  o ; 

à  tirer  des  équations  (3)  et  (4)  les  valeurs  de  z  et  z-  sa- 
voir : 

^  u^  -\-  pu  ^Zq  ^         là  —  pii^  H-  ()qn  —  2/?^ 

et  à  égaler  la  seconde  expression  au  carré  de  la  première. 
Posant  ensuite 

on  obtiendra  l'équation  aux  carrés  des  différences  de- 
mandée, qui  est 

p^  -f-  6pi^'  —  op^ç  +  (4/?^  -f-  27<7^)  =  o. 
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Remarque.  —  Soity(z)  une  fonction  entière  de  z,  à 
coefficients  réels  ;  si  l'on  pose  z=zx  -\~j  \J —  i  et  que  l'on 
fasse 

9  et  t|/  étant  des  fonctions  réelles,  on  aura  aussi 

Cela  étant,  si  l'on  considère  les  équations  simultanées 

et  que  l'on  élimine  successivement  entre  elles  les  incon- 
nues X  et  j^,  il  est  évident  que  l'équation  finale  en  x  ne 
sera  autre  chose  que  l'équation  aux  demi-sommes  des  ra- 
cines de  la  proposée,  tandis  que  l'équation  finale  enj)  sera 
l'équation  aux  quotients  par  2  \j — i  des  difî'érences  des 
mêmes  racines.  Efi*ectivement,  les  deux  équations  qui 
précèdent  équivalent  aux  deux  suivantes  : 

qui  expriment  que  x  -i-  y  sj —  i  et  x — y  y/ —  i  sont  des 
racines  de  y  (x^)=::z  o. 

Su7'  la  recherche  des  dwiseurs  des  fonctions  entières 
d^une  "variable. 

98.  Toute  fonction  entière  y (^)  d'une  variable  z  est 
le  produit  de  facteurs  linéaires  de  la  forme  z  —  Jzr^  ;  -la 
recherche  de  ces  facteurs  linéaires  équivaut  à  la  résolu- 
tion de  r  équation  y  (i:)  =^  o,  car  la  condition  pour  que 
z  —  z^  soit  un  diviseur  de /'(^)  eslf[z^)=:o.  Si  la 
fonctiony(z)  est  du  degré  m,  elle  admettra  évidemment 
autant  de  diviseurs  du  degré  [j.  que  l'on  peut  former  de 
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combinaisons  avec  les  m  facteurs  linéaires  pris  fx  à  ^  ;  ce 
nombre  de  combinaisons  est  égal  à 


Pour  trouver  les  diviseurs  dont  il  s'agit,  on  effectuera 
la  division  de  la  fonctiony(z)  par  un  polynôme  cf  (z)  du 
degré  |:jt,  dans  lequel  les  coefficients  soient  indéterminés, 
et  l'on  égalera  à  zéro  le  reste  du  degré  p.  —  i  que  l'on  aura 
obtenu;  on  formera  ainsi  ^  équations  qui  serviront  à 
déterminer  les  ^i  coefficients  du  polynôme  ^{z).  Si  l'on 
veut  avoir  l'équation  de  laquelle  dépend  l'un  de  ses  coef- 
ficients, il  faudra  procéder  à  l'élimination  de  tous  les 
autres,  et  l'on  trouvera  une  équation  finale  dont  le  degré 
devra  être  égal  à  M.  A  chacune  des  M  racines  de  cette 
équation  finale  correspondra  un  diviseur  de  degré  ^  du 
polynômey(^),  en  sorte  que  les  valeurs  des  coefficients 
éliminés  devront  être  déterminées  complètement  par  le 
moyen  des  équations  de  condition. 

Lorsqu'on  a  |ui  -~  i  ou  /:ji=n  m  —  i ,  le  nombre  M  est  égal 
à  m\  mais  dans  tout  autre  cas  on  a  M]>/72,  en  sorte 
qu'en  général  la  recherche  des  diviseurs  d'un  degré  dif- 
férent de  i  ou  de  TT^i  —  i  dépend  d'une  équation  dont  le 
degré  est  supérieur  à  celui  de  la  proposée. 

Au  lieu  de  procéder  comme  nous  venons  de  l'indiquer, 
on  peut  écrire  que  le  polynôme  donnéy(^)  est  le  produit 
de  deux  polynômes  9(^),  4'(^)  ^^^  degrés  ^  et  m  —  [i 
respectivement,  etdanslesquelstousles  coefficients  soient 
indéterminés;  on  formera  ainsi /72 équations  de  condition 
entre  les  m  coefficients  indéterminés,  et  l'on  obtiendra 
ensuite,  par  l'élimination,  l'équation  de  laquelle  dépend 
l'un  des  coefficients  du  polynôme  9(^). 

Soit  le  diviseur 

y  ( z)  =  zi*  -4-  ai  zi*-i  H-  a?  zl*--  -f-  .  .  .  -4-  a,;,_i  z  -\-  a., 
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il  est  évident  que  —  «i  est  la  somme  de  [j.  racines  de 
l'équation  y  (z )  =  o;  donc  l'équation  finale  de  laquelle 
dépend  —  «i  coïncidera  avec  l'équation  aux  sommes  des 
racines  defiz)  =  o,  prises  ^x  k  ^jl.  Ainsi,  en  particulier, 
pour  avoir  l'équation  aux  sommes  des  racines  deux  à 
deux  d'wne  équationy(z)  =  o,  il  suffira  d'exprimer  que 
Z' — uz-\-q  est  un  diviseur  àef[z)\  on  trouvera  ainsi 
deux  équations  de  condition  entre  u  et  q,  et  par  l'élimi- 
nation de  q  on  conclura  Téquation  demandée. 

99.  Bien  que  la  recherche  des  diviseurs  du  deuxième 
degré  d'un  polynômey(z)  dépende  toujours  d'une  équa- 
tion de  degré  supérieur  au  degré  dey(^),  il  existe  un 
cas  remarquable  dans  lequel  cette  équation  s'abaisse  et 
devient  ainsi  plus  facile  à  résoudre  que  l'équatiom 
y"(^)  =  o.  Le  cas  dont  je  parle  est  celui  où  le  polynôme 
f(z)  est  du  quatrième  degré. 

Soit 

f[z]  =.  z'-  -f-  Vz:'  +  Qz-  -+-  Rz  4-  s, 

et  désignons  par 

z"^  -{-  pz  -\-  q 

un  diviseur  àef[z).  La  quantité  p  dépendra  d'une  équa- 
tion du  sixième  degré;  mais  je  dis  que,  si  l'on  fait  dispa- 
raître le  deuxième  terme  de  cette  équation,  le  quatrième 
et  le  sixième  disparaîtront  aussi,  en  sorte  que  l'équation 
transformée  ne  renfermera  que  des  puissances  paires  de 
la  nouvelJe  inconnue  //,  et  qu'elle  s'abaissera  au  troi- 
sième degré  en  posant  p'-=^  ^'. 

En  effet,  désignons  parz<,  Z2,  z^,  Z;,  les  quatre  racines 
de  l'équation /'(^)  =  o.  Les  six  racines  de  l'équation  en^ 
seront 

Zi  —  ^2,        —  Zi  Z3,        Zj  Z4, 

Z,  —  Zo,         Z9  —  Zi,        Zq  —  Z4, 
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et  leur  somme  sera  égale  à  —  3  (^<  -f-  ^2  -f-  ^3  -r  ^4  )  ?  c'est- 
à-dire  égale  à  -1-  3  P.  Pour  faire  disparaître  le  terme  du 
cinquième  degré  dans  l'équation  en  p,  il  faut  donc  poser 


P=P 


P, 


d'où 


p'  zz:,—        V-^p  = 


h)-^f- 


Les  six  valeurs  de  p'  seront  donc 


I 

2 

(—21  —  2:2+%  -1-24), 

I 
2 

(  — Zl   -f-z2_23-+-2^), 

î 

—  Z,    -4-^2   +^3  —  24), 

î 

+  ^1  —  22~%   -i-^i), 

î( 

+  ^1—  %  +  -3  —  24), 

^{ 

+  ^1   -+-^2  —  2:3  —  2=4), 

et  l'on  voit  que  ces  valeurs  sont  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Ce  qui  précède  conduit  à  une  conséquence  importante, 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 


Siw  l'abaissement  des  équations. 

100.  Une  équation  y  (:?)  =  o  est  susceptible  d'abaisse- 
ment lorsqu'elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  z 
dont  l'exposant  est  divisible  par  un  même  nombre  n; 
effectivement,  si  le  degré  est  désigné  par  mn,  l'équation 
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s'abaissera  au  degré  m  en  posant  z"  =  x;  nous  avons  vu 
aussi  comment  on  peut  toujours  abaisser  le  degré  des 
équations  réciproques.  Enfin  on  produira  l'abaissement 
d'une  éqviation  toutes  les  fois  que  l'on  parviendra,  par 
une  voie  quelconque,  à  décomposer  son  premier  membre 
en  deux  facteurs.  Gela  arrivera,  par  exemple,  si  l'on  sait 
que  l'équation  f{z)  =  o  a  des  racines  communes  avec 
une  autre  équation  F  (^)  =  o,  à  moins  qu'elle  n'ait  toutes 
ses  racines  communes  avec  celle-ci. 

Nous  sommes  ici  conduit  à  présenter  une  définition 
qui  a  une  grande  importance  dans  l'Algèbre. 

Définition.  —  Une  fonction  entièi^e  f  [z]  est  dite  irré- 
ductible lorsqu'elle  n  admet  aucun  dii^iseur  rationnel. 

Une  équation  est  dite  irréductible  quand  son  prender 
membre  est  une  Jonction  irréductible. 

Mais  il  nous  reste  à  expliquer  ici  ce  que  nous  enten- 
dons par  diviseur  rationnel,  et  en  général  par  quantité 
rationnelle. 

Si  les  coefficients  de  la  fonction^ (  z  )  sont  des  nombres 
rationnels,  un  diviseur  rationnel  est  simplement  celui 
dans  lequel  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  ra- 
tionnels. 

Pour  embrasser  tous  les  cas,  supposons  que  les  coeffi- 
cients dey(z)  soient  àes fonctions  ratiojinelles  de  quan- 
tités quelconques,  qu'on  regarde  comme  connues;  nous 
nommerons  dii^iseur  rationnel  de  fi^z)  tout  diviseur, 
fonction  entière  de  z,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  des  quantités  connues.  Généralement, 
toute  fonction  rationnelle  des  quantités  connues  sera 
dite  une  quantité  rationnelle .  Dans  le  cas  d'une  fonction 
dont  les  coefficients  demeurent  indéterminés,  les  quan- 
tités connues  ne  sont  autre  chose  que  les  coefficients 
eux-mêmes. 
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La  définition  qui  précède  s'étend  d'elle-même  à  une 
fonction  entière  de  plusieurs  variables. 

Il  faut  remarquer  qu'une  fonction  entière  ou  une  équa- 
tion peut  être  réductible  ou  irréductible,  suivant  la  nature 
des  quantités  regardées  comme  connues.  Par  exemple, 
l'équation  z-  —  2  =  0  est  irréductible,  tant  qu'on  ne  re- 
garde comme  quantités  connues  que  les  nombres  ration- 
nels; mais,  si  parmi  ces  quantités  on  fait  figurer  les 
racines  carrées  des  nombres  rationnels,  l'équation  se 
réduira,  car  son  premier  membre  se  décomposera  dans 
les  deux  facteurs  z  —  \jiet  z  -r-  \ji. 

Théorème.  — Sif[z)  =  o  est  une  équation  in^éduc- 
tihle,  F(z)  une  fonction  rationnelle,  et  que  V équation 
F  (z)  =  o  admette  une  racine  Z\  def(^z)^=.Oy  elle  ad- 
mettra aussi  toutes  les  autres. 


Soit,  en  effet, 


"'•'=;-&;■ 


cp  et  (J>  désignant  des  fonctions  entières  ;  la  racine  z^  sera, 
par  hypothèse,  commune  aux  équations 

/(z)  =  o,      cp(z)  =  o; 

et  cela  exige  que  le  polynôme  ^[z)  soit  divisible  par 
f{z),  car  autrement  il  y  aurait  un  diviseur  commun  à 
ces  polynômes,  et  l'équation  y  (^r)  =  o  ne  serait  pas  irré- 
ductible. Soit  donc 

cf{z)=f{z)r:j{z), 
on  aura 

et,  par  conséquent,  l'équation  F  [z)  =  o  admettra  toutes 
les  racines  def(z)  =  o. 
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101.  Il  est  quelquefois  possible  d'abaisser  une  équa- 
tion dont  deux  racines  sont  liées  entre  elles  par  une 
relation  donnée,  et  la  voie  de  l'élimination  peut  être 
employée  à  cet  effet. 

Soit  effectivement 

(i)  /(^)=o 

une  équation  du  degré  ?n^  dont^,  ^^ ,  .  .  . ,  Zni_^  désignent 
les  m  racines,  et  supposons  que  l'on  ait  entre  deux  de 
ces  racines  la  relation 

?(2,  ^i)  =  o, 

dans  laquelle  (p  désigne  une  fonction  entière.  On  pourra 
éliminer  z^  entre  cette  équation  et  l'équation 

et  l'on  obtiendra  ainsi  l'équation  finale  en  z, 

(2)  Y[z)^0, 

Si  l'équation  proposée  est  irréductible,  la  fonction 
F(^)  sera  divisible  par  y(^)  d'après  le  théorème  du 
n°  100,  et  l'équation  précédente  ne  sera  d'aucun  usage. 
Mais,  si  l'équation  proposée  est  réductible,  il  pourra 
arriver  que  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  (i) 
n'appartiennent  point  à  l'équation  (2);  dans  ce  cas,  les 
pol}'nômes  y(z)  et  F  [z)  auront  un  plus  grand  commun 
diviseur  ^  [z)  différent  àef[z),  et  l'on  pourra  en  consé- 
quence décomposer  la  fonction  y(^)  en  deux  facteurs, 
l'un  et  l'autre  rationnels,  dans  le  sens  qui  a  été  indiqué 
au  numéro  précédent. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation 

ait  deux  racines  z  etz^  dont  la  somme  soit  égale  à  une 
quantité  donnée  a.  On  cherchera  le  plus  grand  commun 
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diviseur  if;  (-s)  des  polynômes  y (^)  elf[a  —  z)y  et  l'on 
décomposera  ainsi  y(^)  en  deux  facteurs.  S'il  n'y  a  que 
deux  racines  z  et  z^  qui  soient  liées  par  la  relation 
z  -\-  z^=^a,  le  polynôme  (//(^r)  sera  évidemment  du  se- 
cond degré;  il  sera  d'un  degré  supérieur  à  2,  s'il  existe 
plusieurs  couples  de  racines  telles,  que  la  somme  des 
racines  de  chaque  couple  soit  égale  à  «;  enfin  il  sera  du 
premier  degré,  si  l'équation  proposée  a  une  racine  égale  à 

-  a,  et  qu'il  n'existe  point  de  couples  de  racines  dont  la 

somme  soit  égale  à  a.  Le  plus  grand  commun  diviseur 
entrey(z)  elf[a  —  z)  peut  être  égal  à  l'un  ou  à  l'autre 
de  ces  polynômes,  et  cela  arrivera  nécessairement  si  la 
fonction y(z)  est  irréductible;  dans  ce  cas,  l'équation 
proposée  ne  change  pas  quand  on  change  z  en  a — z,  et  je 
dis  qu'elle  est  susceptible  d'abaissement.  En  effet,  posons, 


a 
"       2 

et 

/(.)=/ g +  «). 

on  aura 

/(«-2)= 


=/[l-u)=F{-u): 


donc  l'équation  transformée 

F(«)=--o 

ne  changera  pas  par  le  changement  de  u  en  —  u.  Si  l'on 
supprime  les  racines  nulles  que  cette  équation  peut  avoir, 
elle  ne  renfermera  plus  que  des  puissances  paires  de  u  et 
on  l'abaissera  en  posant  u-  =  v. 

Le  cas  d'une  équation^ (  ^  )  =  o,  dont  deux  racines  sont 
liées  par  la  relation  zz,^  =  a,  donne  lieu  aune  discussion 
toute  semblable. 
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Il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter,  en  terminant, 
l'exemple  d'une  équation  irréductible  dont  deux  racines 
soient  liées  entre  elles  par  une  relation  simple.  L'équa- 
tion 

f[z)  z=Z^  -^  Z'  —  1Z  —  I  =o, 

qui  a  pour  racines  les  doubles  des  cosinus  des  arcs  —  ? 

— - -)  — )  est  dans  ce  cas;  z,  ^,  et  Zo  désignant  les  trois 
racines,  on  a 

2=1  ~ 5       Z,  =:r  —    (  I  -4-  -  )  , 

i-Fz  \  zj 

et  si  l'on  forme  les  expressions  àe  f[zi),  /[z.,),  on 
trouvera 

/(-.)=-(— ^./(-),  /(..)  =  J./W-      '    - 

Nous  nous  sommes  borné  au  cas  où  l'on  a  une  relation 
entre  deux  racines  de  l'équation  proposée.  Si  l'on  avait, 
entre  ^  racines,  u  étant  >  2,  la  relation 

cp(z,  Zi,  z,,  .  .  .,  2;,,_i)  z=  o, 

on  pourrait  éliminer  ^  —  i  racines  en  faisant  intervenir 
Il  —  I  des  ^  équations 

et  il  en  résulterait  diverses  équations  finales  qui  auraient 
nécessairement  des  racines  communes  avec  la  proposée. 
Mais,  comme  dans  le  cas  particulier  que  nous  avons  exa- 
miné précédemment,  ces  équations  ne  seront  d'aucun 
usage  si  l'équation  proposée  est  irréductible. 
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CHAPITRE  V. 

PROPRIÉTÉS  DES  RACINES  DE  L'UNITÉ. 


Propriétés  des  racines  de  l'équation  binôme  z^"-  =  i . 
Des  racines  priniitiv'es  et  de  leur  nombre. 

102.  Nous  compléterons  la  théorie  générale  contenue 
dans  les  deux  Chapitres  précédents,  en  exposant  ici  les 
propriétés  des  racines  de  l'unité,  dont  nous  ferons  un 
fréquent  usage  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 

Théorème  I.  —  Les  racines  communes  à  deux  équa- 
tions binômes,  telles  que 

sont  également  racines  de  l'équation 


oïl  9  désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nom- 
bres m  etn. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  à  la  fois 

a'"  =  I      et      a"  =  I  ; 

soit  m^n,  et  désignons  par  q  le  quotient,  par  /•  le 
reste  de  la  division  de  m  par  tz,  en  sorte  que  m  =  nq  -\~  r  ; 
on  aura 

Mais,  à  cause  de  a"  =  i ,  on  a  aussi  a"^  =::::  i  ;  donc 
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D'où  l'on  conclut  que,  si  /',  /•',  i-" ,  .  .  .  ^  Q  sont  les  restes 
auxquels  conduit  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  des  entiers  m  ei  n,  on  aura 

a''  r=  I ,    oc'"  —  i, a*^  ~  I , 

et,  par  conséquent,  toute  racine  commune,  a,  aux  deux 
équations  proposées,  est  aussi  racine  de 

Il  est  évident  d'ailleurs  que,  réciproquement,  les  racines 
de  cette  dernière  équation  appartiennent  aux  deux  équa- 
tions proposées. 

On  peut  aussi  démontrer  le  précédent  théorème  en  dé- 
terminant le  plus  grand  commun  diviseur  des  binômes 
z"^  —  I ,  z"  —  I  (  n°  47  )  ;  on  reconnaît  immédiatement  que 
ce  plus  grand  commun  diviseur  est  z^  —  i . 

Il  résulte  de  là  que,  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux, 
les  deux  équations 


n'ont  d'autre  racine  commune  que  l'unité,  et  que,  si  m 
est  un  nombre  premier,  l'équation 


n'a  de  racine  commune  autre  que  l'unité   avec  aucune 
équation  de  même  forme  et  de  degré  moindre. 

Théorème  II.  —  Si  a  désigne  une  racine  quelconque 
de  V équation  binôme 

-m  —  T 
2       I, 

toute  puissance  de  a  sera  aussi  racine  de  la  même  équa- 
tioji . 

L'équation 

a"'  r=  I       ■ 
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entraîne,  en  effet, 

a'"^-:=:l,       OU      [a.f'f'^zl, 

et,  par  conséquent,  tous  les  termes  de  la  série 


sont  racines  de  l'équation  proposée. 
A  cause  de  a"^  =  i ,  on  a  aussi 


d'où  il  suit  que  la  série  précédente  contient  au  plus, 
comme  cela  doit  être,  m  quantités  distinctes,  savoir  : 

a,    a^,   a^,  .  ..,   a'"~%   a'"  ou  i. 

Lorsque  77Z  est  un  nombre  premier  et  que  a  n'est  pas  égal 
à  l'unité,  les  m  termes  de  la  série  précédente  sont  diffé- 
rents; car  si  l'on  avait,  par  exemple. 


/z'  et  /2  +  it!  étant  inférieurs  à  m,  on  aurait,  en  divisant 
par  a"', 

ce  qui  ne  peut  être,  puisque  l'équation  ^"'  =  i  n'a  aucune 
racine  commune  autre  que  l'unité  avec  z"  =  i .  Il  en  ré- 
sulte cette  proposition  : 

Théorème  IIL  —  Si  m  est   un  nombre  premier,   et 
que  CL  soit  une  racine  quelconque  de  l'équation 

2'"  =:  I  , 

autre  que  l'unité.,  les  m  racines  de  cette  équation  seront 
représejitées  par 

Cette  proposition  n'a  plus  lieu  quand  m  est  un  nombre 
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composé,  et  qu'on  prend  pour  aune  racine  quelconque  de 

Z      l  , 

mais  elle  aura  lieu  évidemment,  d'après  ce  qui  précède, 
si  l'on  prend  pour  a  une  racine  qui  n'appartienne  en 
même  temps  à  aucune  équation  2"  =  i  de  degré  n  infé- 
rieur à  m. 

Cela  posé,  nous  appellerons  racines  primitives  de  l'é- 
quation binôme 

z"'  z=z  I 

celles  des  racines  de  cette  équation  qui  n'appartiennent 
à  aucune  équation  de  degré  moindre  et  de  même  forme, 
telle  que 

z"  =  I  . 

Si  m  est  premier,  toute  racine  de  z^"  =  i,  autre  que  i, 
est  une  racine  primitive  ;  et,  dans  tous  les  cas,  chaque 
racine  primitive  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  donner 
toutes  les  racines  par  ses  diverses  puissances. 

103.  Nous  allons  démontrer  actuellement  qu'il  existe 
des  racines  primitives  pour  toute  équation  binôme,  de 
degré  non  premier,  et  nous  déterminerons  en  même 
temps  le  nombre  de  ces  racines. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  degré  de  l'équation 
binôme 

z"'  —  I 

est  une  puissance  d'un  nombre  premier  /?,  et  soit 

toute  racine  non  primitive  de  l'équation 

zP''  =  i 
doit  appartenir  à  une  équation  telle  que 
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OÙ  6  désigne  un  diviseur  de  p^  :  mais  tout  diviseur  de  /?>*, 
autre  que  p^  lui-même,  doit  diviser  p^~'^  ;  donc  les  ra- 
cines de  l'équation  précédente,  et,  par  suite,  toutes  les 
racines  non  primitwes  de  la  proposée,  doivent  appartenir 
à  l'équation 

D'ailleurs  toutes  les  racines  de  cette  dernière  appartien- 
nent évidemment  à  la  proposée  ;  le  nombre  des  racines 
non  primitives  de  celle-ci  est  donc  /?'^~%  et,  par  consé- 
quent, celui  des  racines  primitives  est 

p\'- — ^i*-i,     ou    p^  il jî      ou     mil j. 

Nous  allons  faire  connaître  la  manière  dont  sont  for- 
mées les  racines  primitives  de  l'équation 

(i)  zP'-^.i. 

Soient  ê|  une  racine  quelconque  de  l'équation 

§2  une  racine  quelconque  de 

ZP  =:  êi, 

^3  une  racine  quelconque  de 

zP  =  ^2, 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  une  dernière 
équation 

zP  =  ê,-i, 

dont  nous  désignerons  par  ê^^  une  racine  quelconque.  Si 
l'on  fait 

(2)  a  =  61  03.  .  .  êj,_i  6,4, 

S.  —  jdlg.  sup.,  I.  i5 
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cette  expression  de  a  aura  pi*  valeurs,  puisque  ê^  a/?  va- 
leurs, qu'à  chacune  d'elles  correspondent  p  valeurs  de 
^2,  etc.,  et  elle  donnera  précisément  les  p^  racines  de 
l'équation  (i). 

On  voit  d'abord  que  les  valeurs  de  a  satisfont  à  l'é- 
quation (i),  car  on  a 

^P=.l,       6r=I,       ^?-=I'      •••'       6j!.7z::.I,       6f=I, 

et  par  suite. 

Il  suffit  donc  de  démontrer  que  les  p^  valeurs  de  a  sont 
distinctes.  Supposons  que  deux  de  ces  valeurs  soient 
égales  entre  elles,  que  l'on  ait,  par  exemple, 

(3)  6i  82  ^3 .  .  .  6(,_i  êj.  =  61  ê'a 63 .  .  . 6i,_i6|, ; 

en  élevant  cette  égalité  à  la  puissance  /?,  et  se  rappelant 


que 

(4) 

(    6f=--i, 

6?  =  g.,      ..., 

%^%-., 

\^[--^i. 

g;''=:6i,        ..., 

«;:=<«-.. 

on  aura 

(S) 

61  62  63   .    . 

.V.=«'i«'.«'3-- 

.s;-.. 

Des  égalités  (3)  et  (5)  on  tire 


6n  =  ^ii.j 


en  opérant  sur  l'égalité  (5)  comme  nous  venons  de  faire 
sur  l'égalité  (3),  on  obtiendra 


h>.—\  —  '-^ii.— 1» 


et,  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  cette  conséquence  : 
que  l'égalité  (3)  ne  peut  exister  à  moins  que  les  quantités 
êi ,  ^2,  .  .  . ,  o^  ne  soient  respectivement  égales  aux  quan- 
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tités  ê', ,  6'^,  .  .  . ,  ê'^.  D'où  il  suit  que  la  formule  (2)  don- 
nera effectivement  toutes  les  racines  de  l'équation  (i). 

Cherchons  maintenant  quelles  sont  celles  de  ces  ra- 
cines qui  sont  primitives.  Gomme  nous  l'avons  déjà  re- 
marqué, les  racines  non  primitives  de  l'équation  (i)  sont 
celles  qui  satisfont  à  l'équation 


Supposons  donc  que  l'on  ait 


(«. 


•  2U3   .    •    -^[X— 1    "[A  y 


\P^-'^ 


en  supprimant  les  facteurs  égaux  à  l'unité,  cette  équation 
se  réduit  à 


(6)  «r 


Mais  des  égalités  (4)  on  déduit 


1*- 


par  suite,  l'équation  (6)  exige  que 

6i==i. 

Par  où  l'on  voit  que  la  valeur  de  a  donnée  par  la  for- 
mule (  2  )  sera  une  racine  primitive  ou  non  primitive  de 
l'équation  (i),  suivant  que  ^\  sera  différent  de  i  ou  égal 
à  I. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  IV.  —  La  résolution  de  V équation  binôme 
z^=i,  dont  le  degré  m  est  une  puissance  ^  d'un 
nombre  premier  /?,  se  ramené  à  déterminer  une  ra- 
cine ^^  autre  que  l'unité  de  V équation  zP=.\^  une 
racine  &2  quelconque  de  V équation  zP=  Q^^  puis  une 
racine  quelconque  S3  de  zP  :=  Ë2,  etc. 

i5. 
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Car  on  aura,  par  ce  moyen,  une  racine  primitive  de 
l'équation  proposée,  laquelle  donnera  toutes  les  autres 
par  ses  diverses  puissances. 

104.  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  le 
degré  m  de  l'équation  binôme 


est  un  nombre  composé  quelconque;  décomposons  ce 
nombre  en  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

p,  q,  .  . . ,  r  désignant  des  nombres  premiers  quelconques 
inégaux. 

Écrivons  les  équations 

désignons  par  ê  une  racine  quelconque  de  la  première, 
par  y  une  racine  quelconque  de  la  seconde,  etc.,  par  ^ 
une  racine  quelconque  de  la  dernière^  et  posons 

(3)  a  =  67...^. 

Cette  expression  de  a  a  /w  valeurs,  puisque  S,  y,  .  .  . ,  ^ 
ont  respectivement  p^,  g",  ,  .  . ,  r^  valeurs  ;  je  dis  que  ce 
sont  précisément  les  m  racines  de  l'équation  (i). 

Il  est  d'abord  évident  que  la  précédente  valeur  de  a 
satisfait  à  l'équation  (i),  car  on  a 

et,  par  suite, 

6'«  — I,      7"^  — I,      ...,       S'"  =  i; 

d'où 

Il  reste  à  prouver  que  les  m  valeurs  de  a  sont  différentes. 
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Supposons  que  deux  de  ces  valeurs  soient  égales,  que  l'on 
ait,  par  exemple, 


\"f 


comme  les  quantités  6',  y',  . . . ,  (5'ne  sont  pas  toutes  égales 
respectivement  à  ê'^,  /^,  . . . ,  ^'' ^  admettons  que  ê' diffère 
de  6'^,  et  élevons  l'égalité  précédente  à  la  puissance  q* . .  .r^, 
on  aura 

et,  en  supprimant  les  facteurs  égaux  à  i , 


mais  &  et  (3^^  étant  deux  racines  distinctes  de  l'équation 
zP^  ■=  I ,  elles  peuvent  s'exprimer  par  deux  puissances 
d'une  même  racine  primitive  6;  posons  donc 

n'  et  71  étant  <^p^.  Alors  la  dernière  égalité  deviendra 


ou,  simplement. 


g«^-...r'^_  j. 


d'où  il  suit  que  ê  est  une  racine  commune  aux  deux 
équations 

z^'"— I,      z'^'?"---^^— I, 

et  qu'elle  satisfait,  en  conséquence,  à  l'équation 

z«=i, 

Q  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  à  p^  et 
nq'...i-^.  Mais  ce  plus  grand  commun  diviseur  0  est,  au 
plus,  égal  à  n,  et,  par  suite,  il  est  inférieur  àpi*;  donc  ê 
ne  serait  pas,  comme  nous  l'avons  supposé,  une  racine 
primitive  de  zp"^  =  i . 
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On  voit  par  là  que  la  formule  (3)  donnera  bien  les 
m  racines  de  l'équation  (i). 

Cela  posé,  je  dis  que,  si  ê,  7,  .  .  . ,  ^  désignent  des 
racines  primitives  de  celles  des  équations  (2)  auxquelles 
elles  appartiennent  respectivement,  la  valeur  de  a  don- 
née par  la  formule  (3)  sera  une  racine  primitive  de 
l'équation  (i). 

Si,  en  effet,  le  contraire  a  lieu,  a  satisfera  à  une  équa- 
tion 


dont  le  degré  Q  sera  un  diviseur  de  m,  et  il  y  aura  au  moins 
un  facteur  premier,  parmi  ceux  de  niy  qui  entrera  dans  0 
un  moins  grand  nombre  de  fois  que  dans  m  5  supposons 
que  le  facteur  premier  p  soit  dans  ce  cas,  Q  divisera 
p'^~^ cf .  .  .r^,  et,  par  suite,  a  sera  racine  de  l'équation 

(4)  zP^-^'Z^-'==l; 

on  aura  donc 

Mais 

donc 

d'où  il  suit  que  6  est  racine  de  l'équation  (4);  or  elle 
l'est  aussi  de  la  première  des  équations  (2)  ;  d'ailleurs,  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  degrés  de  ces  deux 
équations  estp'^"*;  donc  j3  est  racine  de  l'équation 


zP"--' 


=zl 


mais  cela  est  contre  l'hypothèse,  puisque  6  représente 

une  racine  primitive  de  la  première  des  équations  (2). 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  ne  prend  pour  Z,  y,  .  .  . ,  à 

que  des  racines  primitives  de  la  première,   de  la  se- 
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conde,  etc.,  de  la  dernière  des  équations  (2),  la  for- 
mule (3)  ne  donnera  que  des  racines  primitives  pour 
l'équation  (i).  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que,  si  ê,  ou 
y,  .  .  . ,  ou  ^  n'est  pas  une  racine  primitive  de  celle  des 
équations  (2)  à  laquelle  elle  appartient,  la  valeur  de  a 
donnée  par  la  formule  (3)  ne  sera  pas  non  plus  une 
racine  primitive  de  l'équation  (i).  Supposons,  en  effet, 
que  6  ne  soit  pas  une  racine  primitive  de  zP^  ^=  i  ;  on 
aura  alors 

et,  par  suite, 

{^y...S)P^-''j'---'  =1-, 

ce  qui  montre  que  a  ou  6y ,  .  .  3  satisfait  à  une  équation 
binôme  de  degré  inférieur  à  m. 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  le  nombre  des  ra- 
cines primitives  de  l'équation  (i).  En  effet,  le  nombre  des 
racines  primitives  6  est,  comme  on  l'a  vu  précédemment, 

p^  il j ;  celui  des  racines  primitives  y  est  de  même 

</"  {  I U  etc.;  donc  le  nombre  des  racines  primitives 

a  de  l'équation  (i)  est 


ou 


On  peut  aussi  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  La  résolution  de  V équation  binôme 
z^  =  I ,  ou  m  est  un  nombre  composé  quelconque,  se 
ramène  à  la  résolution  des  équations  de  même  forme, 
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et  qui  ont  respectweînent  pour  degrés  les  nombres  pre- 
miers ou  puissances  de  nombres  premiers  qui  divisent  le 
nombre  m. 

105.  L'expression  du  nombre  des  racines  primitives  de 
l'équation  ^"^=1, que  nous  avons  obtenue,  estprécisément 
celle  du  nombre  cf  (m) ,  qui  indique  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  à  ttz  et  non  supérieurs  à  m.  Au  reste,  quand 
on  admet  l'existence  d'une  racine  primitive  a,  il  est  facile 
d'établir  que  le  nombre  total  de  ces  racines  est  ^  [m). 

Soit  e  un  entier  inférieur  à  /tz;  si  e  est  premier  à  m, 
OL^  sera  racine  primitive  de  ^"*=:  i  ;  en  effet,  si  le  contraire 
avait  lieu,  on  aurait 

j^cj/i__j^      ou     a^'^^i, 


n  étant  <^  w,  ce  qui  exige  que  —  soit  entier,  puisque  a  est 

racine  primitive  ;  cette  conséquence  est  inadmissible,  car 
e  est  premier  à  m^  et  n  est  inférieur  au  même  nombre. 

Si  e  et  m  ont  un  diviseur  commun  0,  -—  sera  un  mul- 
tiple  de  7?z,  et  l'on  aura 


m 


donc  a^  sera  racine  de  l'équation  z^  =  i,  et,  par  suite, 
elle  n'est  pas  racine  primitive  de  la  proposée. 

106.  Soient  a,  ê,  7,  .  .  . ,  oo  les  m  racines  de  l'équation 


Si  r  désigne  une  racine  primitive  de  la  même  équation, 
les  mêmes  racines  pourront  être  représentées  par 

T,   r^,   r%  .  ..,    r'"-^    r'«  ou    i; 
on  aura  donc,  en  représentant  par  \l  un  nombre  positif 
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quelconque, 

r  I  —  rv- 

Le  second  membre  de  cette  formule  est  nul  si  [k  n'est 
pas  divisible  par  m;  on  a  donc,  dans  cette  hypothèse, 

ai*+gi*+.  .  .  +  &>!*— o; 

si  au  contraire  /ix  est  divisible  par  m,  chacune  des  puis- 
sances a^,  ê^,  ...,  0)^  est  égale  à  i,  et,  par  suite. 

Ainsi  l'on  aura,  en  particulier, 

a   +6  -4-7  + 4-w   =0, 

a^  +  (52  -h  72  + +  „2  m  o, 


^m       _|_  g/n       +7"^       -f-  .  .  .  +w'^        =  m. 

Rappelons  enfin  que  les  racines  de  l'équation  ^^=r  i 
peuvent  être  exprimées  par  le  moyen  des  fonctions  cir- 
culaires. Effectivement,  si  l'on  désigne  par  stt  la  cir- 
conférence dont  le  rayon  est  i ,  et  que  l'on  fasse 

27r 

^         m 

les  m  racines  de  l'équation  proposée  seront  données  par 

la  formule 

z  =  cospy  +  i  sinpty, 

où  il  suffira  d'attribuer  k  ^j.  m  valeurs  entières  consécu- 
tives. 
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107.  L'équation  binôme  plus  générale 
se  ramènera  à  la  forme 


si  l'on  pose 


"\/a  désignant  l'une  quelconque  des  quantités  qui  ont  a 
pour  puissance  m}^^^. 

On  peut  démontrer,  à  l'égard  de  ces  extractions  de 
racines  m'^"^%  un  théorème  tout  semblable  à  celui  qui 
concerne  les  racines  772'^™^^  jg  l'unité,  lorsque  m  est  un 
nombre  composé. 

Supposons  d'abord  que  m  soit  le  produit  de  deux 
nombres  premiers  entre  eux  p  etq  :  on  aura 


m. 


/"7: 


or  on  peut  toujours  trouver  deux  entiers  ^  et  y  (n°  13) 
tels,  que  l'on  ait 

puisque  p  el  q  sont  premiers  entre  eux  :  on  aura  donc 
7«  =r  «~^  =  «?  «'^  =:  Jy^^«^ 

Ainsi  l'extraction  d'une  racine  de  degré  pq  se  ramène 
toujours,  lorsque /?  et  q  sont  premiers  entre  eux,  à  l'ex- 
traction de  deux  racines,  l'une  du  degré  p,  l'autre  du 
degré  q. 

On  a,  par  exemple,  quel  que  soit  a, 


tla=.^a^l 
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Et,  en  général,  si 

m  :=.p.q.  .  .r, 

p^q,  . .  .,  r  désignant  des  nombres  quelconques  premiers 
entre  eux,  deux  à  deux,  on  pourra  écrire 

formule  dans  laquelle  v,  y,  .  .  . ,  co  sont  des  nombres  en- 
tiers positifs  ou  négatifs. 

Application  de  la  méthode  d* abaissement  des  équations 
réciproques  à  l'équation  binôme. 

108.   Soit  l'équation 

(1)  Z"^— I=:0; 

si  m  est  un  nombre  impair  2/jt-|-i,  et  que  l'on  divise 
l'équation  (i)  par  z  —  i,  il  viendra 

(2)  2;2sA^22i*-l_|__  ,_^22  +  2  -Mr=:0; 

on  pourra  transformer  cette  équation   (2)    (n°  61)   en 
une  autre  du  degré  |ui,  en  la  divisant  par  zi*,  et  en  posant 

ensuite 

I 

z-\ =  a:; 

z 

l'équation  (2),  divisée  par  z^,  devient 

Vj,  -f-  V(,_i-1-  . . .  -I-  V2  +  Vi  +  I  =  o, 

en  faisant,  comme  au  n°  61 , 

I 

nous  représenterons  par  U,^  son  premier  membre,  en 
sorte  que  l'on  aura 

(  3  )  U,  r=  Vj.  +  V,_i  -I- .  .  .  +  V2  H-  Vi  H-  I . 
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Lorsque  le  degré  m  est  un  nombre  pair  in,  l'équa- 
tion (i)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

Z^  —  I=0,       z'^  +  lr=:0; 

la  seconde  se  ramène  à  la  première  en  changeant  z  en 
—  z,  lorsque  n  est  impair;  mais,  si  n  est  un  nombre  pair 
2/ji,  on  pourra  lui  donner  la  forme 

zi*  -4-  -  =  o, 

et,  en  posant  z -\ —  =  :c,  elle  deviendra  Vj^  =  o. 

Ainsi  l'équation  (i)  peut  toujours  se  ramener  à  des 
équations  telles  que 

(4)  V,=:0,       U,=rO,      • 

dont  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  entières 
de  X  du  degré  \i.. 

Chacune  de  ces  équations  a  ses  p  racines  réelles.  En 
effet,  les  modules  des  racines  des  équations 

Z^l^  -f-  I  —  G,        -=2  G 


Z  —  I 


sont  égaux  à  l'unité  ;  soit  donc  cos(p  -f-  i  sintp  l'expression 
générale  des  racines  de  l'une  de  ces  équations,  les  ra- 
cines de  l'équation  (4)  correspondante  seront 

(costp  +  /siny)  -I-  (coscp  -f-z  sin^)~^  =:  i  cos^. 

On  a  vu  au  n^'Gl  que  les  trois  fonctions  V«,  ^ n^K-i  ^ n-i 
sont  liées  par  la  relation 

qui  peut  servir  à  former  successivement  les  polynômes 
V2,  V3,  .  .  . ,  en  partant  des  valeurs 

(6)  Vo  =  2,      Vi  =  .r. 
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Il  existe  une  relation  pareille  entre  les  trois  fonctions  U^, 

U;î_o  U«_2;  en  effet,  si  l'on  ajoute  les  égalités 


Y,      =x\,      -Vo, 
il  viendra,  en  ayant  égard  aux  formules  (6), 

(7)  U,,  =  ^U„_i-U,,_„ 

et  cette  formule  permettra  de  calculer  successivement 
les  polynômes  U2,  U3,  •  •  • ,  en  partant  des  valeurs 

(8)  Uo  =  i,     Ui  =  ^  +  i. 
109.   Si  l'on  pose 

(i)  2  ==coscp  4- ?  sinçp, 

on  aura 

(2)  X-=z-{ ==:2C0Scp, 

(3)  V„=:z'^+^  =2COS/2^; 

changeons  ^  en  cp^   et  désignons  par  x^^^,  V^^^  ce  que 
deviennent  alors  x  et  V/^,  on  aura 

cPi  —  ©     .        cpi  -+■■  9 
(.^  ^va.n sm/z 


sm sm 


Si  l'on  fait  tendre  cpi  vers  (p,  le  second  membre  de  cette 

formule  tendra  vers  la  limite  n—. — -i  d'ailleurs  x^^^  —  x 

smcp 

tendant  vers  zéro,  le  premier  membre  a  pour  limite  la 
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dérivée  V„  du  polynôme  Yn  ;  on  a  donc 

sin/zrp 

(4)  ^n=^-, 


OU 


5 

sm(p 


n-« — î- 

Z 

z 


Si  l'on  désigne  de  même  par  V^^*^  ce  que  devient  V'„ 
quand  on  change  cp  en  Çi,  on  aura 


r(l) 


sm/2flpi        sm/2(p 


V;,^'    —  V'„  _  n  sinyï  siny  ^ 

j^(i)  —  X         2sin7isincp    coscpi — cos(j>    ' 

le  second  membre   de   cette   formule    est   égal  à  l'ex- 
pression 


sin  -5^ sm  -^^ î 

2  2 

sm  (  /2  —  1 1  ^ -■    sm  /2  +  I    ^— 


sm sm  -^ i 

2  2 


/2 


2 


multipliée  par  ,  .      - — ?   et,    quand    o.    tend  vers   la 
^         ^       4sm<})sm(pi  ^  ' 

limite  cj),  il  tend  vers  la  limite 

n[n  ~h  ï)  sm{n  —  i )  «p  —  n{n  —  ï ]  sin  (tz  -+- 1 ) cp 

ou 

n  cosffl  sin  72  9  r?^ 

-  -T^  — r-Y-  cos/zçp; 

2  snr^    smij)         2sm^(5) 

si  donc  on  désigne  par  \"^  la  deuxième  dérivée  du  poly- 
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nome  V^,  on  aura 

n  cos©  sin/2tt)  rî^ 

5  V„  =  -  -— ^  -r— ^ r-^  C0S/2«p. 

Si  l'on  remplace,  dans  cette  formule  (5),  cos7Z(p  et— ^ — 

par  les  valeurs  tirées  des  formules  (3)  et  (4)?  qu'on  mette 

ensuite  -au  lieu  de  coscp,  il  viendra 
2  ' 

(6)  (^2_4]v;  +  xV;-7z,2V„  =  o; 

cette  équation  remarquable  permet  de  former  facilement 
l'expression  générale  du  polynôme  V;^. 

Effectivement,  on  reconnaît  immédiatement,  par  les 
formules  (5)  et  (6)  du  n°  108,  que  V,ï  est  un  polynôme  du 
degré  n  dont  le  premier  terme  a  pour  coefficient  l'unité, 
et  qui  ne  renferme  que  des  puissances  de  ^  dont  les  expo- 
sants sont  pairs  ou  impairs,  suivant  que  n  est  pair  ou 
impair.  On  peut  donc  poser 

le  premier  coefficient  Aq  étant  égal  à  i . 
On  tire  de  là 

V^=:  «Ao  cc""-^  ^,,,^[^n  —  ip]  kpX'^-^P-'^  4-  .  .  .  , 

V;;^r=/2  («— I  )Ao.r"-2+ . . . -f-(7Z  — 2p-f-2)  («  — 2J0-I- I  )Ap_i.r«-2/^ 
-h  («  —  2/?)  (tZ  —  2/?  —  l)  A^;r«-2/'-2  +  .  .  .  , 

et   en  substituant  dans  l'équation  (6)  les  valeurs  de  V«, 

V'„  et  V'^,  le  coefficient  de  x'^~'^p  sera 


[n  —  ip)[n  —  ip  —  i] 
-^[n~'2.p) 

OU 


Ap  —  4  (/2  —  2,/?  -4-  2)  (  72  —  2/?  -}-  I  )  Ap_i 


^p[n  —  p]  kp  —  I^[n  —  Q,p  -\-  2)  (72_2/?-t-i)A^_i; 
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mais  ce  coefficient  doit  êtrje  nul  :  on  a  donc 

A      —  _   (/?  —  2p-4-2)(/2—  2/?+l) 

p[n-p) 

Cette  relation  conduit  aisément  à  l'expression  générale 
de  Kp  ;  car,  le  coefficient  Aq  de  x^  étant  égal  à  i ,  on  a 

A    —        {n  —  '2.p-\'i][n  —  :ip-{-i) 

A  —  _   (^  —  2p  +  4)(^  —  ^P-^  3) 


_  (/Z-2)(/Z-3) 

n  [n  —  i] 


I.  «  —  I 


En  multipliant  toutes  ces  égalités  et  supprimant  les  fac- 
teurs communs,  il  vient 

^   ^!        .„n[n--p—i]{n—p—i)...[n—ip-^:i)[n~ip-^i)_ 

P        ^  '  1.2 p  ' 

la  valeur  de  V«  est  donc 

1.2  1.2.3 

,           .      Tzf/Z— p— l)(/Z— /»— 2)...(72  — 20H-2)(7a— 2/?-f-l) 
_|_    _I    P    J ^t: >^ L ^-i i 'S L /^«-2/,^ 

^  '  I  .  2  . 3  .  .  ./> 

On  peut  obtenir  de  diverses  manières  l'expression  du 
polynôme  V«  que  nous  venons  de  former;  la  méthode 
que  nous  avons  adoptée  ici  a  l'avantage  de  pouvoir  être 
employée  utilement  dans  un  assez  grand  nombre  de  ques- 
tions analogues. 

On  tire  de  la  formule  (7) 

(8)  iv  =,.»-' -^^iïx«-3+(^^in2±i]  ..-5-..., 

^    '  n    "  I  1.2 
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et  si  l'on  remplace  dans  les  formules  (y)  et  [S)  x,  Yn 
Y'^  par  les  valeurs  tirées  des  formules  (2),  (3),  (4)?  on 

obtiendra  les  valeurs  de  cos7î<p  et  de  — ; — -  exprimées  par 

des  fonctions  entières  de  cos(p,  savoir  : 

2.^-'^  cos'^  ç  —  2.^~^  n  cos"~-2  <p  H-  2"~^  -^ '-  cos^*-*  y  — 


ces 72 ç  —  2^^-^  COS'^  ç  —  2^^-^  Tl  COS"-^  ^p  +  ^«-S  _J i 


1.2.3. . .» 


et 
1       sin/2<p  „   ,        „    ,  „   ,  ^  —  2        „   , 

I  i  n:::  2"~^  COS"^^  ç  —  2"~^  COS"'~^  © 

k        sinçp  I 

,       .    î             „          f72-3)(«-4)  „     , 

^lo)  <  +2^^-^  ^ ~ -^  C0S"-5ç  — .  .  . 

I  ■       ^  1 .  2  . 3 .  .  .7?  ^ 

Enfin,   en  changeant  «p  en cp,  dans  les  formules  (9) 

et  (10),  on  en  obtiendra  deux  autres  que  feront  connaître 

(.         .             •          ni-                           sin/zcp    . 
en  lonction  rationnelle  de  smo,  cos/zQet si  tz  est 

'  '  COScp 

C0S/2e>  .  .  .  . 

pair, et  siutzg)  si  n  est  impair. 

^  COS(p  '  ^ 

L'expression  du  polynôme  Nn  conduit  facilement  à 
celle  de  U^.  Effectivement,  nous  avons  trouvé 

z 


en  effectuant  la  division,  il  vient 

s.  —  Alg.  sup.,  I.  16 
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on  aura  aussi,  en  changeant  n  en  n-i-iy 


^vUi--'^  +  -"-^  +  ^'^-*-^---  +  r^.  +  ;^ 


n  -f-i 
et,  en  ajoutant 


—  VL^i  +  -  V'„  =^"  + 2"~^  +  .  .  .+  -1^  +  4: 


n  -\-  1     —        n 
c'est-à-dire 


u.=^vu+^; 


on  aura  donc,  par  la  formule  (8), 


'^n  =  ^' 


'0 


I  I 

^  ("-^)("-3) ^„_, ^  (''-3)(«-4) ^^, _ 

1.2  1.2 

+  (  _  I  ]^   (/^-p)---(^-2p-+l)   ^„_2^ 
^  '^  1 .  2 .  .  .p 

+  (  _  ,)P  ("-/'-']---("-^A')  ^„_,;,_,.  _^   __^ 

^  "^  1.1.    .    .p 


Démonstration  d'une  propriété  remarquable  de  l'équa- 
tion   =0,  oÎLp  désigne  un  nombre  premier. 

110.  Lorsque/?  est  un  nombre  premier,  Féquation 

zP  —  I 
rr=  G 


est  irréductible.  Cette  importante  propriété  est  utile  dans 
un  grand  nombre  de  questions,  et  nous  nous  proposons 
de  l'établir  ici.  La  démonstration  que  nous  allons  pré- 
senter est  due  à  Eisenstein;  elle  repose  sur  les  deux 
lemmes  suivants  : 
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Lemme  I.  —  Si  une  Jonction  entiè/^eH.  de  x  à  coeffi- 
cients entiers  est  décomposable  en  deux  facteurs  ra- 
tionnels X<,  X2,  de  manière  que  l'on  ait 

tous  les  coefficients  des  polynômes  Xi  eiXo  seront  entiers, 
ouy  s'ils  ne  le  sont  pas,  on  pourra  tromper  deux  entiers 

m  etn  tels,  que  tous  les  coefficients  des  polynômes  —  Xi 

n  -^  . 

et  —  X2  soient  entiers. 


m 


Supposons,  en  effet,  que  les  coefficients  des  poly- 
nômes X,  et  X2  ne  soient  pas  tous  entiers.  Réduisons  les 
termes  de  chaque  polynôme  au  même  dénominateur, 
puis  désignons  parDi,  Do  les  deux  dénominateurs  ob- 
tenus, et  par  a  un  nombre  premier  quelconque  ;  on 
pourra  écrire 

Pi  a  ou  P2  a  désignant,  dans  le  numérateur  de  Xj  ou  Xo, 
la  somme  des  termes  divisibles  par  a,  tandis  que  Qi  ou  Qo 
désigne  la  somme  des  termes  non  divisibles  par  a  ;  on 
aura,  d'après  cela, 

^__PiP2aM-(P,Q2  +  P2Qi)a-^Q,Q.2 


D,D, 


Supposons  maintenant  que  a  soit  l'un  des  facteurs 
premiers  de  D^  ;  X  étant  entier,  il  faut  que  Qi  Q2  soit  di- 
visible par  a  ;  cela  exige  que  l'un  des  polynômes  Q<  et  Q2 
se  réduise  à  zéro  ;  car,  autrement,  le  premier  terme  du 
produit  Q<Qo,  supposé  ordonné,  serait  divisible  par  a, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  aucun  des  termes  de  Qj  et 
de  Qo  n'est  divisible  par  a.  D'ailleurs  Q,  n'est  pas  nul, 
car  on  peut  admettre  que  la  fraction  qui  représente  la 

16. 
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valeur  de  X^  soit  réduite  à  sa  plus  simple  expression; 
donc  il  faut  que  Q2  soit  nul. 

On  peut  conclure  de  là  que  si  les  fonctions  Xi  et  X2  ne 
sont  pas  entières  relativement  aux  coefficients,  et  qu'on 
réduise  les  termes  de  chacune  de  ces  fonctions  au  même 
dénominateur,  tout  facteur  premier  a  qui  se  trouve  au 
dénominateur  de  l'une  des  fonctions  se  trouve  au  numé- 
rateur de  l'autre.  En  supprimant  ce  facteur  a,  on  obtient 
deux  nouvelles  fonctions  qui  ont  encore  pour  produit  X, 
et  auxquelles  on  peut  appliquer  le  même  raisonnement  ; 
et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  évidemment  de  là  qu'on  peut 
trouver  deux  entiers  ni  et  n  tels,  que  tous  les  coefficients 

des  polynômes  -  Xi  et—  X<>  soient  entiers,  et  la  fonc- 
^     "^  n  m 

tion  X,  qui  a  pour  valeur 


n  m     " 

sera  décomposée  en  deux  facteurs  ayant  pour  coefficients 
des  nombres  entiers. 

Lemme  il  — Si,  dans  un poljnômeH.  de  degré  quel- 
conque^ le  ternie  le  plus  élei^é  en  x  a  pour  coefficient 
r unité,  que  tous  les  autres  coefficients  soient  des  entiers 
divisibles  par  un  nombre  premier  p,  et  enfin  que  le  terme 
indépendant  de  x  soit  égal  àztip,  l' équation 

sera  irréductible. 

En  effet,  si  cette  équation  n'est  pas  irréductible,  on 
aura 

=  (.xi*  4-  a^  x^-'^  -f- . . .  4-  a^-i  -t  +  a^]  {-^^  +  ^i-r^"^  H- . . .  -{-  b^^x  -f-  b.,) , 

at,  a2,'..;  biyh2,...  étant  des  coefficients  entiers  et /ji,  v 
étant  des  exposants  entiers  égaux  ou  supérieurs  à  i  dont 
la  somme  |ui  4-  v  est  égale  au  degré  de  X.  Le  dernier  terme 
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de  X  étant  égal  à  liz  ;?,  on  a  a^b^^=^-±:p\  en  outre, 
comme  p  est  premier,  l'un  des  nombres  a^^,  h^  doit  être 
égal  à  dz  I  et  l'autre  à  dz  /?  ;  nous  supposerons 

«j,  =  =i=i,     b^  =  ±p. 

On  a  identiquement,  par  hypothèse, 

ou 

X'i^)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers;  on  peut 
supprimer  le  terme  zh  p  dans  le  second  facteur  du  pre- 
mier membre,  et  il  vient  alors 

^^ 4- . . .  +  «^_i xzhl)  (o:^  + . . .  +  0^2  .r2  -j-  b,_i x]  =  ^!*+^  +PXi  (■^)' 

;)(^i(x)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  Le 
terme  le  moins  élevé  en  x  dans  le  premier  membre 
est  dz  b^_i  X  ;  donc  il  faut  que  Z>,_i  soit  divisible  par  p  ; 
on  peut  alors  supprimer  le  terme  h^_^  x  dans  le  second 
facteur  du  premier  membre  ;  il  vient  alors 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  que  tous  les 
coefficients  ^<,  b2,--.,b^  sont  divisibles  parp,  et  l'on  a, 
en  conséquence, 

[x^  H-  a^x^-^  -:-...-!-  a^_^x  rhi)  ^^=  xi^+^M-  pj^  [  x), 

X^ip^)  étant  encore  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  Or 
cela  est  impossible,  puisque  le  coefficient  de  x"  dans  le 
premier  membre  de  la  formule  précédente  est  égal  à  zii  i  ; 

donc  l'équation 

X=r:o 
est  irréductible. 
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Théorème.  —  L' équation 


oîip  désigne  un  nombre  premier ,  est  irréductible. 

En  effet,  posons  z=ix-\-  i\  l'équation  que  nous  con- 
sidérons deviendra 


'x-^.~i)P- 


ou 

1.2  1.2 


Cette  équation  en  x  est  irréductible,  d'après  le  lemme 
qui  précède;  donc  la  proposée  est  elle-même  irréductible. 
Les  deux  lemmes  démontrés  plus  haut  suffisent  pour 
établir  le  théorème  plus  général  que  voici  : 

Si  p  est  un  nombre  premier  et  que  ^t.  soit  un  entier 
quelconque,  V équation 

zP^       I 


est  irréductible. 

En  effet,  posons  z  =  x  -\-i;  on  aura 

zP=,TP-^J-hpxM,      ...,        zP''=.xP''-+-l-i-pXr,{.T),     ..., 

5^1  (x),...,  ■)(^n  [x) , . . . ,  étant  des  polynômes  à  coefficients 
entiers.  On  aura  donc  aussi 

.   fir-^-i)^^.xP^-'(P-'-^-\-pX[-^). 


SECTION    I.  CHAPITRE    V,  I^^J 

les  coefficients  de  xi-^)  étant  entiers.  On  a  d'ailleurs, 
pour  z  =  1, 

donc,  d'après  lelemme  II,  l'équation  /(a: -h i)  =  o  est 
irréductible;  par  suite,  la  proposée /^(-z)  =  o  est  elle- 
même  irréductible. 


'  \j  i  t>  il  A  II  1    1 

UNIVEKSl TY   OV 

CALIFOKNIA 
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CHAPITRE  VI. 

DE  LA  SÉPARATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


De  la  résolution  numérique  des  équations. 

111 .  La  résolution  numérique  des  équations,  dont  nous 
allons  nous  occuper,  comprend  deux  problèmes  distincts, 
savoir  :  la  séparation  des  racines  et  le  calcul  numérique 
de  ces  racines.  Les  propositions  que  nous  développerons 
dans  ce  Chapitre  se  rapportent  exclusivement  au  premier 
des  deux  problèmes  dont  nous  venons  de  parler. 

On  dit  qu'une  racine  réelle  d'une  équation  est  5e- 
parée,  lorsque  l'on  connaît  deux  nombres  qui  la  com- 
prennent et  qui  ne  comprennent  entre  eux  aucune  autre 
racine.  Quant  aux  racines  imaginaires,  leur  séparation 
sera  effectuée  lorsque,  conformément  aux  idées  qui  ont 
été  développées  dans  le  Chapitre  III,  on  sera  parvenu  à 
renfermer  chacune  d'elles  dans  un  contour  fermé  qui 
n'embrasse  aucune  autre  racine.  La  définition  qui  pré- 
cède ne  suppose  pas  que  les  diverses  racines  soient  sim- 
ples; cependant,  dans  le  cas  des  racines  multiples,  la  sé- 
paration n'est  complète  que  si  le  degré  de  multiplicité  de 
chaque  racine  est  déterminé.  Au  surplus,  cette  remarque 
n'a  qu'une  médiocre  importance  au  point  de  vue  des  ap- 
plications; car  la  résolution  d'une  équation  qui  a  des 
racinps  multiples   se   ramène  toujours  (n°50)    à  celle 
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d'une  ou  de  plusieurs  équations  qui  n'ont  que  des  racines 
simples. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  toujours 
les  polynômes  que  nous  aurons  à  considérer  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable. 
En  outre,  il  ne  sera  question  que  d'équations  à  coeffi- 
cients réels,  à  moins  que  nous  n'avertissions  du  con- 
traire. 

Limites  des  racines  réelles  d'une  équation 
à  coefficients  réels. 

*  112.  Le  procédé  général  que  nous  avons  fait  connaître 
au  n**  46,  pour  obtenir  une  limite  supérieure  et  une  limite 
inférieure  des  modules  des  racines,  donne  en  particu- 
lier des  limites  des  racines  réelles.  Mais,  quand  on  ne 
considère  que  ces  dernières,  on  peut  obtenir  souvent  des 
limites  plus  resserrées. 
Soit 

une  fonction  entière  de  la  variable  x,  dans  laquelle  les 
coefficients  soient  des  quantités  ree//e^  données,  et  pro- 
posons-nous de  trouver  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  de  l'équation 

c'est-à-dire  une  quantité  supérieure  à  la  plus  grande  ra- 
cine positive. 

Le  coefficient  Ao  étant  supposé  positif,  si  tous  les  coeffi- 
cients qui  suivent  sont  positifs,  l'équation  n'aura  point 
déracines  positives;  soit  donc  A„  le  premier  des  [coeffi- 
cients négatifs,  et  désignons  par  A  la  valeur  absolue  de 
celui  de  ces  coefficients  négatifs  qui  a  la  plus  grande  va- 
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leur  absolue.  Comme  la  quantité 

—  A h  Afo;'"-'^  -4-  a:'"-^-^  H-  .  .  .  -^-  .r-f-  i] 


est  identiquement  nulle,  on  peut  l'ajouter  à  l'expression 
def[x)  et  celle-ci  devient  alors 


-[.-(._x)-^] 


/h')  z= != ^-^^  -h  -^  H-  Al  ^'"-^  -1-  . . .  +  A„_i  .r^ 

^    ^  .r  —  I  .r  —  I 

+  (A  +  A„).r'«-'^-l-  .  .  .  +  (A  4- A„,_i)  .r  +  (A  +  A,„  ). 

Cette   formule  montre   que  l'on    a  /(^)  >  o>    po^r 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition 


r'^-if.r—  l)>  —  5 


A 


et,  par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  telles  que 


(--')"># 


On  tire  de  là,  si  7z  =: 


A 

r  >>  I  -4-  —  5 


et,  SI  7Z  est  supérieur  a  i , 

.r>i  -h 


^h 


la  quantité  i-f-  —  ou  H-  1/  T"  ^^^  ^^^^  "'^^  limite  su- 

périeure  des  racines  positives. 

Pour  avoir  une  limite  inférieure  des  racines  positives, 

on  changera  x  en  -  et  l'on  déterminera  comme   précé- 
demment une  limite  supérieure    des  racines    positives 
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de  l'équation  transformée.  Enfin,  pour  avoir  des  limites 
des  racines  négatives,  il  suffira  de  changer  x  en  —  x  et 
de  chercher  des  limites  pour  les  racines  positives  de  la 
transformée. 

113.  Laméthode  précédente  se  résume,  comme  on  le 
voit,  par  une  règle  uniforme  qui  est  applicable  dans 
tous  les  cas;  mais  cette  règle  fournit  souvent  des  limites 
fort  éloignées  des  racines  extrêmes  ;  aussi  le  procédé  sui- 
vant doit-il  être  employé  de  préférence. 

Supposons  d'abord  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  f{jc)  =  o  se  compose  d'un  ou  de  plu- 
sieurs termes  positifs  suivis  de  termes  tous  négatifs,  et 
soit  n  le  degré  du  dernier  terme  positif;  on  pourra  écrire 

(^[x)et^  [x)  désignant  des  polynômes  dans  lesquels  tous 
les  coefficients  sont  positifs.  Par  hypothèse,  la  première 
des  fonctions 

cp(.r)         -^(x) 


ne  renferme  que  des  puissances  positives  de  x,  et  il  n'y 
a,  dans  la  seconde,  que  des  puissances  négatives.  La  pre- 
mière de  ces  fonctions  est  donc  croissante  avec  x,  tandis 
que  la  seconde  est  décroissante.  Il  résulte  de  là  que  si 
l'inégalité 

/(x)>o 

est  satisfaite  pour  une  valeur  dex,  elle  le  sera  aussi  pour 
les  valeurs  plus  grandes.  Par  conséquent,  pour  avoir  une 
limite  supérieure  des  racines  positives,  il  suffira  de  substi- 
tuer à  X  une  série  de  nombres  croissant  à  partir  de 
zéro,  et  le  premier  de  ces  nombres  qui  donnera  un  ré- 
sultat positif  sera  la  limite  cherchée. 
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Maintenant ,  considérons  une  équation  quelconque 
f[x)  =  o  ;  le  premier  terme  que  nous  supposons  positif 
peut  être  suivi  d'un  ou  de  plusieurs  autres  termes  posi- 
tifs ;  réunissons  à  ces  termes  tous  ceux  qui  sont  négatifs 
pour  en  composer  un  polynôme  F(x)  ;  on  aura 

/(.r):=rF(x)-|-ç(.r), 

ip  [x]  ne  renfermant  que  des  termes  positifs  et  F  [x)  étant 
une  fonction  du  genre  que  nous  venons  de  considérer 
plus  haut.  Il  suffira  évidemment,  pour  remplir  l'objet 
demandé,  de  chercher  une  valeur  de  x  qui  rende  F  (x) 
positive,  ce  à  quoi  l'on  parviendra  en  substituant  à  x, 
dans  F(x),  une  série  de  valeurs  croissantes  à  partir  de 
zéro. 

On  peut  encore  arriver  au  résultat  cherché,  en  parta- 
geant le  premier  membre  de  l'équation  proposée  en  di- 
vers groupes,  formés  chacun  d'un  ou  de  plusieurs  termes 
positifs  suivis  de  termes  négatifs  de  degrés  moindres,  et 
en  cherchant  une  valeur  de  x  qui  rende  positifs  les  po- 
lynômes contenus  dans  ces  différents  groupes. 

Nous  n'avons  eu  ici  en  vue  que  la  recherche  d'une 
limite  supérieure  des  racines  positives;  mais,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  c'est  à  ce  problème 
que  se  ramène  la  détermination  des  autres  limites. 

Exemple.  —  Considérons  l'équation 

x^  — ^^.T*  -î-  '^i.x^  -I-  36  j:^  —  gctS-r  —  1^7  =  O. 

On  peut  décomposer  le  premier  membre  dans  les  deux 
parties  suivantes  : 

x'*[.T—  ^5),      72J:^-;-36.r2 — 928.^ —  147. 

Pour  x=45,  la  première  partie  est  nulle,  et  la  deuxième 
partie  est  évidemment  positive  ;  donc  4^  est  une  limite 
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supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  proposée. 
La  méthode  du  n°  112  donnerait  929  pour  limite. 

En  changeant  :r  en  -  7  on  obtient  la  transformée 

I  — ^5.x  -+-  72.^^ -1-  36.x^  —  928.^*  —  147 -^^^  =  o; 

le  premier  membre  de  cette  équation,  changé  de  signe, 
peut  être  décomposé  dans  les  deux  parties 

147 -2?^+ 928  j:*  —  36.r^ — 72:^2,     ^5^  —  j^ 

qui  sont  positives  toutes  deux  pour  x  =  -1  d'où  il  ré- 
sulte que  3  est  une  limite  inférieure  des  racines  positives 
de  la  proposée. 
.  Si  l'on  change  x  en  — x  dans  la  proposée  et  dans  la 

transformée  en -7  on  obtient  deux  nouvelles  équations, 

dont  les  premiers  membres  peuvent  s'écrire    comme  il 
suit  : 

a:[a:''-\-  /^5x^  -+-  72a:  —  36a:  —  928)  +  l47, 

^^  (i47-^^  —  928^  —  36)  +  72^^+  ^5x  -\-  i; 

le  premier  polynôme  est  positif  pour  x  =  ou  >>3    et  le 
second  pour  a:  =  ou  ]>  7. 

Il  résulte  de  là  que  les  racines  positives  de  l'équation 
proposée  sont  comprises  entre  3  et  45,  et  que  les  racines 

négatives  le  sont  entre et  — 3. 

114.  Méthode  de  Newton. —  Cette  méthode,  dont 
l'emploi  offre  souvent  quelque  avantage,  repose  sur  la 
proposition  suivante  : 

Soient 

/[œ],     f'[x],...,f-[.r.) 

la  suite  formée  par  une  fonction  entière  du  degré  m 
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et  ses  dévissées  successwes.  Si  pour  une  Dateur  a  attri- 
buée à  X  ces  fonctions  sont  positives,  elles  le  seront 
aussi  pour  toute  ^valeur  a  -\-  7i  de  x  supérieure  à  a. 

Il  suffit  évidemment  de  considérer  la  première  fonction 
f{jc),  et  la  proposition  énoncée  résulte  immédiatement 
de  l'égalité 

tous  les  termes  du  second  membre  étant  par  hypothèse 

positifs,  on  a 

/(«-;- 70  >o. 

Il  suit  évidemment  de  là  que  l'équation  y*(x)  =:  o  n'a 
aucune  racine  supérieure  à  a.  ^ 

D'après  cette  proposition,pour  avoir  une  limite  supé- 
rieure des  racines  de  réquationy(:»:)  =■  o,  on  formera  la 

suite 

/(x),     /'(x),     ria:) /-(^). 

On  déterminera  un  nombre  Xq  qui  rende  f"^~\oc)  po- 
sitive, ce  qui  est  facile,  puisque  cette  fonction  est  du  pre- 
mier degré.  Si  aucune  des  fonctions  qui  précèdenty'""*  (x) 
n'est  négative  pour  x=^XQy  on  pourra  prendre  Xq  pour 
la  limite  cherchée.  Si,  au  contraire,  en  remontant  la 
suite  que  nous  considérons,  on  rencontre  une  fonction 
qui  soit  négative  pour  a:  =^  Xq,  on  prendra  une  valeur  x^ 
supérieure  à  Xq  qui  rende  la  même  fonction  positive. 
Pareillement,  si,  pour  cette  valeur  x^ ,  l'une  des  fonctions 
qui  précèdent  celle  dont  nous  venons  de  parler  est  né- 
gative, on  prendra  une  valeur  ^2^X1  pour  laquelle  la 
même  fonction  soit  positive,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera 
infailliblement  par  ce  procédé  à  une  valeur  de  x  pour 
laquelle  la  fonction y(:r)  sera  positive  ainsi  que  toutes 
ses  dérivées  :  cette  valeur  sera  la  limite  cherchée. 
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Après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  112,  il  est  presque  superflu 
d'ajouter  que  la  méthode  précédente  peut  être  appliquée 
à  la  recherche  de  la  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives, ainsi  qu'à  celle  des  limites  des  racines  négatives. 

Exemple.  —  Reprenons  l'équation  qui  a  été  considérée 
au  numéro  précédent.  On  a 

47. 


f[cc]  =.^5-45.r*H-72.r3+36^2-g 

28  .r- 

*^'^'^'=5.r'^       i8o.r3+ 216.^2+72^- 

-  928, 

- — -^  =  lo.r^ —  270^^4-  2l6.r  +  36, 
1.2 

-^'"^'""l^iox^       i8o.r-i-  72, 
1.2.3                                  ' 

1.2.3.4 

La  valeur  x  :=  9  annule  y  ^^  (  a:  ) ,  mais  toute  valeur  supé- 
rieure rend  cette  fonction  positive  ;  la  dérivée  précédente, 
f"'{oc)j  est  positive  pour  07=^18,  mais  la  même  valeur 
rend  f"{oc)  négative.  Cette  dernière  fonction  devient 
positive  pour  x=  27,  et  f'{oc),  qui  est  alors  négative, 
devient  positive  pour  x  =  36.  La  valeur  x  =  36  rend 
f[x)  négative,  maisy(:c)  devient  positive  pour  x  =  44- 
On  peut  donc  prendre  44  pour  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives. 

Théorème  relatif  aux  résultats  de  la  substitution 
de  deux  nombres  quelconques  à  l'inconnue. 

115.  Théorème.  —  Soient  /(x)  =:  o  une  équation  à 
coefficients  réels,  Xq  etX  deux  quantités  réelles  quelcon- 
ques. Le  nombre  des  racines  de  l'équation  f[x)  =  o 
complaises  entre  les  quantités  Xq  et  X  est  pair  ou  impair 
suivant  que  les  résultats /[xq],  fÇK)  obtenus  en  sub- 
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stituant  Xq  et  IL  à  x  dans  le  polynôme  f  (^x)  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires  ;  zéro  est  regardé 
comme  un  nombre  pair.  En  particulier ^  si  f(xo)  et 
f(^  sont  de  signes  contraires,  V équation  f  [x)  =0  a 
au  moins  une  racine  comprise  entre  Xç^  et  X. 

En  effet,  supposons  le  polynôme  y  ( a: )  décomposé  en 
facteurs  linéaires.  Nous  savons  que  si,  parmi  ces  facteurs, 
il  y  en  a  |ui  égaux  à  x —  (;?  -f-  q  \J — i),  il  y  en  a  aussi  ^jl 
qui  sont  égaux  à  x  —  {p  — q  y/ —  i )  ;  le  produit  de  ces 
2^  facteurs  est  la  puissance  de  degré  (à  du  polynôme 
(x  —  pY-\-q'^ ,  lequel  reste  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  X.  Si  donc  on  désigne  par  F(x)  le  produit  de  tous 
les  facteurs  linéaires  imaginaires  àef[x),  on  aura 

f[x)=Y[.x)  (.r  — ^1)   [.x  —  .x^).  .  .(.r  —  ^„), 

F(x)  restant  toujours  positif.  On  a,  d'après  cela, 

/(•^o)  _  F(-^o)    '^0  —  X\    -^0—  -^2  -^0  —  --^n  . 

/(X)  "~F(X)    X-.ri   X-.r2  *  *'X-.r^' 

le  premier  facteur       '^    est  positif,  et  l'un  des  facteurs 

suivants,  tels  que  '-^^ ^>  ne  peut  être  négatif  que  si  la  ra- 

cine  x^  est  comprise  entre  Xq  et  X.  Donc  la  valeur  de 
^   est   positive  ou  négative,  suivant  que  1  équation 

f{x)  =:  o  aun  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  de  ra- 
cines comprises   entre  Xq  et  X.  Dans   le  premier  cas, 

f{xo)  et/'(X)  sont  de  même  signe;  dans  le  deuxième 
cas,  ces  quantités  sont  de  signes  contraires. 

Corollaire  I.  —  Toute  équation  de  degré  impair  a 
au  moins  une  racine  réelle  de  signe  contraire  à  son 
dernier  terme. 


SECTION    I.  CHAPITRE    VI.  ^5^ 

On  suppose,  dans  cet  énoncé,  que  le  premier  terme  de 
l'équation  proposée  f[x)  :=  o  a  un  coefficient  positif.  Si 
le  dernier  terme  de  cette  équation  est  négatif  et  que  l'on 
nomme  X  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation /(a:)  ^^  o,  les  résultats  /*(X),  f{6)  seront  de 
signes  contraires;  il  y  a  donc  une  racine  positive,  et,  s'il 
y  en  a  plusieurs,  elles  sont  en  nombre  impair.  Si  le  der- 
nier terme  de  l'équation /"(x)  =o  est  positif,  on  chan- 
gerai en — X,  et,  la  transformée  étant  écrite  de  manière 
que  son  premier  terme  ait  un  coefficient  positif,  le  der- 
nier terme  sera  négatif;  on  rentre  dans  le  premier  cas. 

Corollaire  II.  —  Toute  équation  de  degré  pair  dont 
le  dernier  ter  me  est  négatif  a  au  moins  mie  racine  posi- 
tii^eetau  moins  une  racine  négatii^e. 

On  suppose  encore  ici  que  le  premier  terme  de  l'équa- 
tion proposée  /(a:)  =  o  ait  un  coefficient  positif.  Si  l'on 
nomme  X  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
réquationy(x)  =::  o,  les  quantités /*(X),y(o)  seront  de 
signes  contraires  ;  donc  l'équation  a  un  nombre  impair 
de  racines  positives,  et  par  conséquent  elle  en  a  au  moins 
une.  Ce  raisonnement  s'applique  aussi  à  l'équation 
/( — x)  =  o;  donc  la  proposée /"(x)  =  o  a  un  nombre 
impair  de  racines  négatives. 

TJiéoreme  de  Descartes. 

116.  On  dit  que  deux  termes  consécutifs  d'une  fonction 
entière /(x)  à  coefficients  réels  offrent  une  ^variation, 
quand  ils  ont  des  signes  contraires;  deux  termes  consé- 
cutifs qui  ont  le  même  signe  offrent  une  permanence. 
Gela  posé,  l'importante  proposition  connue  sous  le  nom 
de  Jlièoreme  de  Descartes  repose  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Sif[x)  désigne  une  fonction  entière  et 

S.  —   Alg.  SUp.,    I.  in 
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que  a  soit  une  quantité  positive,  le  nombre  des  'varia- 
tions contenues  dans  le  produit  [x — a)  f[x)  surpas- 
sera d'une  unité  au  moins,  et  toujours  d^un  nombre 
impair,  le  nombre  des  variations  def[x). 

En  effet,  ordonnons  la  fonctiony(:r)  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  ^  et  posons 

/{.r)  =  (P,.r'»-4-...)  —  (Pi  .r'«tH-...)  4-  [V  ^  .r.^H  ^ . . .]  -   ... 
+  (-l)-(P,.r-«  +  ...), 

en  écrivant  entre  parenthèses  tous  les  termes  consécutifs 
qui  ont  le  même  signe  ;  le  nombre  des  variations  àe  f[x) 
est  évidemment  égal  à  n.  Multiplions  y" (a::)  par  x  —  a, 
et  écrivons  d'abord  le  produit  par  x  ;  il  viendra 

.r/(.r)  =  (Po^"^+i-f-...)  — (Pia;''^i+i4-...)-+-(P2-^'"^"*"^H-.--)— ••• 
-f-  (— I)'^(P„.r"^^+l+...). 

Pour  déduire  de  ce  résultat  la  valeur  du  produit 
(x — a)  f[x),  il  faut  lui  ajouter  — af[x).  Or  je  dis 
qu'après  cette  addition  les  signes  des  termes  dont  les  de- 
grés sont  respectivement  m-+-i,  m^-f-i,  mo-hi,..., 
/7z„+i  seront  restés  les  mêmes.  Cela  est  évident  pour  le 
premier  de  ces  termes,  puisque  le  produit  — afi^x) 
n'est  que  du  degré  m.  Quant  au  terme  du  degré  m^-\-i, 
il  pourra  être  modifié,  parce  que  — afi^x)  peut  ren- 
fermer un  terme  du  même  degré;  mais  ce  terme,  s'il 
existe,  est  le  produit  par  —  a  du  dernier  des  termes  con- 
tenus dans  la  première  parenthèse  def[x),  et,  par  con- 
séquent, il  est  négatif;  donc  le  signe  du  terme  de  degré 
Wi-f-i  dansxf^x)  ne  sera  pas  changé.  Pareillement,  si 
—  af[x)  peut  donner  un  terme  du  degré  moH-i,  ce 
terme  est  nécessairement  le  produit  par  — a  à\x  dernier 
des  termes  contenus  dans  la  deuxième  parenthèse  de 
y  (x),  et  il  a  le  signe  +,  comme  le  terme  semblable  du 


ï 
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produit  xfix).  Il  est  évident  que  le  même  raisonne- 
ment s'applique  à  ceux  des  termes  suivants  que  nous  con- 
sidérons. Mais  le  dernier  terme  de  — af(^x)  est  de  signe 
contraire  au  terme  de  degré  m;^-}- 1  qui  figure  dans  xf(x), 
et  il  ne  peut  se  réduire  avec  aucun  de  ceux  contenus 
dans  ce  produit.  Donc,  dans  le  produit  i^x — a)  fi^x), 
les  termes  dont  les  degrés  sont  m-h  i ,  w<  4- 1 ,  //Zo-t- 1  ?  •  •  • 
lUn-i-i  et  le  dernier  terme  auront  alternativement  les 
signes  -h  et  — ;  il  y  a  par  conséquent  au  moins  n-^i  va- 
riations dans  ce  produit.  Il  peut  y  en  avoir  davantage  ; 
mais  comme,  en  passant  d'un  signe  -h  à  un  signe  —  ou 
inversement,  on  rencontre  nécessairement  un  nombre 
impair  de  variations,  il  est  évident  que,  si  le  produit 
[x- — a)f[x)  a  plus  de  Ji-{-i  variations,  il  en  aura 
2/[-f-/2-i-ij  2  A"  désignant  un  nombre  pair. 

117.  Le  lemme  que  nous  venons  d'établir  nous  donne 
immédiatement  le  théorème  de  Descartes,  qui  consiste 
dans  la  proposition  suivante  : 

Théouème.  —  Dans  une  équation  quelconque,  le 
nombre  des  racines  positives  ne  peut  pas  surpasser  le 
nombre  des  "variations  du  premier  membre;  et,  quand  il 
est  moindre,  la  différence  est  toujours  un  nombre  pair. 

En  effet,  so\lf[x):=.  o  l'équation  proposée.  Décom- 
posons le  polynômeyfx)  en  ses  facteurs  linéaires;  dési- 
gnons par  ¥[x)  le  produit  des  facteurs  qui  répondent 
aux  racines  imaginaires  ou  négatives,  et  soient  a^,  a^-,"", 
a.,  les  racines  positives.  On  aura 

f[x)=Y[x)  [x-a,]  (.r  -«,)...  (x-«.). 

L'équation  F(.r)  =  o  n'ayant  pas  de  racines  posi- 
tives, le  premier  et  le  dernier  terme  de  F(x)  sont  de 
même  signe,  et  en  conséquence  le  nombre  des  variations 

17- 
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de  ce  polynôme  est  un  nombre  pair  2/f  qui  peut  se  ré- 
duire à  zéro. 

Le  polynôme  F(x)  ayant  Q.k  variations,  le  produit 
¥[x)  [x — a^)  en  aura  ik^-i~i,  d'après  la  proposition 
précédente,  k\  étant  égal  ou  supérieur  à  A".  Pareillement, 
leproduitF(x)  [x  —  «^)  [x  —  «2)  aura  ih^-hi  varia- 
tions, et  ainsi  de  suite,  de"  manière  que  le  dernier  pro- 
duit, qui  est  égal  kf[x),  aura  2 A^ -h v variations.  A,  étant 
un  entier  positif  ou  nul. 

Corollaire.  —  Dans  une  équation  quelconque,  le 
nombre  des  racines  négatii^es  ne  peut  pas  suiyasser  le 
nombre  des  variations  de  V équation  transformée  en 
—  X,  et,  quand  il  est  moindre,  la  différence  est  toujours 
un  nombre  pair. 

118.  Le  théorème  de  Descartes  a  pour  complément 
la  proposition  suivante,  qui  n'en  est  au  surplus  qu'une 
conséquence  : 

Théorème.  —  Si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
réelles,  le  nombre  des  racines  positii^es  est  égal  au 
nombre  des  vajnations,  et  le  nombre  des  racines  néga- 
tives est  égal  au  nombre  des  variations  de  la  transfor- 
mée en  —  X. 

Considérons  les  différences  entre  le  degré  de  chaque 
terme  d'une  équation  de  degré  m  et  le  degré  du  terme 
suivant.  Parmi  ces  différences,  il  peut  y  en  avoir  qui 
soient  des  nombres  impairs  :  je  les  désignerai  par 

2 / 1  -i-  I ,     ik^-\-i,     .  .  . ,     2 /j,  -h  I  ; 

quant  aux  différences  qui  sont  égales  à  des  nombres  pairs, 
je  distinguerai  celles  qui  répondent  à  deux  termes  de 
signes  contraires  de  celles  qui  se  rapportent  à  deux  termes 
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de  même  signe.  Je  désignerai  les  premières  par 

2//i  +  2,     ih^-\- 1^     .  .  . ,     2i^v  -t-  2, 
tandis  que  les  autres  seront  représentées  par 

2^-1,       2^^,,       ...,       1g^, 

Gomme  ilya/ijt-i-v-l-p  différences,   le  nombre  des 
termes  de  l'équation  est  égal  à/:jL  +  v4-/5-hi,  et  il  est 
évident  qu'il  manque  à  celle-ci,  pour  qu'elle  soit  com- 
plète, un  nombre  de  termes  qui  sera  égal  à  2  S  -h  v  —  p 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 

En  ajoutant  le  nombre  des  termes  contenus  dans  l'é- 
quation proposée  avec  le  nombre  de  ceux  qui  lui  man- 
quent pour  qu'elle  soit  complète,  on  aura  évidemment 
une  somme  égale  à  m  -{-  i  ;  donc 

(i)  m  r=  p  -h  2v  H-  2 s. 

Désignons  maintenant  par  V  le  nombre  des  variations 
de  l'équation  proposée,  par  V^  le  nombre  des  variations 
de  la  transformée  en  —  x,  et  cherchons  la  valeur  de 
V  -T-  V^  Considérons  d'abord  deux  termes  consécutifs 
dans  lesquels  la  différence  des  degrés  soit  un  nombre  im- 
pair 2A -i-  i;  il  est  clair  que,  si  ces  deux  termes  offrent 
une  variation  dans  la  proposée,  ils  présenteront  une  per- 
manence dans  la  transformée  en  —  x,  et  inversement  ; 
donc  les  deux  termes  ne  donnent  qu'une  unité  dans 
V-f- V,  et,  comme  il  y  a,  par  hypothèse,  ^  couples  de 
termes  du  même  genre,  ces  termes  fourniront  \k  unités 
à  la  somme  V  H-  V.  Considérons  en  second  lieu  deux 
termes  consécutifs  de  signes  contraires  et  dans  lesquels 
la  différence  des  degrés  soit  un  nombre  pair  2  A  -}-  2  ;  ces 
deux  termes  donnent  une  variation  dans  la  transformée 
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aussi  bien  que  dans  la  proposée,  et,  comme  il  y  a  v  cou- 
ples de  pareils  termes,  ils  apporteront  2V  unités  dans  la 
somme  V-h  V.  Enfin,  si  l'on  considère  deux  termes  de 
même  signe  et  dans  lesquels  la  différence  des  degrés  soit 
un  nombre  pair  ig,  ces  termes  ne  donneront  aucune  va- 
riation dans  la  transformée  en  —  x  et  ils  ne  fourniront 
rien  à  la  somme  V  -\-  y.  On  a  donc,  d'après  cela, 

(2)  V-f-V'r=p4-2v, 

et  par  conséquent  la  formule  (i)  peut  s'écrire 

(3)  m=rV  +  rH-2S. 

Si  l'on  désigne  par  P  le  nombre  des  racines  positives  de 
l'équation,  par  P'  le  nombre  des  racines  négatives  et  par 
2I  le  nombre  des  racines  imaginaires,  on  aura  aussi 

(4)  m  — P-}-P'-i-2l; 

et  la  comparaison  des  formules  (3)  et  (4)  donnera 

(5)  2l=(V— P)4-(V'  — P')  +  2S. 

Si  l'équation  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles,  I  est 
nul;  d'ailleurs  aucun  des  nombres  V  —  P,  V  —  P'  ne 
peut  être  négatif;  donc  on  a  non-seulement 

(6)  P==:V,       P'rrrV, 

mais  encore 

(,)  S  =  o. 

Les  formules  (6)  démontrent  la  proposition  énoncée; 
la  formule  (5  )  nous  fait  connaître  en  outre  une  limite  du 
nombre  des  racines  imaginaires.  On  en  tire  effectivement 

I  rrr       OU      ^  S  ; 

d'où  il  résulte  qu'une  équation  a  toujours  des  racines 
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imaginaires  lorsqu'il  manque  plus  d'un  terme  entre  deux 
termes  de  signes  contraires,  et  lorsqu'il  manque  même  un 
seul  terme  entre  deux  termes  de  même  signe. 

Corollaire  I.  —  Si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  positives,  V équation  est  complète  et  elle  ne 
présente  que  des  ^variations. 

Car  le  nombre  des  variations  doit  être  égal  au  degré  m 
de  l'équation,  et  celle-ci  renferme  en  conséquence  m  H- 1 
termes. 

Corollaire  II.  —  Si  l'équation  f(^x)  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  que  a  soit  une  quantité  positive,  le 
produit  i^x  —  a)f{^x)  ne  renferme  qu'une  'variation  de 
plus  que  f[x). 

Car,  dans  chacune  des  équations 

f[x]  .=z  O,      (.r  —  a)/[.T)  —  o, 

le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des 
variations  du  premier  membre.  La  deuxième  équation 
ayant  une  seule  racine  positive  de  plus  que  la  première, 
elle  a  aussi  une  seule  variation  de  plus  que  celle-ci. 

119.  Le  théorème  de  Descartes  conduit  encore  à  une 
autre  proposition  sur  laquelle  nous  croyons  devoir  ap- 
peler l'attention,  parce  qu'elle  est  le  point  de  départ  de 
recherches  nouvelles  dont  nous  aurons  à  parler  ensuite. 
Cette  proposition  est  la  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  f(^x)=^o  une  équation  du 
degré  m  dont  les  m  racines  sont  réelles^  et  f  i^x), 
f"[x),  .  .  .,f"^[x)  les  m  dérii^ées  successives  du  poly- 
nôme f^x).  Siy  dans  la  suite  des  m  -f- 1  fonctions 

f[-^],     /'(.-),     f"[.r.],      ...,     /'«(x) 

on  substitue  successivement  deux  quantités  réelles  quel- 
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conques  a  et  ^'^  a,  et  si,  après  chaque  substitution^  on 
compte  les  variations  de  signes  que  présente  la  suite 
des  résultats,  le  nombre  des  variations  perdues  en  pas- 
sant de  x=^c(.à  X'-^^  sera  précisément  égal  au  nombre 
des  racines  de  V équation  f{^x)=-o  comprises  entre  a 
et£. 

En  effet,  posons  successivement  x  =  x' -r- ol  et 
j:  =  x'-}-  6.  Le  nombre  des  racines  de  la  proposée  qui 
sont  supérieures  à  a  sera  égal  au  nombre  des  racines  po- 
sitives de  la  transforméey(x'H- a)  =  o,  et,  en  consé- 
quence, égal  au  nombre  des  variations  du  polynôme 
f[x'-i-oc),  puisque  toutes  les  racines  sont  supposées 
réelles.  Pareillement  le  nombre  des  racines  de  la  pro- 
posée qui  sont  supérieures  à  ê  sera  égal  au  nombre  des 
racines  positives  dey(^'-T- S)  =  o,  et,  par  suite,  égal 
au  nombre  des  variations  def[x'-h  ê);  d'où  il  suit  que 
l'équation  f[x)  =  o  a  précisément  autant  de  racines 
comprises  entre  a  et  6  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'excès  du 
nombre  des  variations  àc  f[x' -\-  a)  sur  le  nombre  des 
variations  àef[x'-r-  ê).  Mais  on  a 

y,'  ™'2  y.'  m 

/(  .r'  +  .,•)  ==/  (.r)  +/'(.r)  '-l  -h/"  (.r)  — -  -h . . .  +/"'(.r)  -----  ; 


1.2 


donc  l'excès  dont  nous  venons  de  parler  est  égal  à  la 
différence  entre  le  nombre  des  variations  que  présente 
la  suite 

/(.r),      f'U]^     f"[:r\       ...,     /-(x), 

pour  X  :=  a,  et  le  nombre  des  variations  que  présente  la 
même  suite  pour  x  =  S. 

Théorème  de  Budan. 

120.   La  proposition  précédente  cesse  d'être  exacte, 
lorsque  réquationy(jc)  ^^  o  n'a  pas  toutes  ses  racines 
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réelles.  Mais,  en  cherchant  à  en  modifier  l'énoncé  de  ma- 
nière à  embrasser  tous  les  cas,  Budan  est  parvenu  à  un 
théorème  remarquable  que  nous  allons  exposer,  après 
avoir  établi  préalablement  un  lemme  fort  important  sur 
lequel  nous  aurons  à  nous  appuyer. 

Lemme.  —  Si  f[x)  désigne  une  fonction  entière  de 
X  ayant  pour  dérivée  f'[x)^  et  que  V  on  fasse  croître  x 

de  —  ce  à  4-  oo  ,    chaque  fois    que    le   rappoi't     }' 

s' annulera,  il  passera  toujours  d'une  ^valeur  négatis^e 
à  une  valeur  positive. 

En  effet,  soit  a  une  valeur  de  a:  pour  laquelle  y( a:) 
s'annule.  Si  m  est  le  degré  de  cette  fonction  et  que  l'on 
représente  pary^(x),  f"{x)  .  .  .,  f"^{x)  ses  dérivées 
successives,  on  aura 


I  1.2.  .  .« 

U 


1.2.  .  .m 


/"•{«)- 


1 .  2  .  .  .  (  m  —  I  ]         ^     ' 

comme  il  peut  arriver  que  la  valeur  x  ~~  a  annule /^(x) 
et  quelques-unes  des  dérivées  suivantes,  je  désignerai 
généralement  ^docf^^x)  la  première  de  ces  dérivées  qui 
ne  s'annulent  pas  pour  x  =  a.  Alors,  en  divisant  l'une 
par  l'autre  les  deux  équations  précédentes,   on  aura 

l,m—n 


f'[a-^u]         n 


Ma 


IV 


n.  .  Am 


7]/"'{«) 
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la  fraction  qui  multiplie  -->  dans  le  second  membre,  a 

pour  limite  l'unité  quand  u  tend  vers  zéro;  donc,  pour 
des  valeurs  de  u  positives  ou  négatives  dont  le  module 
est  suffisamment  petit,  les  quantités 


u     et 


f'{a-r~u) 


seront  de  même  signe  ;  il  résulte  de  là  que ,  si  h  désigne 
une  quantité  positive  suffisamment  petite,  et  que  l'on 
fasse  croître  i^  de  — A  à  -h  /«,  le  rapport 

/'(«  +  ")' 

d'abord  négatif,  s'annulera  en  même  temps  que  u  et  de- 
viendra ensuite  positif. 

Corollaire.  —  Si  le  polynôme  f{oc)  et  ses  n  —  i 
premières  dérii^ées  s  annulent  pour  xz^a,  et  que  h  dé- 
signe une  quantité  positii^e  suffisammejit  petite,  la  suite 
des  n  4-  i  fonctions 

/(•^),    /'(•^),    /"[■^].     ...,    /'^(•^) 

présentera  n  ^variations  pour  x=-a — li,  et  elle  n  offrira 
que  des  permanences  pour  x  =^  a-\-h. 

En  efi'et,  deux  fonctions  consécutives  de  cette  suite 
sont  de  signes  contraires  pour  x  =z  a  — h,  et  elles  sont 
de  même  signe  pour  x=^a-\-h, 

421.  Thi':orÎ2me  de  Budan.  —  Étant  donnée  une 
équation  quelconque  f[x)  =  o  de  degré  m,  si  dans  les 
m  ~\-  i  fonctions 

(l)  /(-r).     /'(.r),     /''(.r),      ...,     f'"[x] 

on  substitue  deux  quantités  réelles  quelconques  a.  et 
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ê  >  a,  et  si,  après  chaque  substiLutioji,  on  compte  les 
'Variations  de  signe  que  présente  la  suite  des  résultats, 
le  nombre  des  racines  defi^x)  ■=■  o  comprises  entre  a,  et 
ê  ne  peut  jamais  surpasser  celui  des  uariaiions  perdues 
dex  =  aàx=:§,  et,  quand  il  est  moindre,  la  diffé- 
rence est  toujours  un  nombre  pair  (  ^  ). 

En  effet,  quand  on  fait  croître  x  d'une  manière  con- 
tinue de  a  à  ê,  la  suite  des  signes  des  fonctions  (i)  ne  peut 
éprouver  de  modifications  qu'à  l'instant  où  x  atteint  et 
dépasse  une  valeur  qui  annule  quelqu'une  de  ces  fonc- 
tions; supposons  donc  que,  pour  x=^a,  une  ou  plu- 
sieurs des  fonctions  (i)  s'annulent.  Parmi  ces  fonctions 
qui  s'annulent,  pour  :t7  =  a,  il  peut  y  en  avoir  plusieurs 
qui  soient  consécutives  ;  soient  donc  généralement 

n  fonctions  consécutives  qui  s'annulent  pour  x  =  a,  le 
nombre  n  pouvant  se  réduire  à  l'unité.  L'indice  i^.  peut 
être  zéro,  auquel  casy'^(^)  représente  la  fonctiony(x); 
mais  le  dernier  indice  a-+-n —  i  ne  peut  être  égal  à  m, 
car  lafonctiony'^(a^)  est  une  constante  différente  de  zéro. 
Gela  posé,  considérons  la  portion  de  la  suite  (i)  qui 
comprend  les  fonctions  (2)  et  la  fonction  suivante, 
savoir  : 

d'après  le  corollaire  du  lemme  qui  précède,  si  h  désigne 


(')  Ce  théorème  est  souvent  attribué  à  Fourier,  qui  l'avait  sans  aucun 
doute  rencontré  dans  ses  recherches  ;  mais  la  priorité  appartient  réelle- 
ment à  Budan,  qui  communiqua  en  181 1  à  l'Académie  des  Sciences  la 
démonstration  complète  du  théorème.  L'énoncé  que  nous  adoptons  ne 
diffère  que  dans  la  forme  de  celui  donné  par  Budan,  et  il  est  tel  que 
Fourier  l'a  présenté  dans  son  Analyse  des  équations,  publiée  après  sa  mort, 
en  i83i,  par  les  soins  de  Navier. 
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une  quantité  positWe  suffisamment  petite,  les  n -{- i 
fonctions  de  la  suite  (3)  offriront  n  variations  pour 
X  =:z  a  —  h,  tandis  qu'elles  ne  présenteront  que  des  per- 
manences pour  X  =  a-h  h.  Appliquons  successivement 
ce  résultat  aux  cas  de  |^t  =  o  et  de  [jl'^  o. 

Dans  le  cas  de  |:/,  =  o,  on  peut  dire  que  :  si  les  n  pre- 
miers termes  de  la  suite  (i)  s' annulent  pour  x  =  a, 
c'est-à-dire  si  l'équation  f[x)  =:  o  a  /z  racines  égales 
à  a,  la  portion  de  la  suite  (i)  qui  embrasse  les  n-\-  i 
premiers  termes  perd  n  variations,  quand  on  passe 
de  X  =  a  —  h  à  X  =  a-^h. 

Dans  le  cas  de  ^>  o,  joignons  aux  fonctions  (3)  celle 
qui  les  précède  dans  la  suite  (i),  on  aura  les  n  -h  2  fonc- 
tions 

(4)  /^-M-^)'  /^(■^),  /'^-^U-^l'  ••-  /^^"-U-^)'  /^■^"(•^)v 

Si  n  est  un  nombre  pair  o.h,  réquationy'^(x)  =o  a  2A 
racines  égales  à  a,  et,  en  conséquence,  y'* (x)  ne  change 
pas  de  signe  quand  x  varie  àea  —  h  k  a-{-  h;  d'ailleurs 
f^~^[x)  conserve  aussi  le  même  signe;  donc  la  suite  (4) 
perdra  2k  variations  quand  on  passera  de  a — hka-hk. 
Si,  au  contraire,  n  est  un  nombre  impair  2/r  -|-  i ,  l'équa- 
tion y*'^(x)  ==:  o  a  2/r-f-i  racines  égales  k  a  eif^[x) 
change  de  signe  quand  x  varie  de  a  —  h  k  a  -i-  h; 
comme  y''~^(x)  conserve  le  même  signe,  il  s'ensuit  que 
la  suite  des  deux  fonctions  y'*~^(a:), /''^(x)  perdra  ou 
gagnera  une  variation  dans  le  passage  de  a — haa-\-h, 
et,  par  conséquent,  la  suite  (4)  perdra  dans  ce  cas 
(2A"-f- i)  dz  I,  c'est-à-dire  2  A  ou  2A -j- 2  variations.  On 
peut  donc  dire  que  ;  si  n  termes  consécutifs  de  la  suite  (  i), 
ne  comprenant  pas  le  premier  terme,  s'annulent  pour 
X  =  a,  la  portion  de  la  suite  (i)  qui  embrasse  ces  n 
termes  avec  celui  qui  les  précède  et  celui  qui  les  suit 
perd  un  nombre  pair  de  variations,  quand  on  passe 
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de  a  —  h  à  a  -f-  h  ;  ce  nombre  de  variations  perdues 
peut  se  réduij'e  à  zéj^o  quand  7i=  î;  mais,  pour  n^i, 
il  est  positif. 

Il  résulte  de  là  que,  x  croissant  de  a  à  G,  chaque  fois 
que  cette  variable  atteint  et  dépasse  une  valeur  a  qui 
annule  quelques-unes  des  fonctions  (i),  cette  suite  perd 
V  -h  2/r  variations,  k  étant  un  entier  positif  ou  nul,  et  le 
nombre  v,  qui  peut  aussi  se  réduire  à  zéro,  étant  préci- 
sément égal  au  nombre  des  racines  de  réquationy(x)  =  o 
qui  sont  égales  à  «.  Si  donc  N  désigne  le  nombre  total  des 
racines  réelles  égales  ou  inégales  comprises  entre  a  et  ê, 
le  nombre  des  variations  perdues  en  passant  àe  x  =.  a 
à  a:  =  ê  sera  égal  à  N  ou  égal  à  N  augmenté  d'un  nombre 
pair. 

GoPvOLLAiRE.  —  Si  l'équation  y(x)  :=:=  o  a  N  racines 
comprises  entre  a  et  ê,  et  que  la  suite  [i)  perde  N  -t-  2K 
variations  dans  le  passage  dex  =  aàx=6,  l'équa- 
tion a  au  moins  2K  racines  imaginaires . 

En  effet,  désignons  par  No  le  nombre  des  racines  com- 
prises entre  —  oc  et  a,  par  N' celui  des  racines  comprises 
entre  G  et  -f-  00  .  Soient  aussi  No  -f-  2R0,  N'  -f-  i¥J  les 
nombres  de  variations  perdues  dans  la  suite  (1)  quand  on 
passe  de  x  =  —  00  k  x  --  a  et  de  :r  =  ê  à  a:  =  4-  00  .  Il 
est  évident  que  pour  x  =  — od  la  suite  (i)  présente  m 
variations,  tandis  qu'elle  n'a  que  des  permanences  pour 
X  =  GO  ;  on  a  donc 

N  0  -f-  N  H-  N  '  -h  2  K  0  -f-  2  K  +  2  K'  ^  m  ; 

le    nombre    2I    des    racines    imaginaires    est    égal    à 

m  —  (No  -i-  N  -h  N'),  et  l'on  a  conséquemment 

I  =  Ko-M^-i-K',     d'où     Ii=rou>K. 

122.  Nous  présenterons  ici  deux  remarques  au  sujet 
du  théorème  de  Budan. 
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Quand  on  applique  ce  théorème,  il  peut  arriver  que 
l'un  des  nombres  a  et  ê  qu'il  faut  substituer  à  x  annule 
quelques-unes  des  fonctions  de  la  suite  (i).  On  sauve 
cette  difficulté  en  substituant  a  4-  /«  au  lieu  de  a  et  ê  —  h 
au  lieu  de  ê,  A  désignant,  comme  précédemment,  une 
quantité  positive  suffisamment  petite.  Aucun  calcul  ne 
sera  d'ailleurs  nécessaire,  car  supposons  que  l'hypothèse 
X  =:  ex.  annule  les  termes  de  la  suite  (3)  à  l'exception  du 
dernier,  nous  savons  que  cette  suite  (3)  n'offre  que  des 
permanences  pour  x  =^  a  -{-  h.  Si  c'est,  au  contraire, 
l'hypothèse  x  =  ^  qui  annule  les  fonctions  dont  nous 
venons,  de  parler,  la  suite  (3)  ne  présentera  que  des  A^a- 
riations  pour  x  =  6  —  h. 

Le  théorème  de  Descartes  peut  être  regardé  comme  un 
corollaire  de  celui  de  Budan.  Supposons,  en  effet,  que  l'on 
veuille  appliquer  ce  dernier  théorème  en  prenant  a  =  o, 
ê  =  H-oo  .  Pour  a:  ==: -f- oo  ,  la  suite  des  fonctions  (i)  ne 
présente  que  des  permanences,  et  pour  x  =  o  ces  fonc- 
tions se  réduisent  aux  coefficients  de  réquationy(x)  ^^  o, 
en  faisant  abstraction  de  certains  multiplicateurs  numé- 
riques et  essentiellement  positifs.  A  la  vérité,  l'hypo- 
thèse Xzzizo  peut  annuler  quelques-unes  des  fonctions  (  i  ) , 
et  cela  arrive  nécessairement  si  l'équation  proposée 
manque  de  quelques  termes.  Mais  supposons  qu'au  lieu 
de  substituer  zéro  on  ait  substitué  successivement — //. 
et  -h  A  ;  comme  le  nombre  des  variations  perdues  en  pas- 
sant de  —  h  à  -f-/i  est  pair,  si,  comme  on  le  suppose, 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  nulles,  il  est  permis 
de  ne  tenir  aucun  compte  de  celles  des  fonctions  (i)  qui 
s'annulent  pour  x  =  o,  lorsque  l'on  applique  le  théorème 
de  Budan  en  prenant  a  =:  -h  A  et  6  =  -■-  oo  ,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  en  prenant  a  :==  o,  ê  =  -f-  o)  .  Il  résulte 
donc  du  théorème  de  Budan  que  :  si  V équation f  (x)  =■  o 
a  N  racines  positii^es,  la  suite  des  coeffcients  des  termes 
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contenus  dans  le  premier  membre  offrira  N  H-  aK  va- 
riations, K  étant  un  entier  positif  ou  nul;  ce  qui  est 
précisément  le  théorème  de  Descartes. 

Théorème  de  Rolle. 

123.  La  proposition  connue  sous  le  nom  de  théorème 
de  Rolle  est  utile  dans  quelques  circonstances,  et  elle  se 
rattache  directement  à  la  théorie  que  nous  exposons; 
aussi  croyons-nous  devoir  la  présenter  ici. 

Théorème.  —  Si  a  et  h  désignent  deux  racines  consé- 
cutives de  V équation  j  {^x^  =^  o,  en  sorte  que  cette  équa- 
tion n'ait  aucune  autre  racine  comprise  entre  a  et  b, 
l'équation  f'ix)  =  o,  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dé- 
rivée def[x)j  a  au  moins  une  racine  complaise  entre  a 
et  by  et,  quand  elle  en  a  plusieurs,  le  nombre  de  ces  ra- 
cines est  impair. 

En  effet,  si  l'on  suppose  b^  a  el  que  l'on  désigne 
par  h  une  quantité  positive  suffisamment  petite,  le  pre- 
mier des  deux  rapports 

f[a-\-h)        f[b~h) 
f'[a-^h)'     f'[b-h) 

sera  positif,  tandis  que  le  second  sera  négatif  (n°  120). 
D'ailleurs  les  numérateurs  y(« -f- A)  et  f[b  —  h)  sont 
de  même  signe,  puisque  l'équation  proposée  n'a  pas  de 
racine  entre  a -{- h  et  b  —  A;  donc  les  dénominateurs 
f  [a  -\-  h),f'[b — h)  sont  de  signes  contraires,  et,  en 
conséquence,  l'équation^ (x)  =  o  a  un  nombre  impair 
de  racines  comprises  entre  a-\-h  elb  —  A,  ou  entre  a 
et  b.  Il  faut  remarquer  que  ce  théorème  subsiste,  lors 
même  que  a  ou  A  serait  une  racine  multiple  de  l'équa- 
tion proposée. 
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Corollaire  I.  —  Deux  racines  consécutives  cl  et  ^  de 
l'équation  f  [x)  =  onepeus^ent  comprendre  entre  elles 
plus  d'une  racine  de  l'équation  f[x)  =  o. 

Car,  si  l'équation /*(:«:)  =  o  avait  deux  racines  a  et  b 
comprises  entre  oc  et  Q,  l'équation  y  (:t:)  =  o  aurait  au 
moins  une  racine  y  comprise  entre  a  et  b  ;  cette  racine 
serait  donc  comprise,  à  plus  forte  raison,  entre  a  et  ê, 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Corollaire  II.  —  Si  l' équation  J^ (^x)  =z  ode  degré  m 
a  toutes  ses  m  racines  réelle:^,  V équation  f  i^x)  =:  o  a 
également  toutes  ses  racines  réelles,  et  deux  racines 
consécutives  de  la  seconde  équation  comprennent  tou- 
jours une  racine  de  la  première . 

Désignons  par 

(l)  «1,     «2,     «3.     •  •   •.     «/î 

les  racines  de  réquationy(jr)  =:=  o,  rangées  par  ordre  de 
grandeur  à  partir  de  la  petite,  et  par 

Wj,   m.2,   7723,  .  .  .,   m„ 

les  degrés  de  multiplicité  de  ces  racines,  on  aura 

m  =r  mi  -h  W2  +  .  .  .  4-  rrifi 

Cela  posé,  d'après  le  théorème  des  racines  multiples, 
réquationy(x)  =  o  a  m<  —  i  racines  égales  à  a <,  elle  en 
a  77Z2  —  I  égales  à  <22, .  .  - ,  m^  —  i  égales  à  <2«;  le  nombre 
de  ces  racines  est  m  —  n.  En  outre,  d'après  le  théorème 
de  Rolle,  l'équation /"'(x)  =  o  a  au  moins  une  racine 
comprise  dans  chacun  des  n  —  i  intervalles  que  forment 
deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (i);  elle  ne  peut  d'ail- 
leurs en  avoir  plus  d'une  dans  chaque  intervalle,  puisque 
le  nombre  total  de  ces  racines  est  m  —  i . 

Soient 
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les  n  —  I  racines  dey''(.r)  =  o  dont  nous  venons  de  par- 
ler et  qui  sont  respectivement  comprises  dans  les  n  —  i 
intervalles  formés  par  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  (i).  Il  est  évident  que  les  termes  de  cette  suite  (i) 
seront  compris  respectivement  dans  les  w  intervalles  for- 
més par  la  suite 

(2)  —00,^^1,^2,...,    &„_i,    -!-0O; 

les  termes  de  la  suite  (2)  séparent  donc  les  racines  (i)  de 
l'équation  proposée. 

124.  Exemple.  —  Pour  donner  un  exemple  des  appli- 
cations du  théorème  de  Rolle,  nous  établirons  une  pro- 
priété importante  que  possède  une  classe  de  fonctions  qui 
se  présentent  dans  diverses  recherclies  mathématiques. 
Posons,  pour  abréger, 

•^  ^      ^  I.2.../2.2" 

et  désignons  par 

f[x\   f"[.T.)^    ...,/^^r),   ... 

les  dérivées  successives  du  polynôme  y(x)  ;  la  fonction 
que  j'ai  en  vue  et  que  je  désignerai  par  X„  est  définie 
par  la  formule 

La  fonction /'(^)  étant  un  polynôme  de  degré  27?,  sa 
^^leme  Jérivéc,  /"''(x)  OU  X/^  scra  un  polynôme  du  degré  n. 
Gela  posé,  je  dis  que  l'équation 

X,,=--=:0 

a  ses  n  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  1 
et  -f- 1. 

Pour  établir  cette  proposition,  il  suffît  d'appliquer 
a  fois  de  suite  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

S.  —  Alg.  sup.,  I.  ,8 
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Cette  équation  a  n  racines  égales  à —  i  et  7i  racines  égales 
à  H-  I  ;  donc  l'équation 

aura  n  —  i  racines  égales  à  —  i ,  n  —  i  racines  égales  à 
-h  I ,  et  une  racine  a^  comprise  entre  —  i  et  -!-  i  •  De  là 
il  résulte  que  l'équation 

f"[x]  =  o 

a  n — 2  racines  égales  à  — i,n — i  racines  égales  à  H-  i, 
une  racine  b^  entre  —  i  et  «i ,  et  une  racine  b^  comprise 
entre  a^  et  -f-  i. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  pousser  plus  loin  ce  raison- 
nement, pour  reconnaître  que  réquationy"(x)  =  o  ou 
X;^  =^  o  a  ses  n  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre 
—  I  et  +  I ,  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

125.  On  peut  tirer  du  théorème  de  Rolle  les  condi- 
tions de  la  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équation 
de  degré  donné  ;  mais,  devant  bientôt  faire  connaître  une 
méthode  beaucoup  plus  simple  qui  remplira  le  même 
objet,  nous  n'aborderons  point  ici  cette  question  géné- 
rale, et  nous  nous  bornerons  à  appliquer  le  théorème  à 
la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  d'une 
équation  trinôme,  telle  que 

f[x)  =  .r'"  H-  /?.r"  -; -  q  -  -  G, 

dans  laquelle  nous  supposerons  les  exposants  m  et  n  im- 
pairs. 

Le  nombre  total  des  variations  contenues  dans  cette 
équation  et  dans  sa  transformée  en  — x  est  égal  à  i  ou 
à  3  ;  le  nombre  des  racines  réelles  est  donc  lui-même  égal 
à  I  ou  à  3;  il  s'agit  de  distinguer  ces  deux  cas.  La  dé- 
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Yiwée  f'[x)  a  ici  pour  valeur 

si  p  est  positif,  réquationy'(x)  =  o  ne  peut  avoir  d'autre 
racine  réelle  que  zéro;  donc  la  proposée  ne  peut  pas  avoir 
dans  ce  cas  trois  racines  réelles.  Si  p  est  négatif,  et  que 
l'on  désigne  par  b  le  radical 


i-nf 


np 

—  •) 
m 


l'équation  y  (a:)  =  o  admettra  les  racines  — h  et  -{- ^, 
indépendamment  des  racines  nulles  qu'elle  peut  avoir  et 
qui  sont,  par  hypothèse,  en  nombre  pair.  Alors,  si  la  pro- 
posée a  trois  racines  réelles,  —  h  sera  comprise  entre  les 
deux  plus  petites,  tandis  que  -}- ^  le  sera  entre  les  deux 
plus  grandes  ;  donc  ces  trois  racines  seront  respectivement 
comprises  dans  les  trois  intervalles  que  forme  la  suite 

—  co  ,      —h,      -\~h.      H-  co  , 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

/(-^0>o,    /(-l-^)<o. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  l'é- 
quation proposée  aura  nécessairement  (n°115)  une  ra- 
cine comprise  entre  — oo  et — è,  une  deuxième  entre 
—  h  et  -f-  è,  une  troisième  enfin  entre  -h  ^  et  -{-  oo  .  En 
remettant  au  lieu  de  h  sa  valeur,  on  trouve  que  nos 
deux  conditions  deviennent 


np  \  "^  ~     ^      nfj 
m 


(-Ï)' 


et  elles  peuvent  s'exprimer  par  une  inégalité  unique,  en 
écrivant  que  la  puissance  (m  —  nf^^^  de  la  quantité  in- 
termédiaire est  inférieure  à  la  puissance  (m- 
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l'une  des  quantités  extrêmes.  On  obtient  ainsi  la  condi- 
tion demandée. 


\m  ~  nj  \ m 


m 


on  voit  qu'elle  n'est  jamais  satisfaite  quand /^  est^  o.  Si 

le  premier  membre  de  cette  inégalité  se  réduit  à  zéro, 

l'équation  proposée  a  encore  trois  racines  réelles,  mais  il 

est  évident  que  deux  de  ces  racines  sont  égales  entre  elles. 

Si  l'on  a 

m  =  3,     «  =  I, 

l'équation  proposée  devient 

.T^  ^  pX.   -I-  ^  7—  O, 

ce  qui  est  la  forme  à  laquelle  peut  être  ramenée  toute 
équation  du  troisième  degré  (n"  62).  Quant  à  la  condi- 
tion de  réalité  des  trois  racines,  elle  devient 

-, — ; <!  o     ou     [xjr' -\- i^cr-<'Q. 

4      27 

Théorème  de  Sturni. 

126.  Parmi  les  problèmes  que  l'on  rencontre  dans  la 
théorie  des  équations,  l'un  des  plus  importants  est  celui 
qui  a  pour  objet  la  découverte  d'une  règle  à  Faide  de  la- 
quelle on  puisse  déterminer  le  nombre  exact  des  racines 
réelles  d'une  équation  qui  sont  comprises  entre  deux 
nombres  donnés. 

La  proposition  du  n°  1 1 9  nous  a  donné  la  solution  de  ce 
problème  pour  ce  qui  concerne  les  équations  dont  toutes 
les  racines  sont  réelles,  et  les  recherches  de  Budan  ont  eu 
pour  objet,  comme  on  l'a  vu,  de  tirer  des  mêmes  prin- 
cipes un  critérium  qui  pût  s'appliquer  à  tous  les  cas. 
Mais,  malgré  son  utilité  incontestable,  le  beau  théorème 
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auquel  ce  géomètre  est  parvenu  ne  donne  pas  une  solution 
complète  de  la  question  que  nous  venons  de  poser. 

L'Algèbre  offrait  ainsi  une  lacune  regrettable,  mais 
cette  lacune  se  trouva  comblée  de  la  manière  la  plus  heu- 
reuse par  le  fameux  théorème  de  Sturm.  Ce  grand  géo- 
mètre communiqua  à  l'Académie  des  Sciences,  en  1829, 
la  démonstration  de  son  théorème  qui  constitue  l'une 
des  plus  brillantes  découvertes  dont  se  soit  enrichie 
l'Analyse  mathématique. 

127.  Le  théorème  de  Sturm  consiste  dans  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème.  —  Etant  donnée  V équation  Y  =.0  dont  le 
premier  membre  est  une  fonction  entière  d'un  degré 
quelconque  m  de  V inconnue  x,  et  qui  n  a  pas  de  ra- 
cines égales,  soit  Vi  la  déi'iuée  du  polynôme  V.  Effec- 
tuons la  dii^ision  de  V  par  \^ ,  jusqu'à  ce  que  nous 
soyons  arrivé  à  un  reste  de  degré  inférieur  au  degré 
deYn,  changeons  les  signes  de  tous  les  termes  de  ce  reste 
et  désignons  par  Vo  ce  quil  de^^ient  alors.  Di\nsons  de 
même  V^  par  Vo,  et,  après  avoir  changé  les  signes  des 
termes  du  reste,  nous  aurons  un  nouveau  polynôme  V3 
dont  le  degré  sera  inférieur  au  degré  de  Vo.  Divisons 
pareillement  Y 2  par  V3  et  continuons  la  même  série 
d'opérations,  comme  s' il  s' agissait  de  déterminer  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  Y  etY ^,  mais 
en  ayant  soiji  de  changer  les  signes  de  chaque  reste 
avant  de  le  prendre  pour  diviseur .  L' équation  proposée 
n'ayant  pas  de  racines  égales,  nous  arriverons  après  un 
certain  nombre  ^j.  —  i  de  divisions  à  un  reste  numérique 
différent  de  zéro,  et  nous  représenterons  p ai' Y ^  ce  reste 
changé  de  signe.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  suite  de 
p.  -f- 1  fonctiojis 
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dont  les  degrés,  par  rapport  à  x,  formeront  une  suite 
décroissante. 

Cela  posé,  soient  a  et  ^^  ex.  deux  cpiantités  réelles 
quelconques  données,  et  substituons  successivement  a 
etS  à  X  dans  les  Jonctions  (i).  Le  nombre  des  racines 
réelles  de  l'équation  V=:=o,  complaises  entre  a  et  §,  sera 
précisément  égal  à  V excès  du  nombre  des  ^variations 
que  présente  la  suite  des  signes  des  ^-h  i  fonctions  (i) 
pour  x=^  a,  sur  le  nombre  des  variations  que  présente 
la  suite  des  signes  des  mêmes  fonctions  pour  x^::^^. 

Désignons  par 

Qi,  Q2,     .  ,  Q,-i 

les  quotients  que  l'on  obtient  en  divisant  V  par  V<,  Vj 
par  Vo. ...,  Vjj,_2  par  V^_i  ;  on  aura  cette  suite  d'éga- 
lités : 

2I  /  V2---V,Q3-V„ 


qui  conduisent  aux  deux  conséquences  suivantes  : 

1"  Dans  la  suite  (i),  deux  fonctions  consécutives  ne 
peuvent  s'' annuler  pour  la  même  ^valeur  de  x. 

En  effet,  si  l'on   avait  Va_i  ==- o,  Va  =  o,    pour  une 
certaine  valeur  de  x,  la  relation 

(3)  Wi=:V,^Q/,-V/,+i 

montre  que  Ton  aurait  en  même  temps  V^^i  =  o.  On 
conclut  de  là  que,  si  une  même  valeur  de  x  annulait  deux 
fonctions  consécutives,  elle  annulerait  aussi  toutes  les 
suivantes,  ce  qui  est  impossible,  puisque  la  dernière  fonc- 
tion Vh^  est  une  constante  différente  de  zéro. 
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1^  Si,  pour  une  valeur  de  x,  l'une  des  fonctions  de 
la  suite  (i),  autre  que  la  première,  s'annule,  la  fonc- 
tion précédente  et  la  fonction  suii^ante  sont  de  signes 
contraires. 

En  effet,  si  l'on  a  V/t=  o,  l'égalité  (3)  donne 

Faisons  maintenant  croître  x  d'une  manière  continue 
entre  les  limites  a  et  ê  ;  la  suite  des  signes  des  fonc- 
tions (i)  ne  pourra  être  modifiée  qu'à  l'instant  oùx  at- 
teindra et  dépassera  une  valeur  qui  annule  une  ou  plu- 
sieurs des  fonctions  de  la  suite  (i).  Soit  a  l'une  de  ces 
valeurs,  et  supposons  d'abord  que,  parmi  les  fonctions 

V,.,  V„  .  .  . 

qui  s'annulent  pour  x  =  a    la  première  V  ne  soit  pas 
comprise. 

Si  h  désigne  une  quantité  positive  suffisamment  petite, 
les  équations  V/f_i=o,  Va^-i--  o  n'auront  aucune  racine 
entre  a  —  h  et  a  -I-  A,  et  en  conséquence  chacune  des 
fonctions  V/f_i ,  Yfç^i  conservera  le  même  signe  quand  on 
fera  croître  x  de  a  —  h  k  a  --h.  Ces  fonctions  étant 
de  signes  contraires  pour  x  ^=.  a,  comme  nous  l'avons 
dit  plus  haut,  elles  sont  pareillement  de  signes  con- 
traires pour  x=:^a  —  A,  ainsi  que  pour  x:=.a-\-h\  donc 
la  portion  de  la  suite  (i)  qui  comprend  les  trois  fonctions 

Va-,,  V/,,  V/,^, 
offre  une  variation  unique  pour  x=^a  —  A,  ainsi  que 
pour  x  =  rt-|-7i;  cela  s'applique  évidemment  à  cha- 
cune des  portions  de  la  suite  (i)  qui  sont  formées  par 
l'une  des  fonctions  Va,  V/,...  et  les  deux  qui  la  com- 
prennent. On  peut  conclure  de  là  que  la  suite  des  signes 
des  fonctions  (i)  ne  perd  ni  ne  gagne  aucune  variation 
quand  x  croît  àe  a  —  h  k  a-^h. 
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Supposons  maintenant  que  x,  croissant  de  a  à  G,  at- 
teigne une  valeur  a  qui  annule  la  fonction  V,  et  pour 
laquelle  quelques-unes  des  autres  fonctions  de  la  suite  (i), 
telles  que 

puissent  aussi  s'annuler.  Le  raisonnement  qui  précède 
montre  que  la  portion  de  la  suite  (i)  formée  avec  l'une  de 
ces  dernières  fonctions  et  les  deux  qui  la  comprennent 
présente  une  variation  unique  pour  a:  =  a — /i,  ainsi 
que  pour  x=za-\-h.  D'ailleurs,  d'après  le  lemme  du 

y 
n°  120, le  rapport— -  passe  du  négatif  au  positif  quand  x 

croît  de  a — lika-r-h\  ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux 
fonctions  V,  V<  offrent  une  variation  pour  x=ia — h,  et 
une  permanence  pour  x  =i  a-\-h\  donc,  dans  le  passage 
de  x=:a — h  à  x=a~{-h,  la  suite  entière  des  fonc- 
tions (i)  perd  une  variation  et  n'en  perd  qu'une  seule. 
En  résumé,  si  x  croît  d'une  manière  continue  depuis  a 
jusqu'à  ê,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  des  fonc- 
tions (i)  n'éprouve  de  modification  que  quand  x  atteint 
et  dépasse  une  racine  de  l'équation  V  =  o,  et  chaque  fois 
que  X  atteint  et  dépasse  une  telle  racine,  il  y  a  une  varia- 
tion perdue,  dans  la  suite  des  fonctions  (i)  ;  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 

128.  Sturm  a  fait  lui-même  sur  son  théorème  de? 
remarques  importantes  que  nous  reproduisons  ici. 

1°  Dans  les  divisions  successives  qui  servent  à  trouver 
les  fonctions  V2,  V3,...,  il  est  permis  de  multiplier  ou 
de  diviser  les  dividendes  ou  les  diviseurs  par  des  nom- 
bres positifs  quelconques  ;  les  fonctions  (i)  se  trouveront 
alors  multipliées  par  des  facteurs  positifs,  ce  qui  ne  chan- 
gera point  leurs  signes  ;  mais  il  faut  éviter  de  supprimer 
ou  d'introduire  des  facteurs  négatifs. 
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2"  La  condition  que  la  dernière  des  fonctions  (i),  sa- 
voir \' ^,  est  une  constante,  n'intervient  pas  dans  la  dé- 
monstration que  nous  avons  présentée  du  théorème  ;  cette 
démonstration  suppose  seulement  que  Vj^  ne  change  pas 
de  signe  quand  jc  varie  de  oc  à  ê.  Il  résulte  de  là  que  si, 
parmi  les  fonctions  (i),  il  s'en  trouve  une  Va  qui  n'ait 
aucune  racine  comprise  entre  ce  et  6,  on  pourra  arrêter 
la  suite  (i)  à  cette  fonction  et  faire  abstraction  de  toutes 
celles  qui  suivent. 

3*^  Il  peut  arriver  que  l'une  des  limites  a,  6  annule 
une  ou  plusieurs  des  fonctions  de  la  suite  (i);  mais  il 
ne  saurait  résulter  de  cette  circonstance  aucun  embarras 
pour  compter  le  nombre  des  variations.  Il  suffira  effecti- 
vement, dans  ce  cas,  de  substituer  a  —  h  au  lieu  de  a  ou 
ê-^-/^  au  lieu  de  ^,  h  désignant  une  quantité  aussi  petite 
que  l'on  voudra.  Supposons  que  la  fonction  V  s'annule, 
soit  pour  ^  =  oc,  soit  pour  Jt7^:=:û.  Ainsi  ope  nous  l'avons 
vu,  les  deux  fonctions  V,  Y^  offriront,  dans  le  premier 
cas,  une  variation  pour  .r  =  a  —  A,  et  une  permanence, 
dans  le  deuxième  cas,  pour  jc=^^-i-h.  Quant  aux  fonc- 
tions qui  suivent,  si  l'une  d'elles  s'annule  pour  x  =  <x  ou 
pour  :r— -ê,  nous  avons  vu  que,  pour  une  valeur  de  x  très- 
peu  différente  de  a  ou  de  ê,  la  suite  formée  par  cette 
fonction  et  les  deux  qui  la  comprennent  offre  toujours 
une  variation  unique. 

129.  Le  théorème  de  Sturm  s'applique  sans  modifica- 
tion aux  équations  qui  ont  des  racines  multiples,  pourvu 
que  l'on  fasse  abstraction  du  degré  de  multiplicité  de  ces 
racines. 

En  effet,  soit  X=i=o  une  équation  qui  a  des  racines 
multiples,  et  désignons  par  X^  la  dérivée  du  polynôme  X. 
Opérons  sur  les  fonctions  X  et  X< ,  comme  s'il  était  ques- 
tion de  chercher  leur  plus  grand  commun  diviseur,  en 
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ayant  soin  de  changer  le  signe  de  chaque  reste,  ainsi  que 
le  prescrit  l'énoncé  du  théorème.  On  obtiendra  ainsi  la 
suite  de  fonctions 

(i)  X,  X„  Xo,    ...,  X,_i,  x„ 

dans  laquelle  le  dernier  terme  ne  sera  plus  constant; 
mais  trois  fonctions  consécutives  seront  encore  liées 
entre  elles  par  une  égalité  de  la  forme 

où  Q/f  désigne  une  fonction  entière. 

Soit  D  le  produit  des  facteurs  linéaires  communs 
àX  et  à  X^;  il  est  évident  que  les  fonctions  (i)  pourront 
être  divisées  exactement  par  D,  et  si  l'on  désigne  par 


(2)  V,  Vi,  V„    ...,  V,,_i,  V, 


les  quotients  de  ces  divisions,  la  dernière  des  fonctions  (2) 
sera  une  constante;  en  outre  trois  fonctions  consécutives 
de  cette  suite  seront  liées  entre  elles  parla  relation 

V         X 

enfin,  d'après  le  lemme  du  n'^  120^  le  rapport  —-  =z  ~ 

Vi         Ji-i 

passera  toujours,  en  s'annulant,  d'une  valeur  négative  à 
une  valeur  positive.  En  conséquence,  on  peut  appliquer 
aux  fonctions  (2)  le  raisonnement  entier  du n°  127,  et  il 
en  résulte  que ,  si  ê  est  > a ,  l'équation  V  —  oouX==oa 
autant  de  racines  comprises  entre  a  et  S  qu'il  y  a  de  va- 
riations perdues  dansla  suite  des  signes  des  fonctions  (2), 
lorsque^  croît  de  a  à  6.  Enfin,  comme  les  fonctions  (i) 
s'obtiennent  en  multipliant  les  fonctions  (2)  par  un 
même  polynôme  D,  il  est  permis  de  substituer  les  unes 
aux  autres. 
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Des  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'aune 
équation  de  degré  donné. 

130.  Pour  avoir  le  nombre  total  des  racines  réelles 
d'une  équation  donnée  V  ~~  o,  il  suffît  de  former,  confor- 
mément au  théorème  de  Sturm,  la  suite  des  fonctions 

(i)  V,  V,.  V2,   ...,  V,_i,  v„ 

et  d'y  substituer  successivement  deux  limites  L,  L', 
entre  lesquelles  touteslesracinesréelles  soientcomprises  ; 
mais  comme,  pour  une  valeur  de  x  dont  le  module  est 
suffisamment  grand,  une  fonction  entière  a  toujours  le 
signe  de  son  premier  terme,  et  que  nous  n'avons  à  nous 
préoccuper  que  du  signe  des  résultats  des  substitutions, 
on  peut  prendre,  pour  plus  de  commodité,  — oo  et  H-oo 
au  lieu  de  L  et  de  U .  Soient  donc  k  le  nombre  des  va- 
riations contenues  dans  la  suite  des  fonctions  (i),  pour 
X  =^ — co  ;  A' le  nombre  des  variations  de  la  même  suite 
pourx  =i:-f-GO  ,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion V  =  o  sera  k  —  k' . 

Si  l'on  veut  avoir  séparément  le  nombre  des  racines 
positives  et  celui  des  racines  négatives,  il  faudra  en  outre 
substituer  zéro  à  x  dans  la  suite  (i),  ce  qui  réduira  cha- 
cune des  fonctions  à  son  dernier  terme  ;  soit  Ai  le  nombre 
des  variations  de  la  suite  (i)  pour  x  =  o,  l'équation  pro- 
posée aura  A^  —  k'  racines  positives  et  A  —  A^  racines 
négatives. 

131.  Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  connaître 
les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  l'équa- 
tion V  ^^  o,  du  degré  m,  ait  ses  m  racines  réelles  et  iné- 
gales. Il  faut  et  il  suffît,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  la 
suite  des  fonctions  (i)  perde  m  variations  quand  x  croît 
de  — 00  à  4- 00  ;  cela  exige  d'abord  que  cette  suite  ait  au 
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moins  7ii  -{-  i  termes  ;  or  elle  ne  peut  en  avoir  davan- 
tage :  donc  le  nombre  [l  est  égal  à  m,  et  les  fonctions  (i) 
sont  respectivement  des  degrés 

m,    m  —  I,   m  —  2,...,    i,    o. 

En  outre  la  suite  des  signes  àesni-\-i  fonctions  (i) 
doit  renfermer  m  variations  pour  x  =■-  — co  ,  et  elle  n'en 
doit  plus  offrir  aucune  pour  x=  H-co  ;  il  est  évident  que 
cela  revient  à  dire  que  le  coefficient  du  premier  terme, 
dans  chacune  des  fonctions  (i)  doit  être  positif. 

On  peut  énoncer,  d'après  cela,  la  proposition  suivante  : 

Pour  qu  une  équation  du  degré  m  ait  ses  m  racines 
réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  la  suite  formée 
conformément  à  V énoncé  du  théorème  de  Sturm  se  com- 
pose de  7?z-ri  fonctions,  et  que,  dans  chacune  de  ces 
fonctions,  le  coefficient  du  premier  terme  soit  positif. 

Comme,  dans  les  deux  premières  des  fonctions  dont 
nous  venons  de  parler,  le  coefficient  du  premier  terme  est 
toujours  positif,  la  proposition  précédente  indique  seule- 
ment m  —  I  conditions  pour  la  réalité  de  toutes  les  ra- 
cines. Mais  il  se  peut  que  ces  conditions  rentrent  les  unes 
dans  les  autres;  le  nombre  m  —  i  ne  doit  donc  être  re- 
gardé que  comme  une  limite  supérieure. 

Exemple. — Prenons  pour  exemple  l'équation  du  troi- 
sième degré 

x"^  -i-  px  -4-  <7  =:  o  ; 

pour  éviter  les  dénominateurs,  dans  les  deux  divisions 
que  nous  avons  à  exécuter,  je  multiplie  les  dividendes 
respectivement  par  3  et  4p'  ;  on  ^  alors 

V    -^^  .Tn"^  -^px-^q,      ou      3.r3  +  3/?.r -i-  3<7, 
Vi  =  3.^^  H-  p,  ou      1 27?^  .r^  ^-  4/>'^, 

Vo  =  —  ip  X  —  3  <7, 
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Les  conditions  de  réalité  des  trois  racines  sont  donc 
—  /?>o,     — [\p^ — 2717^^0; 

mais  la  première  condition  est  comprise  dans  la  seconde  ; 
celle-ci  peut  s'écrire 

c'est  la  même  que  nous  avons  déjà  obtenue  par  une  autre 
voie,  au  n''  125. 

Extension  delà  méthode  de  Stium. 

13î2.  Les  fonctions  dont  le  théorème  de  Sturm  prescrit 
l'emploi  peuvent  être  quelquefois  suppléées,  ainsi  que  l'a 
remarqué  l'illustre  auteur,  par  d'autres  fonctions  qui 
remplissent  le  même  objet. 

Soient 

(i)  V,  Vi,  V^,    ...,  V, 

/T.  -h  I  fonctions  entières  d'une  variable  x  qui  satisfont 
aux  conditions  suivantes  : 

i^  Que  la  dernière  fonction  V^^  ne  change  pas  de 
signe  quand  x  varie  entre  deux  limites  données  a  et 
ê>«; 

2^  Que  deux  fonctions  consécutis^es  ne  puissent  s'an- 
nuler pour  une  même  valeur  de  x  comprise  entre  a 
et  o\ 

3°  Que  si  une  fonction  autre  que  la  première  s'an- 
nule pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  ef  ê,  les 
deux  fonctions  qui  la  comprennent  aient  alors  des  va- 
leurs de  signes  contraires  ; 

V 

4°  Que  le  rapport  —-  passe  toujours  du  négatif  au 

*  1 

positif  chaque  fois  quil  s'annule,  quand  x  croît  de  à 
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Il  est  évident  que  ces  conditions  sont  les  seules  que 
nous  ayons  fait  intervenir  dans  la  démonstration  du 
n°  127  ;  on  peut  donc  affirmer  que,  dans  notre  hypo- 
thèse, le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  V  =  o 
comprises  entre  a  et  ê  est  égal  au  nombre  des  variations 
perdues  par   la  suite  (i)  dans  le  passage    de  x  =  a   à 

Supposons  que  la  dernière  des  quatre  conditions  que 
nous  venons  de  mentionner  soit  remplacée  parla  condi- 

V 

tion  contraire,  savoir:  {jue  le  rapport  -—  passe  toujours 

du  positif  au  négatif  en  s^ annulant,  quand  x  croît  de  a 
à  S.  Les  trois  premières  conditions  étant  maintenues,  il 
est  évident  que  le  nombre  desracines  réelles  de  l'équation 
V  =  o  compris  entre  a  et  G  sera  égal  au  nombre  des 
variations  gagnées  par  la  suite  (i),  quand  jc  croît  de  a  à  ê. 
C'est  uniquement  pour  fixer  les  idées  que  nous  avons 
supposé  ê  ^a  ;  les  mêmes  choses  ont  lieu  dans  le  cas  de 
ê  <^  a,  seulement  les  variations  perdues  deviennent  des 
variations  gagnées,  et  inversement. 

133.  Supposons  maintenant  que  les  trois  premières 
des  quatre  conditions  précédentes  existent  seules,  et  que 
l'on  ait  constaté  chez  la  suite  (i)  une  perte  ou  un  gain 
de /:  variations  dans  le  passage  de  x  =  aàx  =  o,  a  et  ê 
étant  des  quantités  quelconques  données.  Il  est  évident 
que,  si  l'on  faitvarierx  dans  le  même  sens,  depuis  a:  =  a 
jusqu'à  .r  =  ê,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  (i) 
ne  pourra  être  modifié  qu'à  l'instant  où  x  atteindra  et 
dépassera  une  valeur  qui  annule  la  première  fonction  V. 
Donc  la  perte  ou  le  gain  de  /:  variations  ne  peut  avoir  lieu 
que  si  l'équation  V  =  o  a  au  moins  A  racines  réelles  entre 
a  et  ê. 

En  outre,  si  l'on  désigne  par  A  l'excès  du  nombre  de 
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V 

fois  que  le  rapport  —  5  en  s'évanouissant  et  en  cl^angeant 

de  signe,  passe  du  positif  au  négatif,  sur  le  nombre  de  fois 
que  le  même  rapport,  en  s'évanouissant  et  en  changeant 
de  signe,  passe  du  négatif  au  positif,  on  aura  nécessaire- 
ment 

le  signe  -h  ayant  lieu  dans  le  cas  où  la  suite  (i)  gagne  A" 

variations  quand  on  passe  de  x  =  a  à  x  =  o ,  et  le  signe  — 

dans  le  cas  où  la  même  suite  perd  k  variations. 

Désignons  aussi  par  à!  l'excès  du  nombre  de  fois  que 
y 
le  rapport  -^  s'annule  en  passant  du  positif  au  négatif  sur 

le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport  s'annule  en  passant 
du  négatif  au  positif,  quand  x  varie  de  a  à  ê.  Comme 
V  et  V2  sont,  par  hypothèse,  de  signes  contraires,  chaque 

fois  que  V<  s'annule,  les  deux  rapports  :^et— -  passent, 

Y        V2 

l'un  du  positif  au  négatif,  l'autre  du  négatif  au  positif; 
si  donc  on  représente  par  /ir'  le  nombre  des  variations 
gagnées  ou  perdues  par  la  suite 

dans  le  passage  de  x=  a  à  x=  ê,  on  aura,  comme  plus 
haut. 

Comparons  maintenant  les  nombres  h  et  V.  La  suite  (2) 
se  déduit  de  la  suite  (i)  en  supprimant  dans  celle-ci  le 

premier  terme;  donc,  si  le  rapport  — -  a  le  même  signe 

pour  X  =  a   et  pour  ^  =r  ê,   on  aura   k'=k  et,    par 

suite, 

A'rzz-A; 

.  V  . 

si  —  a  le  signe  -f-  pour  x=(X  et  le  signe  —  pour  x  =  ê, 


288  COUTIS    d'algèbre    SUPÉRIEURE. 

on  aura  A^  :^  A  lii  i ,  le  signe  supérieur  ayant  lieu  quand  il 
y  a  gain  de  variations  dans  le  passage  de  a:  =  a  à  x  =:r:  o, 
et  inférieur  dans  le  cas  contraire  ;  on  a  donc 


enfin,  si  —  a  le  signe  —  pour  x  =  a,  et  le  signe  -r-  pour 

x  =  ê,  on  a  encore  A'=:A  zhi;  mais  ici  le  signe  supé- 
rieur a  lieu  dans  le  cas  d'une  perte  de  variations,  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire  ;  il  en  résulte  que 

A  =:  —  A  —  I . 

Ainsi,  en  résumé,  l'excès  A' est  égal  à  —  A,  à  — A-hi 

V 

ou  à  —  A  — I  ;  le  premier  cas  a  lieu  quand  —  a  le  même 

*  1 

signe  pour  x  =  a  et  pour  x  =-o\  le  deuxième  cas,  quand 
le  même  rapport  est  positif  pour  x  =  a  et  négatif  pour 

V  . 

X  =-.^\\e  troisième  cas,  enfin,  quand  — -  est  négatif  pour 

X  =  a  et  positif  pour  x  =  S.  On  trouvera  plus  loin  une 
application  importante  de  ce  résultat. 

Si  le  nombre  A  est  égal  au  degré  m  de  la  fonction  V, 
l'équation  V --ZZ  o  a  toutes  ses  racines  réelles;  en  outre, 
quand  x  croît  constamment  ou  décroît  constamment  de  a 

y 
à  ê,  le  rapport  — -  -,  chaque  fois  qu'il  s'annule,  passe  tou- 

*  1 
jours  du  positif  au  négatif,  ou  toujours  du  négatif  au  po- 
sitif. Il  suit  de  là  que  le  raisonnement  dont  nous  avons 
fait  usage  (n®123)  pour  établir  le  théorème  de  Rolle 
est  applicable  à  la  fone^tion  V< ,  comme  si  cette  fonction 
était  la  dérivée  de  V  ;  en  conséquence,  deux  racines  de  l'é- 
quation V=  o  comprennent  nécessairement  une  racine 
de  l'équation  V<  =o.  Si  cette  dernière  équation  est  du 
degré  m  —  i,  elle  aura  toutes  ses  racines  réelles,  et  ces  ra- 
cines sépareront  celles  de  l'équation  V  ;::::  o. 
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134.  Pour  bien  faire  sentir  l'importance  des  consi- 
dérations qui  précèdent,  je  les  appliquerai  à  un  exemple 
remarquable,  celui  de  la  fonction  dont  nous  nous 
sommes  déjà  occupé  au  n°  124  et  que  nous  avons  repré- 
sentée par  X,2. 

Cette  fonction  X„  est  la  n^^^^  dérivée  de  la  fonction 

(.r2—  i]« 


I  .  2  .  .  =  72  X  s''' 


OU 


1.2...  «.2"  L  I  '  1  .2...  /  J 

on  a  donc 

_  272(2/Z  — l)...f72+l)       ^^ 

A;j  .—7.  ,T        ... 

2.4.0...  2/2 

,  vz  (2/2  —  2/-)(2/2 2/- — l)...(/2+I lk) 

'  ^  (2.4...2X-)[2.4...(2/2  — 2/-)]  ^"" 

Le  polynôme  X,i'  est  du  degré  n  ;  il  ne  renferme  que  des 
puissances  de  x  de  même  parité  et  il  n'a  que  des  varia- 
tions. Dans  le  cas  de  tz  =  i ,  il  se  réduit  à  un  seul  terme, 
savoir 

(l)  X,--^.r; 

pour  n=  1,  on  a 

Si,  dans  l'expression  de  X/2,  on  change  tz  en  n — ^2,  il 
viendra 

2.4.5...  (222  —  4) 

^  [2.4...(2X-—  2)][2.4...(2/2  — 2/--2)]'-  '^  "  " 

S.  —  Aîg.  sup.,  I.  iq 
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et  l'on  vérifie  très-facilement  que  la  somme 

/zX„  +  («  — l)X„_2 

est  égale  au  produit  de  la  fonction  X„_<  par  [p.n  —  \)x\ 
on  a  donc 

(3)  «X,,— -(2/2— l).^X„_i-i-  (72  — i)X„_2— o. 

Cette  formule  servira  à  définir  Xo  en  y  faisant  n^=.  1  et 
en  substituant  les  valeurs  de  Xj  et  X2  écrites  plus  haut; 
on  trouve  ainsi 

(4)  x„  =  i. 

Cela  posé,  considérons  la  suite  des  fonctions 

(5)  X„,  X„_i,  X„_2,   ••.,   Xi,  Xo; 

la  dernière  de  ces  fonctions  est  constante  ;  et,  d'après  la 
formule  (3),  deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  être 
nulles  pour  une  même  valeur  à.Q  x\  car,  si  elles  s'éva- 
nouissaient, la  dernière  fonction  Xq  serait  nulle,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  ;  en  outre,  quand  l'une  des  fonctions  X,  autre 
que  la  première,  s'annule,  les  fonctions  qui  la  compren- 
nent sont  de  signes  contraires,  d'après  la  formule  (3). 
Enfin  cette  même  formule  (3),  jointe  aux  formules  (i) 
et  (2),  montre  que  l'on  a 

X;^— {  — i)"^     pour     ^=—1, 
X;„  =  -i-  I  pour     ^  =  +  I  ; 

donc,  quand  on  fait  croître  a:  de — i  à  4-i,  la  suite  (5) 
perd  n  variations,  d'où  l'on  peut  conclure  que  : 

1°  L'équation  X„  rz::  o  a  ses  n  racines  réelles,  inégales 
et  comprises  entre — i  et  4-1; 

2°  Les  racines  de  l'équation  X,2_i  =  o  séparent  celles 
de  l'équation  X„=:o; 

3°  Si  a  et  ê  >«  sont  deux  nombres  compris  entre  —  i 
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etH-i,  le  nombre  des  varialions  de  l'équation  X;^  r^  o 
comprises  entre  a  et  G  sera  égal  au  nombre  des  variations 
perdues  par  la  suite  (5),  dans  le  passage  de  x  =  c/.  à 

On  serait  arrivé  aux  mêmes  résultats  en  considérant 
au  lieu  des  fonctions  (5),  la  suite 

(6)  X„,  X'„,  XL  ....  xw 

formée  par  la  fonction  X^^  et  ses  dérivées  successives.  On 
a  effectivement  les  relations  suivantes,  qu'il  est  facile  de 
vérifier  au  moyen  de  l'expression  de  X,^  écrite  plus 
haut  : 

(7)  (l-.r2)X';-2.rX;+/z(«+l)X„=0 

et 


(8) 


=  G. 


On  voit,  parées  relations,  que,  dans  la  suite  (6),  deux 
fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'annuler  en  même 
temps,  et  que,  si  l'une  d'elles  s'évanouit  pour  une  valeur 
de  X  comprise  entre  — i  et  -f-i,  la  fonction  qui  précède 
et  celle  qui  suit  ont  des  valeurs  de  signes  contraires.  Ces 
mêmes  relations  montrent  que,  poura:  =  —  i, la  suite  (6) 
n'offre  que  des  variations,  tandis  qu'elle  n'a  que  des  per- 
manences pour  x=^  H-i;  on  peut  donc  tirer  les  mêmes 
conséquences  que  nous  avons  formulées  plus  haut.  Cette 
conclusion  s'accorde  avec  la  proposition  du  n**  119, 
puisque  l'équation  X„=:  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

135.  On  peut  encore  démontrer  très-simplement,  par 
la  méthode  de  Sturm,  la  réalité  des  racines  des  équations 
en  X  que  nous  avons  obtenues  dans  le  Chapitre  précédent 
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en  appliquant  la  transformation  z  -i =z  x  aux  deux 

équations 

application  de  la  méthode  de  Sturm  à  la  détermina- 
tion du  nombre  qui  exprime  combien  une  équation 
quelconque  a  de  racines  réelles  ou  imaginaires  dans 
l'intérieur  d^uji  contour  donné. 

136.  Soity(2;)  =r  P -f-  iQ  une  fonction  entière  de  la 
variable  imaginaire  z  =  x  -h  ij^  dans  laquelle  les  coef- 
ficients sont  des  quantités  quelconques  données  réelles  ou 
imaginaires  ;  i  désigne,  comme  à  l'ordinaire,  l'imaginaire 
y — I,  P  et  Q  sont  des  fonctions  réelles  des  variables 
réelles  x  et  y. 

Pour  connaître  le  nombre  [x  des  racines  de  l'équation 

comprise  dans  un  contour  donné,  il  suffit,  d'après  le 
théorème  de  Gauchy  (n*^  ^^),  de  chercher  l'excès  A  re- 
latif à  ce  contour  ;  on  a  eff'ectivement 

A  -—  2  fx, 

si  l'on  suppose  qu'il  n'y  ait  aucun  point  racine  sur  le 
contour  lui-même.  Rappelons  encore  que  si,  partant  d'un 
point  quelconque,  on  décrit  le  contour  donné,  comme 
il  a   été  indiqué  au  n°  55,    le   nombre   A   est  égal   à 

P 

l'excès  du  nombre  de  fois  que  le  rapport  -5  en  s'éva- 

nouissant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  positif  au 
négatif,  sur  le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport,  en 
s'évanouissant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  né- 
gatif au  positif. 
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Quel  que  soit  le  contour  donné,  on  peut  le  partager 
en  plusieurs  parties  telles  que  AB,  et  il  est  évident  que 
l'excès  A  relatif  au  contour  total  sera  égal  à  la  somme 
des  excès  qui  se  rapportent  aux  diverses  parties  dans 
lesquelles  ce  contour  a  été  divisé. 


) 

6  X 

Si  les  coordonnées  x  etjy,  pour  la  portion  AB  du  con- 
tour donné,  sont  exprimables  par  des  fonctions  ration- 
nelles d'une  variable  t,  en  sorte  que  l'on  ait 

ip,  «î>,  ^,  ^  étant  des  fonctions  entières,  on  pourra  déter- 
miner l'excès  positif  ou  négatif  A  qui  se  rapporte  à  la 
portion  de  contour  AB  par  une  règle  très-simple  que 
Sturm  a  fait  connaître  (<).  Soient  t^  la  valeur  de  t  qui 
se  rapporte  au  point  A  et  T  celle  qui  est  relative  au 
point  B.  Quand  on  décrit  l'arc  AB  en  marchant  de  A 
vers  B,  la  variable  t  a  ainsi  la  valeur  initiale  ^o  et  la  va- 
leur finale  T;  mais  dans  l'intervalle  elle  peut  varier  d'une 
manière  quelconque  et  repasser  plusieurs  fois  par  les 
mêmes  valeurs.   Remplaçons  x  et  j  par  leurs  valeurs 

P 
fonctions  de  t,  le  rapport  -  deviendra  une  fonction  ra- 
tionnelle de  tj  et  l'on  aura 

P  _  V 

(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i^^  série,  t.  I. 
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V  et  V<  désignant  des  fonctions  entières  de  t,  sans  divi- 
seur commun.  Cela  posé,  voici  en  quoi  consiste  la  règle 
de  Sturm  : 

Si  le  degré  de  V  n'est  pas  inférieur  au  degré  de  Y ^ , 
on  dii^iseraY  parY  i ,  et  V  on  pousserai'  opération  jusqu  à 
ce  que  r on  obtienne  un  reste  — V2  de  degré  inférieur 
au  degré  de  V^  ;  on  dis^isera  pareillement  V|  par  Vo,  ce 
qui  donnera  un  reste  —  V3  ;  on  divisera  encore  V2  par 

Y  3 ,  et  l'on  continuera  la  même  série  d^  opérations  jusqu  à 
ce  que  l'on  arrive  à  un  dernier  reste  — Vj^  indépen- 
dant de  t.  On  obtiendra  ainsi  la  suite  de  fonctions 

on  comptera  le  nombre  des  "variations  que  présente  la 
suite  des  signes  de  ces  fonctions  pourt  =  T,  ainsi  que 
le  nombre  des  ^variations  qu'elle  présente  pour  t  =:  to; 
l'excès  du  premier  nombre  sur  le  second  sera  précisé- 
ment l'excès  cherché  A. 

Si  le  degré  de  Y  est  inférieur  au  degré  de  V^ ,  on  opé- 
rera de  la  même  manière;  seulement^  dans  la  première 
dii^ision,  on  prendra  Y ^  pour  dii^^dende  et  Y  pour  divi- 
seur; on  obtiendra  ainsi  la  suite 

on  comptera  le  nombre  des  ^variations  de  cette  suite 
pour  ^=  T,  ainsi  que  le  nombre  de  ses  variations  pour 
t  =  to,  et  si  l'oji  désigne  park  V excès  du  premier  nom- 
bre sur  le  second,  on  aura  A  =  —  h,  ou  A  =  —  k  -f-i, 
ou  A  =1  —  k  —  I ,  savoir  :  i  °  A  =  —  k,  quand  les 
termes  Y \ ,  V  offrent  une  variation  ou  une  permanence 
pour  t  =  to  ainsi  que  pour  t  =  T;  2"A  =  — k-i-i,  quand 
les  termes  V^ ,  V  offrejit  une  permanence  pour  t=^to 
et  une  variation  pour  tz=^  T  ;  3^  enfin  A~-  —  k  —  i , 
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quand  les   termes  Vi,   V  offj^ent  une  variation  pour 
t  =:to,  et  une  permanence  pour  i  =  T. 

Cette  proposition  devient  évidente  après  les  dévelop- 
pements que  nous  avons  présentés  au  n°  133. 

137.  Si  le  contour  que  l'on  considère  est  une  circon- 
férence de  rayon  R  dont  le  centre  soit  placé  au  point 
qui  a  Xq  elya  pour  coordonnées,  on  pourra  faire 


.r„H-R 


t' 


J=Jo 


R 


2,^ 


I  -^f' 

et,  pour  décrire  la  circonférence  entière  en  marchant 
toujours  dans  le  même  sens,  il  suffira  de  faire  croître  t 
de  —  co  à  -h  00  . 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  contour  donné 
est  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes 
coordonnés  ;  on  cherche  alors  séparément  la  valeur  de 
l'excès  A  qui  se  rapporte  à  chaque  côté.  Dans  ce  cas, 
l'une  des  coordonnées  x,  j  est  constante,  et  le  rapport 

P  .  . 

—  est  une  fonction  rationnelle  de  la  deuxième  coordonnée  ; 

on  peut  donc  prendre  celle-ci  pour  la  variable  t  que  nous 
avons  introduite. 

Soit  le  rectangle  ABDC,  et  supposons  que  l'on  ait  res- 


y 

D 

B 

0 

C 

X 

A 

pectivement 


X  =z  xq     et     X  ^=^-lL 
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pour  les  côtés  parallèles  CD  et  AB, 

J=Jo     et    j  =  Y 
pour  les  côtés  CA  et  DB.  Représentons  par 

le  premier  membre  de  l'équation  proposée.  On  peut  tou- 
jours ramener  le  coefficient  du  premier  terme  à  l'unité  ou 
à  i;  mais  nous  ne  ferons  point  cette  simplification  et  nous 
supposerons  que  a^  ne  soit  pas  nul  quand  m  est  pair  et 
que  Bq  ne  le  soit  pas  quand  m  est  impair.  Gela  posé,  la 
fonction  P  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  àe  y,  son  premier  terme  sera  dz  a^j^^  dans 
le  cas  de  m  pair,  et  il  sera  ±  Z>oj  "^dans  le  cas  de  m  im- 
pair. Donc,  si  l'on  attribue  k  y  une  valeur  positive  ou 

négative  déterminée,   dont  le  module  soit  suffisamment 

p 
grand,  le  rapport  —  ne  s'annulera  pour  aucune  valeur  de 

X  comprise  entre  Xq  et  X;  en  conséquence,  si  l'on  sup- 
posej^o  =  —  oo  ,  Y  =  -h  GO  ,  l'excès  relatif  à  chacune  des 
portions  GA,  BD  du  contour  sera  nul.  D'ailleurs,  l'excès 
relatif  au  côté  DG  est  égal  et  de  signe  contraire  à  l'excès 
qui  se  rapporte  au  même  côté  GD  changé  de  sens,  et, 
en  conséquence,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Soient  z  une  variable  imaginaire  x  -h  iy  et 

une  fonction  entière  de  z.  Soit  ko  l'excès  du  nombre  de 

fois  que  le  rapport  .  /  '"'       s'annule  en  passant  du  po- 

sitif  au  négatif  sur  le  nombre  de  fois  que  le  même  rap- 
port s^ annule  en  passant  du  négatif  au  positif,  quand 
y  varie  de  —  oo  à  H-  co  ;  soit  aussi  K  la  quantité  ana- 

11.  <p  (X,  y)         j .  •  1 

logue  relative  au  rapport  "    ?  et  désignons  par  ^  Le 
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nombre  des  j^acines  de  l'équation  f[z)  =.  o  comprises 
entre  les  deux  parallèles  qui  répondent  à  x  =  Xo, 
X  =  X  ;  on  aura 

K  -  /-o 

Il  est  presque  superflu  d'ajouter  qu'on  peut  déterminer 
d'une  manière  semblable  le  nombre  des  racines  comprises 
entre  deux  parallèles  à  l'axe  des  x. 

Premières  recherches  sur  la  séparation  des  racines 
réelles  des  équations  numériques.  Emploi  du  théorème 
de  Sturm. 

138.  Une  équation,  dans  laquelle  quelques-uns  des 
coefficients  sont  imaginaires,  peut  être  mise  sous  la  forme 
(f[x) -^  i^[x)  =^o,  ^[x)  el']^[x)  étant  des  polynômes 
à  coefficients  réels,  et  les  racines  réelles  doivent  évidem- 
ment satisfaire  aux  deux  équations  (^(^x)=i  o,  i];(x)=io, 
ainsi  qu'à  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  9(^)  et  ^i^x)\  il 
en  résulte  que  la  recherche  dont  nous  avons  à  nous  oc- 
cuper doit  être  bornée  aux  équations  à  coefficients  réels. 
En  outre,  il  n'y  a  évidemment  lieu  de  considérer  que  les 
équations  qui  n'ont  pas  de  racines  égales. 

La  première  idée  qui  se  présente  pour  séparer  les  ra- 
cines d'une  équationy(x)  =  o,  d'un  degré  quelconque  m, 
et  qui  n'a  pas  de  racines  égales,  est  de  déterminer  (n"  412) 
deux  limites  /  et  L  >  /,  entre  lesquelles  les  racines  réelles 
soient  toutes  comprises,  et  de  substituer  à  x  dans  le  po- 
lynôme y(x)  une  suite  de  nombres  croissants 

(l j  l,    il,    I2,    .  '  . 1    In, 

commençant  à  la  limite  inférieure  /  et  se  terminant  à  un 
terme  l^  égal  ou  supérieur  à  L.  Deux  termes  consécutifs 
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de  cette  suite,  s'ils  fournissent  des  résultats  de  signes 
contraires,  comprendront  entre  eux  au  moins  une  racine 
(n°  115);  mais,  si  ces  résultats  sont  de  même  signe,  on 
ne  pourra  plus  rien  conclure  en  général.  Toutefois,  la 
séparation  des  racines  sera  entièrement  effectuée,  s'il 
arrive  que  le  nombre  des  intervalles  dans  chacun  des- 
quels les  substitutions  indiquent  l'existence  d'une  ra- 
cine soit  égal  au  degré  m  de  l'équation;  la  même  chose 
aura  lieu  aussi  si,  le  nombre  ^  de  ces  intervalles  étant 
inférieur  à  m,  on  a  constaté,  par  le  théorème  de  Descartes 
ou  autrement,  que  l'équation  ne  peut  avoir  plus  de  fx 
racines  réelles. 

Mais  le  procédé  dont  il  est  question  prendra  le  carac- 
tère d'une  méthode  générale  conduisant  infailliblement, 
dans  tous  les  cas,  à  la  séparation  des  racines  réelles,  si 
nous  y  ajoutons  une  règle  pour  former  la  suite  (i)  de 
telle  manière  que  deux  termes  consécutifs  ne  puissent 
comprendre  plus  d'une  racine.  Or  il  est  évident  qu'on 
réalisera  cette  condition  en  faisant  coïncider  la  suite  (i) 
avec  une  progression  par  différence 

(2)  1,1  -\-  h^  l  -\~  ih,    .  .  .,   l -\- nh, 

dans  laquelle  la  différence  li  soit  inférieure  à  la  diffé- 
rence de  deux  racines  réelles  quelconques  de  l'équation 
/"(x)  =  o;  tout  est  donc  ramené  à  déterminer  cette  quan- 
tité 11.  On  y  arrive  par  le  moyen  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences  (n°  97)  des  racines  de  l'équation 
f(^x)  =  o.  Supposons  que  l'on  ait  calculé  cette  équa- 

,       1         ,  mim  —  I  ) 
tion,  qui  est,  comme  on  sait,  du  degré •>  et  que 

Ton  ait  déterminé  une  limite  inférieure  À  de  ses  racines 
positives.  La  différence  de  deux  racines  quelconques  de 
la  proposée  sera  supérieure  à  ^X,  et,  en  conséquence,  il 
suffira  de  prendre  pour  h  une  quantité  positive  égale  ou 
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inférieure  à  y/A.  La  différence  h  ainsi  déterminée  peut 
être  un  nombre  inférieur  à  i,  et  l'on  doit  chercher  à 
éviter  les  substitutions  de  nombres  fractionnaires  ;  on  y 
parviendra  au  moyen  de  la  transformation  x  =  Jix'  qui 
sert  à  diviser  par  h  la  racine  de  la  proposée.  En  faisant 
cette  transformation  et  en  choisissant  /  de  manière  que 

y  soit  un  nombre  entier,  on  n'aura  à  substituer  que  des 

nombres  entiers  dans  l'équation  en  x' . 

139.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  com- 
munément attribuée  à  Lagrange,  mais  il  est  juste  de  dire, 
et  l'illustre  géomètre  le  reconnaît  lui-même,  que  Wa- 
ring  avait  indiqué  antérieurement,  dans  ses  Miscellanea, 
l'usage  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  pour  la 
séparation  des  racines .  Cette  méthode  fait  connaître  d'une 
manière  certaine  le  nombre  des  racines  réelles,  en  même 
temps  qu'elle  opère  leur  séparation;  mais  on  aperçoit 
sans  peine  combien  l'application  en  est  laborieuse,  en 
considérant  d'une  part  le  grand  nombre  de  substitutions 
que  l'on  peut  avoir  à  effectuer,  et  d'autre  part  la  lon- 
gueur du  calcul  nécessaire  pour  former  l'équation  aux 
carrés  des  différences.  Cependant  Cauchy  a  montré  qu'on 
peut  éviter  ce  dernier  calcul,  et  que,  pour  être  en  mesure 
d'assigner  une  valeur  de  la  quantité  A,  il  suffît  de  con- 
naître le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  dif- 
férences, lequel  peut  être  calculé  séparément  par  diverses 
méthodes  dont  on  trouvera  le  développement  dans  la  Sec-- 
tion  II  de  cet  Ouvrage.  En  effet,  soient  a,  b,c,  .  .  .  ,f,  g 
les  m  racines  de  l'équation  y  (:t:)  =  o;  le  dernier  terme 
de  l'équation  aux  carrés  des  différences  sera  égal,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  à  l'expression 

y  ^[a-bY[a-cY.  .  .[a-sY.  ..[f-  gf. 

Cette  valeur  de  V  étant  supposée  connue,  soit  ^  son  mo- 
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dule,  en  sorte  que  v^  rzz  zh  V;  désignons  aussi  par  p  une 
limite  supérieure  des  modules  des  racines  de  l'équation 
proposée  (n"  46).  Les  modules  des  différences 

a  —  c,  .  .  .,   a~  g,  .  .  .,  f—g 

seront  inférieurs  à  2p  (n°  39);  si  donc  on  suppose  que 
les  racines  <2  et  ^  soient  réelles,  l'égalité  précédente  don- 
nera 

P<(«— ^)2(2p)'"('"-i)-2,     d'où     [a~hy- 

si  donc  on  prend 

^  =  ou  <^  — 


2p 


xHi{in—\)—t 


\JV 


la  quantité  h  sera  certainement  plus  petite  que  la  diffé- 
rence de  deux  racines  réelles  quelconques.  On  verra 
dans  la  Section  II  que,  si  le  coefficient  du  premier  terme 
de  l'équation  proposée  est  égal  à  i  et  que  les  autres  coef- 
ficients soient  des  nombres  entiers,  la  quantité  V  est  tou- 
jours un  nombre  entier  ;  on  pourra  donc,  dans  ce  cas,  se 
dispenser  de  calculer  t^,  et  l'on  prendra 

h^rz  on  <l 


m  {  m  -  1  ) 


2p)  ■' 


Ce  perfectionnement,  apporté  par  Cauchy,  a  sans  doute 
de  l'importance,  mais  il  ne  fait  pourtant  disparaître 
qu'une  partie  des  inconvénients  de  la  méthode. 

140.  Nous  ne  pouvons  nous  dispenser  d'indiquer  ici 
l'usage  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  pour 
former  les  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  de 
l'équation  proposée  f(^x)=:o.  Si  cette  dernière  équa- 
tion a  toutes  ses  racines  réelles,  il  est  évident  que  toutes 
les  racines  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  seront 
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réelles  et  positives;  donc  cette  équation  sera  complète  et 
elle  n'offrira  que  des  variations.  Si  au  contraire  l'équa- 
tion y(x)  =  o  n'a  pas  toutes  ses  racines  réelles,  soient 
aitiS  deux  racines  imaginaires  conjuguées,  l'équation 
aux  carrés  des  différences  admettra  la  racine  négative 
— 4 S- et,  si  elle  est  complète,  elle  offrira  nécessairement 
quelques  permanences,  d'après  le  théorème  de  Descartes. 
Donc  : 

Pour  quune  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles ^  il 
faut  et  il  suffit  que  l'équation  aux  carrés  des  différences 
soit  complète  et  ne  présente  que  des  vaj^iations. 

^       -  ,      ,  ,  .     .  m[m  —  i)  ,.  . 

Le  théorème  donne  ainsi  — ^ conditions,  mais 

2 

quelques-unes  de  ces  conditions  devront  être  satisfaites 
d'elles-mêmes  ou  rentreront  dans  les  autres,  car  on  a 
vu  au  n°  131  que  le  nombre  total  des  conditions  dis- 
tinctes ne  peut  pas  surpasser  m  —  i . 

1 41 .  Plusieurs  géomètres,  après  Lagrange,  ont  cherché 
à  éviter  l'emploi  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  ; 
mais  nous  n'avons  à  signaler  aucun  résultat  essentiel, 
jusqu'à  la  découverte  du  théorème  de  Budan.  Ce  théorème 
a  une  grande  importance  dans  la  théorie  des  équations, 
et  il  permet  d'effectuer  très-simplement,  dans  la  plupart 
des  cas,  la  séparation  des  racines.  Mais,  avant  de  déve- 
lopper cette  application  importante  du  théorème  de 
Budan,  je  dois  parler  de  la  méthode  si  remarquable 
qui  nous  est  donnée  par  le  théorème  de  Sturm,  et  qui 
résout  de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus  élégante 
le  problème  que  nous  avons  en  vue.  Effectivement,  quand 
on  aura  formé  les  fonctions  dont  ce  théorème  indique 
l'usage,  on  substituera  à  l'inconnue  une  suite  de  nom- 
bres croissants 

a,  ê,  7,  (î,  .  .  . ,  w, 
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et  le  théorème  fera  connaître  combien  il  y  a  de  racines 
dans  l'intervalle  que  forment  entre  eux  deux  termes  con- 
sécutifs de  cette  suite.  S'il  y  a  une  seule  racine  dans  l'un 
des  intervalles ,  cette  racine  sera  séparée  ;  si,  au  con- 
traire, il  y  a  plusieurs  racines,  on  substituera  des  nom- 
bres intermédiaires,  et  l'on  arrivera  infailliblement  ainsi 
à  achever  la  séparation.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajou- 
ter qu'on  devra  prendre  pour  termes  extrêmes  de  la 
suite  précédente  deux  nombres  au  delà  desquels  il  n'y 
ait  plus  de  racines  réelles. 

Les  nombres  à  substituer  peuvent  être  pris  arbitrai- 
rement; mais  dans  les  applications  il  conviendra  en  gé- 
néral de  choisir  d'abord  les  nombres 

...  — ICO,   —  lo,   — I,  o,      -hi,    -I- lo,   -^^oo,  ..., 

dont  la  substitution  se  fera  sans  difficulté.  Si  les  substi- 
tutions indiquent  l'existence  d'une  ou  de  plusieurs  ra- 
cines dans  un  intervalle,  entre  i  et  lo  par  exemple,  on 
substituera  les  nombres  2,  3,  .  .  .  jusqu'à  9,  ce  qui  don- 
nera la  partie  entière  des  racines  comprises  entre  i  et  10. 
S'il  y  a  plusieurs  racines  dans  l'un  de  ces  nouveaux  in- 
tervalles, par  exemple  entre  3  et  4?  on  substituera  les 
nombres  3,  i;  3,  2,  .  .  . ,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  ce  procédé  donne  non-seulement  la  sépa- 
ration des  racines,  ce  qui  est  l'objet  que  nous  nous  pro- 
posons, mais  qu'il  permet  à  la  rigueur  de  calculer  chaque 
racine  avec  un  degré  d'approximation  quelconque. 

Il  importe  de  remarquer  le  cas  où  l'on  sait  d'avance 
que  toutes  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  réelles. 
Dans  ce  cas,  on  peut  se  dispenser  d'employer  le  théorème 
de  Sturm,  ou  plutôt  on  appliquera  ce  théorème,  en  pre- 
nant pour  suite  de  fonctions,  conformément  à  la  proposi- 
tion du  n^  119,  celle  qui  est  formée  du  premier  membre 
de  l'équation  proposée  et  de  ses  dérivées  successives. 
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142.  Exemple  I.  —  Supposons  qu'on  demande  de  sé- 
parer les  racines  de  l'équation 

.r*  H-  a?  —  4'^^  —  4'^  H-  I  r=r  G. 

En  supprimant  certains  facteurs  numériques  positifs, 
l'application  du  théorème  de  Sturm  donnera  les  fonc- 
tions suivantes  : 

V    =  .r*  4-  .t}  —  4.^2  _  4.r  +  I ,  ^ 

Vi=4.r3-f-3a:2  — 8^  — 4, 
V2  =  7.r2  +  8.r— 4, 

V3  =  4-^  +  ^1 

V,  =  l; 

ces  fonctions  sont  au  nombre  de  cinq,  et  leurs  premiers 
termes  sont  positifs  ;  donc  l'équation  proposée  a  ses  quatre 
racines  réelles.  Les  règles  des  n°^  113  et  114  indiquent 
que  les  racines  sont  toutes  comprises  entre  — 2  et  -H  2, 
ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  des  substitutions. 
La  substitution  des  nombres 

—  2,   —1,0,   -f-  I,   4-  2, 

dans  la  suite  des  fonctions  V,  donne  les  résultats  suivants  : 


X 

V 

V, 

V. 

V3 

V. 

—    2 

-H 



-(- 



+ 

-    I 

-+- 

-+- 

— 

-i- 

-h 

0 

H- 

— 

— 

-h 

-h 

H-    I 

— 

— 

-1- 

-h 

4- 

-+-    2 

-1- 

4- 

-h 

-h 

-+- 

Il  y  a  deux  variations  perdues  dans  le  passage  de  —  2  a 
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—  I,  une  dans  le  passage  de  o  à  i  et  une  dans  le  passage 
de  I  à  2  ;  l'équation  proposée  a  donc  deux  racines  entre 

—  2  et  —  I,  une  racine  entre  o  et  i  et  une  autre  i  et  2. 
Il  reste  à  séparer  les  deux  racines  comprises  entre  —  i 
et  —  2.  Or,  d'après  le  tableau  précédent,  on  voit  que  la 
première  des  fonctions  V  est  positive  pour  x=  —  2, 
ainsi  que  pour  x  =  —  i ,  et  l'on  trouve  qu'elle  est  néga- 

3 
live  pour  :r  = ;  donc  les  deux  racines  négatives  sont 

coiîiprises,  l'une  entre  —  i  et  —  i  ,5,  l'autre  entre  —  i  ,5 
et  —  2. 

Exemple  II.  —  Prenons  pour  deuxième  exemple  l'é- 
quation 

.T^  -h  x^  —  x*  —  x^  -{-  X^  —  .r  -i-  I  r:=  G  ; 

on  trouve,  dans  ce  cas, 

V  —  .r6  -h  x^  —  x'*  —  .r^  -i-  x2  —  o:  —  I , 
Vj  =  6.r^  -f-  5 x*  —  4 -^^  —  3  .r^  -h  2  .r  —  i , 
V2  =  17^*  -î-  l^x"^  —  27. r^  -r-  3ix  —  35, 
V3  =  —  792.^3  -f-  1o52x^  —  2o58.r  -T-  127, 
V4  ^  —  5i8o552.r2-f-  4923200^  -T-  10048623. 

On  reconnaît,  par  la  méthode  du  n°  114,  que  l'équation 
proposée  ne  peut  avoir  de  racines  réelles  en  dehors  des 
limites  —  0,6  et  -h  i.  Or  l'équation  V4  =  o  a  ses  deux 
racines  réelles,  mais  l'une  d'elles  est  comprise  entre  —  i 
et  —  0,6,  l'autre  entre  -h  i  et  -f-  2  ;  donc  il  est  inutile, 
pour  notre  objet,  de  calculer  V5  et  Yq.  La  suite  des  signes 
des  fonctions 

V,      V„     V„      V3,      V; 

est,  pour  X  ■-:=  —  0,6, 
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et,  pour  JT  =  4-1,  cette  suite  devient 

■4-     -h     +     —     +; 

il  y  a,  dans  les  deux  cas,  deux  variations;  donc  l'équa- 
tion proposée  n'a  point  de  racines  réelles. 

Méthode  de  Fourier  pour  la  séparation  des  racines, 

143.  La  méthode  de  Sturm  ne  laisse  rien  à  désirer 
sous  le  rapport  de  la  perfection  théorique  ;  malheureuse- 
ment le  calcul  des  fonctions  dont  cette  méthode  exige 
l'emploi  peut  devenir  très-pénible,  même  dans  des  cas  fort 
simples  ;  ainsi,  dans  le  second  des  exemples  que  nous  ve- 
nons de  présenter,  le  nombre  constant  Ve  qui  terminerait 
la  suite  complète  des  fonctions  n'a  pas  moins  de  quarante- 
quatre  chiffres.  Aussi  est-il  plus  avantageux,  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  de  se  borner  à  l'emploi  du  théo- 
rème de  Budan.  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  déjà,  Fourier 
avait  trouvé  de  son  côté  ce  théorème,  et  il  a  montré  dans 
son  jénalyse  des  équations  comment  on  peut  en  tirer 
parti  pour  effectuer  la  séparation  des  racines  réelles  d'une 
équation,  et  obtenir  en  même  temps  le  nombre  exact 
de  ces  racines.  Nous  allons  indiquer  ici  cette  méthode  de 
Fourier;  mais,  afin  d'apporter  plus  de  clarté  dans  notre 
exposition,  nous  commencerons  par  établir  une  propo- 
sition dont  nous  aurons  à  faire  usage. 

Lemme.  —  Soient  f[oc)  une  fonction  entière  de  la 
variable X et  f  [x) ,  f"  [x]  les  deux  premières  dérivées 
def[x).  Si  l'on  fait  croître  x  entre  deux  limites  Xq 
et  X  qui  ne  comprennent  aucune  racine  de  l'équation 

f  (^x)  ~-  o,    la  fonction  o[x)  =^  x —  7^7~t  croîtra  tant 

j   [' ' j 

quef[x)  et  f" i^x)  seront  de  même  signe,  et  elle  dé- 
S.,  Alg.  Slip.  —  I.  20 
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croîtra  tant  que  f[x)  et  f" [oc]  seront  de  signes  con 
traires. 

On  a  effectivement 


d'où 

^(x--„)-?(^)_/(.r)/"(^-) 


'-    S 


£  et  y;  désignant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  u\ 
il  résulte  de  là  que,  si  h  désigne  une  quantité  positive 
dont  le  module  soit  suffisamment  petit,  la  quantité 


aura  le  signe  de  -^— ^y— ~  ou  le  signe  àe  f[x)f" [x] 

pour  toutes  les  valeurs  de  u  comprises  entre  —  h  et  -|-  7i, 
pourvu  que/' (x)  ne  soit  pas  nulle.  En  conséquence,  si 
X  croît  de  070  à  X  et  que  ces  limites  ne  comprennent  au- 
cune racine  de  l'équation^ (x)  r=:  o,  la  fonction  ^(x) 
croîtra  ou  décroîtra  suivant  qvie  f[x)  et  f" [x)  seront 
de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  ce  qui  est  la  pro- 
position énoncée. 

Corollaire  I.  —  Si  l'équation  fi^x)  =  o  a  deux 
racines  réelles  comprises  entre  les  limites  ex.  et  S  ^  a , 
mais  quelle  n'en  ait  pas  un  plus  grand  nombre;  si,  en 
outre,  V équation  f" (^x)  =  o  n'a  aucune  racine  entre  les 
mêmes  limites,  on  aura 

/'(S)        /'(a)<°        ^- 
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En  effet,  soient  x' et  x'^>>x' les  racines  àef[x)  ==1  o 
comprises  entre  a  et  |S  ;  comme  f" {oc)  ne  peut  changer 
de  signe,  quand  x  varie  entre  ces  limites,  la  fonction 
f'{x)  est  constamment  croissante  ou  constamment  dé- 
croissante, et  il  en  résulte  que  l'équation^' (x)  =  o  ne 
peut  avoir  qu'une  seule  racine  entre  a  et  ê  ;  d'ailleurs  cette 
racine  existe  d'après  le  théorème  de  Rolle,  et  elle  est  com- 
prise entre  x'  et  x" .  D'après  la  proposition  du  n^  120, 

les  rapports  ^.,,    \  •>   ^. ,/,    ,  sont  nee^atiis  quand  x  croit  de 

a  à  x',  tandis  qu'ils  sont  positifs  quand  x  croît  de  x"  à  S; 
donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  f{oc)  elf"{x)  sont  de 
même  signe,  et,  par  conséquent,  la  fonction 


est  croissante.  On  a  donc 

ï(a)<ï(x'),      ï(..")<»(<5). 
D'ailleurs  on  a 

d'où 

cp(.r')<rp(.r"); 

donc,  à  plus  forte  raison, 

cp(a)<ç.(6) 

ou 

ce  qui  est  le  résultat  annoncé. 

Corollaire  II.  —  Si  l'équation  f  [x)  ==  o  a  une  ra- 
cine Xi  entre  a  et  S^a,  et  que  les  équations f{x)  =  o, 
f"[x)^=:o  n'aient  aucune  racine  entre  ces  limites;  si, 
en  outre,  les  fonctions  f  {x  ) ,  f"  (  x  )  sont  de  même  signe. 
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pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  cl  et  ê,  l'inégalité 


/'(6)       /'(a) 


<S 


pourra  avoir  lieu,  mais  elle  cessera  nécessairement  de 
subsister  si  l'on  augmente  a  ou  que  Von  diminue  ê 
d'une  quantité  convenable. 

D'après  notre  hypothèse,  la  fonction  çp(.r)  croît  quand 
X  augmente  de  oLkx^  ou  de  Xi  à  ê.  Il  s'ensuit  que,  si  l'on 
fait  décroître  x  de  6  à  a7<,  la  fonction 

^(a)-.ç(.r) 

croîtra  depuis  la  valeur  initiale  «^(a)  —  9(^)  jusqu'à 
-f- QO  .  Pareillement,  si  l'on  fait  croître  x  de  a  àx<,  la 
fonction 

<p(^)  — <p(6) 

croîtra  aussi  depuis  et/  (a)  —  c^  (6)  jusqu'à  -|-  co  .  Si  donc 
ffJ  et  6'  désignent  des  valeurs  comprises  entre  a  et  Xo 
x^  et  6  respectivement  et  suffisamment  approchés  dexi, 
on  aura 

(«)>o. 


cp(a) 

—  tp(S')>o,      ip(a')— 5)( 

c'est-à-dire 

/(«)         /(-')   .g          , 

144.    Gela  posé,  soity(x)=:=o  une  équation  donnée 
du  degré  m,  et  considérons  la  suite 

(.)       /;x),/(^), /"(..),  ...,/"-'(^i,/"V) 

formée  par  la  fonction /"(x)  et  ses  dérivées  successives. 
Pour  effectuer  la  séparation  des  racines,  on  procédera  de 
la  même  manière  que  par  la  méthode  de  Sturm,  et  l'on 


^^ct^'.ft:^ 
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substituera  à  ^,  comme  nous  l'avons  indiqué  au  n"  141, 
une  suite  de  nombres  croissants 


compris  entre  les  limites  des  racines. 

Si,  dans  le  passage  j::  ==  a  à  a:  =  G,  la  suite  des  signes 
des  fonctions  (i)  ne  perd  aucune  variation,  l'équation 
/'(xj^o  n'aura  aucune  racine  réelle  comprise  entre  a  eto. 
S'ilyaune  seule  variation  perdue,  réquationy(x)  =;  o 
aura  une  seule  racine  entre  a  et  ê,  et  cette  racine  sera 
séparée. 

S'il  y  a  deux  variations  perdues  en  passant  de  .r  :=  a 
à  x  =  ^,  il  peut  arriver  que  l'équation^ (x)  :^  o  ait  deux 
racines  entre  a  et  ê  ou  qu'elle  n'en  ait  aucune  ;  on  a  vu 
que,  si  le  dernier  cas  a  lieu,  Téquation  a  nécessairement 
deux  racines  imaginaires.  Nous  allons  indiquer  comment 
on  peut  distinguer  ces  deux  cas  l'un  de  l'aulre,  lorsque 
la  perte  de  deux  variations  se  manifeste  dans  la  portion 
de  la  suite  (i)  qui  est  formée  par  les  trois  premières 
fonctions 

(2)  /(■^),  /'(^),  f"[x)' 

Gomme  le  théorème  de  Budan  s'applique  à  l'une  quel- 
conque des  fonctions  de  la  suite  (i),  il  résulte  de  notre 
hypothèse  que  l'équation  y*^'(x)  =;  o  n'a  aucune  racine 
comprise  entre  a  et  S.  Si  donc  on  a 

on  sera  certain,  d'après  le  lemme  du  n"  143  (corollaire  I), 
queréquationy*(x)=  o  ne  peut  pas  avoir  deux  racines 
réelles  entre  a  etc.  Lorsque  l'inégalité  précédente  n'est 
point  satisfaite,  il  faut  substituer  dans  /(x)  etf'[x)  un 
nombre  a  compris  entre  a  et  6  ;  si  f{ci)  est  de  signe 
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contraire  à  y  (  a  )  ety^(o),  il  y  aura  deux  racines  réelles 
comprises  l'une  entre  a  et  a,  Fautreentrea  et  G;  mais, 
sif[a)  est  de  même  signe  quey(a)  ety(  ê),  on  connaîtra, 
parles  substitutions  faites  dans  la  suite  (2),  quel  est  celui 
des  deux  intervalles  de  a  à  «  ou  de  a  à  S  dans  lequel  il 
peut  exister  deux  racines.  On  appliquera  alors.à  ce  nouvel 
intervalle  ce  qui  a  été  dit  du  premier,  et,  après  quelques 
essais  du  même  genre,  on  arrivera  généralement  à  con- 
naître la  nature  des  deux  racines  ;  cela  suppose,  bien  en- 
tendu, que  l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales. 

145.   Considérons  maintenant  le  cas  général,  et  dési- 
gnonspar  ù^n  le  nombre  des  variations  perdues  par  la  suite 


/«■(.r),     ...,/'"-^{.x),/'«(-^ 


y 


dans  le  passage  de  x  =  ci  à  x=ê.  Ce  nombre  A„  est  ce 
que  Fourier  nomme  Vindice  relatif  k  f'^{x)',  l'indice 
relatif  ày(x)  sera  donc  représenté  par  Aq,  et  celui  qui 
se  rapporte  à  la  dernière  fonction  y* "^(j?)  sera  zéro,  en 
sorte  que  la  série 

(3)  Ao,    Al,   A2,    .  .  .,    A„j_i,    o 

comprendra  les  indices  des  m-\-i  fonctions  (i)  ;  il  est 
évident  que,  dans  cette  suite,  deux  termes  consécutifs 
sont  égaux  entre  eux  ou  ne  diffèrent  que  d'une  unité  ; 
ainsi  l'on  a 

A,  — A/+1— I,   ou   -— A,+i   ou  A,+i-f-i. 

Nous  avons  examiné  plus  haut  le  cas  de  Ao  =  o  et 
celui  de  Ao=i;  dans  le  premier  cas,  réquationy(jt:)  =  o 
n'a  aucune  racine  entre  a  et  ê  ;  dans  le  second  cas,  l'équa- 
tion a  une  seule  racine  entre  les  mêmes  limites.  Il  im- 
porte de  remarquer  que,  si  l'on  a  Ao  =  i,   on  peut,  en 
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diminuant  l'intervalle  de  ex.  à  6,  faire  en  sorte  que  A<  =  o  ; 
en  effet,  f[x)  =  o  n'a  qu'une  seule  racine  x'  entre  a  et  ê, 
et,  par  suite,  elle  ne  peut  avoir,  avec  sa  dérivée,  aucune 
racine  commune  comprise  entre  a  et  ê;  donc,  en  rem- 
plaçant les  limites  a  et  |3  par  deux  autres  suffisamment 
rapprochées,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que 
réquationy'(  j:)=:o  n'ait  aucune  racine  dans  le  nouvel 
intervalle;  alors,  la  suite  (i)  ne  perdant  qu'une  seule 
variation,  on  aura  ù^^=zo. 

Supposons  actuellement  que  Ao  =  2  ou  Ao^a.  Par- 
courons la  suite  (3)  en  partant  de  la  gauche,  jusqu'à  ce 
que  nous  trouvions  un  indice  égal  à  i  :  soit  A„  ce  pre- 
mier indice  égal  à  l'unité  ;  la  méthode  que  nous  allons 
développer  a  pour  objet  de  reculer  successivement  l'in- 
dice A/i  vers  la  gauche  de  la  suite  (3),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  de  diminuer  le  nombre  n  qui  marque  le  rang 
de  l'indice.  L'indice  A„_i  qui  précède  A„  ne  peut  être  égal 
à  I ,  par  hypothèse  ;  donc  il  est  o  ou  2  ;  mais,  si  l'on  avait 
A„_i  =  o,  comme  Ao  est  au  moins  égal  à  2,  en  remontant 
la  suite  (  3  )  à  partir  de  A„_^ ,  on  rencontrerait  nécessaire- 
ment un  indice  égal  à  i,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 
thèse; ainsi  l'on  a  A„_i  r==  2,  en  sorte  que  le  premier 
indice  A„  égal  à  i  est  nécessairement  précédé  d'un  jndice 
égal  à  2.  Or,  si  ce  même  indice  n'est  pas  suivi  d'un 
indice  A„_^i  égal  à  zéro,  on  pourra  toujours,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut,  trouver  deux  limites  a',  6'  comprises 
entre  a  et  S  et  qui  ne  comprennent  aucune  racine  de 
réquation/'""^<(a;)  rrr  o;  l'intervalle  de  a  à  6  sera  alors 
partagé  en  trois  autres,  savoir  celui  de  a  à  a',  celui 
de  a!  à  ^'  et  celui  de  ê'  à  S.  L'équation  f'^i^x)=^o  n'a 
aucune  racine  dans  le  premier  et  dans  le  troisième  inter- 
valle ;  donc,  pour  chacun  de  ceux-ci,  l'indice  A„  est  zéro, 
et,  en  conséquence,  le  premier  indice  égal  à  i  est  reculé 
vers  la  gauche  de  la  suite  (3).  A  l'égard  de  l'intervalle 
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dont  a' et  ê^  sont  les  limites,  il  peut  arriver  que  A„  ne 
soit  plus  le  premier  indice  égal  à  i  ;  dans  ce  cas,  ce  pre- 
mier indice  se  trouvera  reculé  vers  la  gauche.  Mais  il 
peut  arriver  aussi  que  A„  demeure  le  premier  indice 
égal  à  I ,  et  alors  on  a  simultanément 


Tant  que  ce  dernier  cas  ne  se  présentera  pas,  on  pourra 
reculer  le  premier  indice  i  vers  la  gauche  de  la  suite  (3), 
jusqu'à  ce  que  cet  indice  y  occupe  le  premier  rang,  et  l'on 
se  trouvera  dès  lors  dans  le  cas  de  Ao  =  i  qui  est  celui 
d'une  seule  racine  comprise  dans  l'intervalle  dont  on 
s'occupe. 

Ainsi  nous  n'avons  plus  à  considérer  que  le  cas  où  le 
premier  indice  A„  égal  à  i  est  précédé  d'un  indice  égal 
à  2,  et  suivi  d'un  indice  égal  à  o.  L'équation/''^-^  (x)  =  o 
peut  alors  avoir  deux  racines  réelles  entre  a  et  ê,  mais 
elle  peut  aussi  n'en  avoir  aucune;  on  distinguera  ces 
deux  cas  l'un  de  l'autre,  au  moyen  de  la  règle  exposée  au 
n®  144.  En  même  temps  cette  règle  donnera  le  moyen 
de  séparer  les  racines,  si  elles  sont  réelles  et  inégales; 
l'une  d'elles  sera  comprise  entre  a  et  un  certain  nom- 
bre «,  la  seconde  entre  aet^;  à  chacun  de  ces  nouveaux 
intervalles  répondra  une  série  d'indices  dans  laquelle  le 
premier  terme  égal  à  i  se  trouvera  reculé  vers  la  gauche 
au  delà  de  A/i.  Siréquation/''~^^(x)  =  o  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  entre  a  et^,  on  reconnaît,  en  se  reportant  à  la 
démonstration  du  théorème  de  Budan,  que  chacune  des 
équations 

(4)    f^-H.T]=0,f^^-H-r)=.0,     ...,/'(.^)--=0,  /(.r)=0 

a  deux  racines  imaginaires.  En  effet,  il  résulte  de  nos 


I 
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hypothèses  que  réquationy"(x)  ==  o  aune  racine  entre 
a  et  ê,  laquelle,  substituée  dsLnsf'^~^[x)  etdansy«+*(x), 
donne  des  résultats  de  même  signe  ;  donc  la  suite  des 
trois  fonctions 

perd  deux  variations  dans  le  passage  de  x  =  a  k  x=  ^. 
En  conséquence,  cette  circonstance  introduit  dans  les 
indices 

Ao,    Al,    .  .  .,    A„-i 

une  partie  égale  à  2  que  l'on  peut  supprimer,  car  chaque 
indice  n'exprime  autre  chose,  dans  cette  théorie,  qu'une 
limite  supérieure  du  nombre  de  racines  réelles  que  peut 
avoir  l'équation  correspondante,  dans  l'intervalle  consi- 
déré. Alors  on  aura,   après  cette  suppression  de  deux 

unités, 

A„_i  z=  o, 

en  sorte  que  le  premier  indice  égal  à  i  se  trouvera  reculé 
vers  la  gauche. 

Il  peut  arriver  que  l'équation /«~^(x)=  o  ait  deux 
racines  égales  comprises  entre  a  et  ê  ;  il  est  facile  de 
voir  que  la  conclusion  est  la  même  que  dans  le  cas  de 
deux  racines  imaginaires,  à  moins  que  l'équation  pro- 
posée n'ait  des  racines  égales.  Si  la  racine  double  dont 
nous  nous  occupons  appartient  à  chacune  des  équa- 
tions (4),  la  proposée  aura  zz-f-i  racines  égales  à  cette 
racine. 

146.  Exemple  I.  — Je  choisirai  pour  premier  exemple 
l'équation 

x^  -i-  .r^  —  .x^  —  .r^  -^-  x^  —  .r  H-  I  =r  O, 
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déjà  considérée  au  n°  142.  On  a 


I 

/"(-) 

Ir2 

/"(•^) 

I   .-i 

3 

/"(.r 

) 

1.2.3 

4 

/'(■-) 

1.2.3.4 

5 

/'■{^) 

—  6.7-^  +  5x*  —  4.r3  —  3.r2 


H-  2.r  — I, 


5.r*-i-  10. 


3.r-f- 


20.r^  -I-  lO.r^  —  4-^  —  I 


iSx^H-  5a:  — I, 


6.r  H-i, 


1.2.3.4.5.6 

Les  racines  réelles  de  l'équation y( a:  ):==  o  sont  com- 
prises entre  —  i  et  -f-  i  ;  substituons  les  nombres 

1  I 

—  I, 5      o,       H-  -»       H-I 

2  2 

dans  la  suite 

/(.r),  /■  (x),  /"(.r),  /'"(.r),  /"(.r),  /'(a:),  /"(x), 

on  obtiendra  les  résultats  suivants  : 


X 

/(^) 

/W 

/"(^) 

r"[^) 

/"W 

/M^) 

/"W 

—  I 

-1- 

— 

-H 

— 

-1- 

— 

-i- 

I 

2 

-+- 

— 

-t- 

-f- 

+ 

H- 

—    0 

H- 

— 

H- 

— 

— 

-t- 

-h 

1 

H 

2 

-h 

— 

H- 

-1- 

-f- 

-h 

H- 

-h     I 

-t- 

-f- 

-^ 

-+- 

+ 

,+ 

-1- 
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Il  y  a  deux  variations  perdues  de  — i  à 7  deux  autres 

de  o  à  -5  deux  enfin  de  -  à  i . 
1  2 

On  reconnaît  immédiatement  qu'il  n'y  a  point  de  ra- 
cines réelles  entre  -  et  i,  parce  que  l'on  a 


^G)- 

39 

64' 

À'y- 

48 
64' 

/(■)- 

=  1, 

/'(>)- 

:5, 

ce 

qui 

donne 

/(i) 

l>- 

2 

Pour  l'intervalle  de  o  à  -5  la  série  des  indices  est 

2 


2,   2,   2,    I,   ^,   o,   o; 

le  premier  indice  i  étant  suivi  d'un  autre  indice  égal  à^ , 

il  nous  faut  resserrer  nos  limites.  La  substitution  de  -7 

4 
donne  les  résultats 


d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  aucune  variation  perdue  de  o  à  y  ; 

il  suffit  de  considérer  l'intervalle  de  -7  à  -;  la  série  des 

4       2' 

indices  qui  répondent  à  cet  intervalle  est 
2,  2,  2,   I,  o,  o,  o; 
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comme  on  a 


d'où 


on  conclut  que  l'équation  f"[x)  =  o  n'a  pas  de  racine 

entre -7  et-;  donc  la  proposée  elle-même  n'en  a  pas  dans 

cet  intervalle  (n°  14d). 

Enfin  la  série  des  indices   pour]  l'intervalle  de  — i 


I 

a est  encore 

1 


on  a 


d^ù 


2,    2,    2,    I,    o,    o,    O; 

^"(-^)=ï'>(-^)=«' 


^"\  2)    /"{-l) 


/ 


i) 


>--  +  ! 


/"'(-«)^    2 


ce  qui  montre  que  l'équation /"^^(x)  =0  n'a  pas  de  ra- 
cine entre et  —  i  ;  la  proposée  elle-même  n'en  a  donc 


2 
aucune  dans  cet  intervalle. 


Ainsi  les  six  racines  de  notre  équation  sont  imaginaires, 
comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  à  l'aide  du  théorème 
de  Sturm. 
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Exemple  IL  — Je  considérerai  encore  l'équation 

x^  —  I2.r^  +  6oj:'*  -+■  ll^x^  -h  /{56'J  or  —  8gOI2  =  G, 

traitée  par  Fourier.  On  a  ici 

/(.r)  =  x^ — 12^^+600:*-+-  i23a^^H-4567x— 89012, 


/"(. 


1 .2 


=  6.r^ —  6o.r^  -h  240.^3  -I-  246^  +  45^7» 

=  l5.r* —  1200:^  H-  36o^^  H-  123, 
1=  20.r^ —  120^^ -4- 240 .r, 


=  l5a:^ — 60a: -f- 60, 
=  6x  —  12, 


I  .2.3 

1.2.3.4 

I .2.3.4-5 

1.2.3.4.5.6""'* 

Soit  £  une  quantité  positive  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
En  substituant  les  nombres 

...  — 10,     — I,      — e,      -fc,      H-i,      +10,    ..., 
on  obtient  les  résultats  suivants  : 


X 

/(■^) 

/"W 

_ 

-h 
-+- 

-h 

/"W 

/'W 

/"(^) 

—  10 

—  I 

—  e 
-h   e 
-1-    I 
-f-io 

-1- 

-}- 
-f- 

-\- 

-h 
-1- 

H- 

-+- 
-f- 

-4- 

Gomme  il  y  a  six  variations  perdues  dans  le  passage 
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de  — lo  à  -f-io,  les  racines  réelles  sont  toutes  comprises 
entre  ces  limites. 

De  — loà  — I,  il  y  a  une  variation  perdue;  il  y  a 
donc,  entre  ces  limites  une  racine  unique  qui  est  ainsi 
séparée. 

De  — £  à-{-£  ily^  deux  variations  perdues,  ce  qui 
indique  deux  racines  imaginaires.  Enfin,  de  -}-i  à  -f-io 
il  y  a  trois  variations  perdues,  donc  il  y  a  entre  ces  limites 
une  ou  trois  racines  réelles. 

La  série  des  indices  relatifs  à  l'intervalle  de  i  à  lo  est 

3,    2,    2,    2,    2,     I,    o; 

on  a  ici 

/v(io)      /v(i)  -4  +  ^_<.9; 

ce  résultat  montre  que  l'intervalle  de  i  à  lo  est  trop  con- 
sidérable pour  qu'on  puisse  reconnaître  la  nature  des 
racines  par  une  seule  opération.  Mais,  avant  de  dimi- 
nuer cet  intervalle,  il  convient  d'examiner  si  l'équation 
f^^(^x)  =  o  n'aurait  pas  deux  racines  égales  comprises 
entre  i  et  lo.  On  reconnaît  effectivement  que  x — 2  est 
un  diviseur  dey^^(^)  et  def^[x);  d'ailleurs  ce  binôme 
ne  divise  pas  toutes  les  fonctions /'^'(jc), .  .  .,f[x)  qui 
précèdenty'''(^)  ;  donc  on  pourra  retrancher  2  des  cinq 
premiers  indices.  On  obtiendra  ainsi  la  nouvelle  série 

1,   o,  o,   o,   o,    I,   o, 

qui  montre  que  la  séparation  des  racines  est  terminée. 
Ainsi  l'équation  proposée  n'a  que  deux  racines  réelles, 
l'une  entre  — i  et  — jo,  l'autre  entre  -f-i  et  H-io. 

Sépa/'atioji  des  racines  imaginaùes. 

147.   Siy(z)  désigne  une  fonction  entière  de  la  va- 
riable imaginaire  z  =  x  -+-  ij,  dans  laquelle  les  coeffî- 
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cients  soient  des  quantités  données  réelles  ou  imaginaires, 
on  pourra  effectuer  la  séparation  des  racines  de  l'équa- 
tion y(^)=o,  en  faisant  usage  de  la  proposition  que 
nous  avons  établie  au  ii°  137. 

Effectivement,  si  l'on  trace  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  ox  et  oj,  puis  qu'on  mène  à  l'un  des  axes, 
celui  des  j  par  exemple,  des  parallèles  qui  répondent 
aux  abscisses 


on  pourra  déterminer,  par  le  théorème  du  n"  137,  le 
nombre  des  racines  comprises  entre  deux  parallèles  con- 
sécutives. S'il  n'y  a  qu'une  seule  racine  dans  l'un  des 
espaces  ainsi  déterminés,  cette  racine  sera  séparée,  con- 
formément à  la  définition  du  n°  111;  s'il  y  a  plusieurs 
racines  comprises  entre  deux  parallèles  consécutives,  on 
pourra  achever  la  séparation  par  le  moyen  de  parallèles 
intermédiaires,  à  moins  que  plusieurs  racines  n'aient  la 
même  partie  réelle. 

On  connaîtra  ainsi  deux  racines  aussi  rapprochées 
l'une  de  l'autre  que  l'on  voudra,  entre  lesquelles  sera 
comprise  la  partie  réelle  ^  de  chaque  racine.  Si  l'on  veut 
avoir  en  même  temps  des  limites  de  la  valeur  correspon- 
dante ou  des  valeurs  correspondantes  dey,  on  y  par- 
viendra en  menant  des  parallèles  à  l'axe  des  x  ;  celles-ci, 
avec  les  deux  parallèles  à  l'axe  des  j^  qui  comprennent  les 
points  racines  que  l'on  considère,  détermineront  divers 
rectangles,  et  le  théorème  du  n°136  fera  connaître  quels 
sont  ceux  de  ces  rectangles  qui  renferment  les  racines 
dont  on  s'occupe. 
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CHAPITRE  VIL 

DU  CALCUL  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Recherche  des  racines  commensurables  des  équations 
à  coefficients  rationnels. 

148.  Le  calcul  des  racines  d'une  équation  numérique 
offre  d'autant  plus  de  difficultés  que  le  degré  de  l'équa- 
tion est  plus  élevé.  Aussi,  lorsqu'une  équation  donnée 
n'est  pas  irréductible  et  que  l'on  sait  effectuer  la  décom- 
position de  son  premier  membre  en  plusieurs  facteurs, 
il  faut  commencer  par  opérer  cette  réduction.  En  parti- 
culier, toute  équation  qui  a  des  racines  multiples  devra 
être  remplacée  par  une  ou  plusieurs  autres  qui  n'aient 
que  des  racines  simples  ;  cette  suppression  des  racines 
égales n'estpas  seulement  utile,  elle  est  souventindispen- 
sable,  ainsi  qu'on  a  pu  s'en  convaincre  en  étudiant  les 
théories  que  nous  avons  développées  dans  le  précédent 
Chapitre. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  rationnels  et  que  celte  équation 
a  des  racines  commensurables,  on  peut  les  obtenir  par 
une  méthode  très-simple  que  nous  allons  exposer.  Les 
racines  commensurables  étant  connues,  si  leur  nombre 
est  égal  au  degré  de  l'équation,  celle-ci  sera  résolue  ;  dans 
le  cas  contraire,  on  pourra  les  supprimer  par  le  moyen 
de  la  division,  et  l'on  sera  ramené  à  une  équation  plus 
simple.  Cette  détermination  des  racines  commensurables 
doit,  comme  on  le  voit,  précéder  toute  autre  recherche. 
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149.  Lorsque  les  coefficients  d'une  équation  sont  ra- 
tionnels, onpeutchasserles  dénominateurs  qu'ils  peuvent 
contenir  ;  ces  coefficients  deviennent  alors  des  nombres 
entiers.  Cela  posé,  la  recherche  de  toutes  les  racines  com- 
mensurables  se  ramène  à  celle  des  racines  entières,  au 
moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  — Lorsque  le  premier  terme  d'une  équa- 
tion a  pour  coefficient  Vanité  et  que  les  autres  coeffi- 
cients sont  des  nombres  entiers,  V équation  ne  peut  a<^oir 
pour  racines  commensurables  que  des  nombres  entiers. 

En  effet,  soit  l'équation 

/(^)==:ar-4-Ai^'«"i-}-...-hA„,_ia:-l-A^,==o, 
dans  laquelle  les  coefficients  A< ,  . . . ,  A^^^  sont  des  entiers. 
Substituons  à  x  une  fraction  irréductible  quelconque  -5 
on  aura 


è^-i/(  _     —  —  H-  Al  «'"-i  4-  A2  ha"'-^  -4- .  .  .  _u  A, 


l,7n-i 


or,  pour  que  -  fût  racine  deréquationy"(j:)  ==:  o,  il  fau- 
drait que  l'on  eût 

—  A.  /7'"— ^  A      hm—l 

—         xijw  ...         J^m^  7 

ce  qui  est  impossible,  puisque  le  second  membre  est  un 
nombre  entier,  tandis  que  le  premier  membre  est  une 
fraction  irréductible;  donc  l'équation  proposée  ne  peut 
avoir  une  racine  fractionnaire. 

D'après  cette  proposition,  pour  avoir  toutes  les  racines 

rationnelles  d'une  équation  à  coefficients  entiers,  il  suffira 

de  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre  (n*^  58  ) 

dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  soit  l'unité, 

S,  —  Mg.  sup.,  I.  21 
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les  autres  coefficients  étant  entiers,  et  de  déterminer  les 
racines  entières  de  la  transformée. 
Soit 

Aox"^  -r  Al  x'«-i  -:-...  -i-  A,„_i.r  -'-  k,^  =1  o 


l'équation  proposée  ;  on  poserai  =  -  (n°58),  et  la  trans- 
formée sera 


Al  a  _,„_i    ,    Aç,a2_,^^_^    _  _    A,„a 


m 


^m—\ 


S'"  -1 ■—  z'"-'  -i- z"'-^  H-  ...  H =  G, 

Ao  Ao  Ao 

le  nombre  entier  a  devant  être  choisi  de  manière  que  les 
expressions 

Al  a        A 2»^  A,„  a"^ 


Ao  Ao  Ao 

se  réduisent  à  des  nombres  entiers.  Il  est  évident  qu'on 
satisfera  à  cette  condition  en  prenant  a:=  Kq,  mais  on 
remplira  souvent  l'objet  demandé  en  donnant  à  a  une 
valeur  inférieure  à  Aq.  Quand  les  racines  entières  de  la 
transformée  en  z  auront  été  obtenues,  en  les  divisant 
par  a ,  on  aura  les  racines  commensurables  de  la  proposée . 

150.  Il  nous  reste  à  indiquer  comment  on  déterminera 
les  racines  entières  d'une  équation 

(  l)     /(.r)  ==  Ao^-  -h  A1X--1  +  .  .  .  -\~k„,^,x  -\-  A,,=^  O, 

dans  laquelle  les  coefficients  Ao,  A,,  .  .  .,  A„i  sont  des 
nombres  entiers  sans  diviseur  commun. 

Dire  que  a  est  une  racine  de  cette  équation,  c'est  dire 
que  le  premier  membre  y (x)  est  exactement  divisible 
par  X —  a;  représentons  le  quotient  de  la  division  par 

ç  (x)  r^_  -  Box'»-i  -  Bi.r— -  -  ...  -  B,,,_2.r  -  B„,_i, 

on  aura 

(2)  /{x)  ---  [x—a]  'f[.T), 
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et,  si  a  est  un  nombre  entier,  il  est  évident  que  les  coeffi- 
cients du  polynôme  9  (x)  seront  aussi  des  nombres  entiers. 
En  effectuantle  produit  indiqué  dans  le  second  membre 
de  la  précédente  égalité,  et  en  écrivant  que  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  àex  dans  les  deux  membres  sont 
égaux  entre  eux,  on  trouve 


■^in- 

-1 

--- 

rtB,/i__2 

— 

B,.- 

-1? 

■^m- 

-2 

r.r 

«B,„_3 

— 

B,.- 

-2i 

Al 

._.^ 

«Bo-- 

B, 

, 

Ao 

Z'-JZ 

-Bo; 

B„ 

d'où     B, 


a 

A/.7-1  +  B„,_, 
, 

a 

A;??— «)  H-  B,„__g 
, 

a 


0       =  Ao  -I-  Bo, 


et  réciproquement,  si  les  relations  précédentes  sont  satis- 
faites, la  formule  (2)  aura  lieu  identiquement;  donc, 
pour  que  le  nombre  entier  a  soit  une  racine  de  l'équation 
proposée,  il  faut  et  il  suffît  que  les  valeurs  précédentes  de 
^m-\,  ^m-2y  •  •  •  j  Bq  soicut  dcs  uombrcs  entiers,  et  que  le 
dernier  de  ces  nombres  soit  égal  à  —  Aq  .  Ainsi  les  condi- 
tions auxquelles  on  reconnaîtra  qu'un  nombre  entier 
positif  ou  négatif  est  racine  d'une  équation  sont  les  sui- 
vantes : 

Il  faut  et  il  suffit  qiiil  divise  exactement  le  dernier 
terme  de  V équation  ;  quil  divise  la  somme  obtenue  en 
ajoutant  le  quotient  de  cette  division  avec  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  V inconnue,  qu  il  divise  la 
somme  obtenue  en  ajoutant  le  quotient  de  cette  deuxième 
division  avec  le  coefficient  de  la  deuxième  puissance  de 
V inconnue;  et  ainsi  de  suite,  jusquà  ce  qu  on  arrive  à 
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ajouter  un  dernier  quotient  ai^ec  le  coefficient  du  pi^e- 
niier  ternie  de  V équation,  ce  qui  deura  donner  une 
somme  égale  à  zéro. 

On  peut  disposer  de  la  manière  suivante  l'opération 
qu'on  exécute  pour  essayer  un  nombre  a  : 


A'o  I         Al 
I    -Bo 


A;„-l 

B..-2 


A, 
-  B, 


Les  coefficients  de  l'équation  ayant  été  écrits  sur  une 
première  ligne  horizontale,  on  divise  le  dernier  coefficient 
X„i  par  a  etl'on  écrit  au-dessous  de  ce  coefficientle  quotient 
obtenu  — B;„_i  changé  de  signe.  On  divise  ensuite  par  a 
le  coefficient  A;;ï_<  augmenté  du  premier  quotient  ^m~\  6t 
l'on  écrit  au-dessous  de  A„j_<  le  deuxième  quotient  obtenu 
— ^m~2  changé  de  signe.  On  continue  de  la  même  manière 
jusqu'à  ce  que  l'on  ait  écrit  au-dessous  du  coefficient  A< 
le  quotient  changé  de  signe  — Bq  obtenu  en  divisant  par 
a  la  somme  A^  -f-  B< .  Si  l'une  des  divisions  ne  se  fait  pas 
exactement,  ou  si  la  somme  Aq  H-  Bo  n'est  pas  nulle,  le 
nombre  essayé  a  n'est  pas  racine.  Dans  le  cas  contraire, 
le  calcul  qu'on  vient  d'exécuter  fournit  les  coefficients  du 

quotient  — ^ — -  ;  et,  pour  trouver  les  autres  racmes  en- 
tières, il  suffit  d'appliquer  la  même  règle  à  ce  quotient, 
et  ainsi  de  suite. 

Les  nombres  qu'il  faut  ainsi  essayer  sont  les  diviseurs 
du  dernier  terme  de  l'équation  pris  avec  les  signes  -r-  et — ; 
toutefois  on  devra  rejeter  ceux  des  nombres  ainsi  obtenus 
qui  tomberaient  en  dehors  des  limites  des  racines  et  ceux 
qu'on  peut  avoir  reconnus  comme  n'étant  pas  des  racines. 
Par  exemple,  si  a  est  une  racine  entière,  l'identité  (2), 
savoir  : 
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donnera 


/(=ti 


?i~- 


d'ailleurs  les  coefficients  de  9  (x)  étant  entiers,  çp(dz  i) 
est  un  nombre  entier.  Donc  :  le  nombre  entier  a  ne  peut 
être  une  racine  de  V équation f  [x^  =  o  sif[zh  i)  nest 
pas  dii^isible  par  a  zrzi . 

Quant  aux  résultatsy{±  i)  de  la  substitution  de  zh  i 
à  X,  ils  s'obtiennent  par  de  simples  additions  ou  sous- 
tractions entre  les  coefficients  de/{x);  on  peut  donc 
reconnaître  immédiatement  si  l'équation  proposée  admet 
les  racines  -}-  i  et  —  i . 

Exemple.  —  Soit  Féquation 


/(■' 


34 -^^  +  29  .^2  H-  212^  —  3oo 


on  a 


/( 


92,    /( 


^-45o; 


en  conséquence  -j-  i  et  —  i  ne  sont  pas  racines.  On  re- 
connaît immédiatement  que  toutes  les  racines  réelles  sont 
comprises  entre  —  6  et  -+-  6  ;  les  seuls  diviseurs  de  3oo 
qu'il  y  ait  lieu  d'essayer  sont  donc  =h  2,  zr:  3,  zt  4?  ±5; 
mais  il  faut  rejeter  4- 3,  parce  quey( —  i)  n'est  pas  divi- 
sible par  4?  ainsi  que  —  2,  ziz  4  et  —  5,  parce  que  ces 
nombres  diminués  de  i  ne  sont  pas  des  diviseurs  de 
/(-h  i);  on  devra  donc  se  borner  à  l'essai  des  nombres 
4-2,  —  3,  -h  5  et  l'on  disposera  le  calcul  comme  il  suit  : 


A~ 


0 

-  34 

-4-    29 

-I-2I2 

— 3oo  1 

-f-  I 

-H       2 

-  3o 

-  3i 

-i5o  1' 

H-       I 

-h    4 

—  22 

-75  II 

-^    I 

-h     I 

—  25  i! 

Il 

L'essai  du  diviseur  2  ayant  réussi,  on  doit  renouveler  cet 
essai  qui  réussit  encore  ;  la  troisième  ligne  du  tableau  qui 
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précède  renferme  les  coefficients  du  quotient ^-— ^— >'  ^t, 

comme  le  dernier  de  ces  coefficients  n'est  pas  divisible 
par  2,  on  passe  au  diviseur  —  3,  qui  est  racine;  enfin 
l'essai  du  diviseur  5  ne  réussit  pas,  et  il  en  résulte  que 
Féquationproposéen'aque  trois  racines commensurables, 
savoir  deux  racines  égales  à  -f- 2  et  une  racine  égale  à  —  3. 
La  dernière  ligne  du  tableau  donne  les  coefficients  du 

f{.x] 
quotient ~r- ^^a  '  lequel  est  ainsi  x-  -^  x  —  25, 

^  [X  -—  if  [.T  —   Z]  ^ 

et  la  résolution  de  la  proposée  est  ramenée  à  celle  de 
l'équation  du  deuxième  degré  x^-\~  x  —  20  ==:  o. 


Théorie  des  différejices. 

1 51 .  Lorsqu'on  veut  effectuer  la  séparation  des  racines 
réelles  d'une  équation ,  ou  que  l'on  se  propose  de  resserrer 
les  limites  entre  lesquelles  se  trouve  comprise  une  ra- 
cine déjà  séparée,  on  est  conduit  à  calculer  les  résultats 
de  la  substitution  de  divers  nombres  à  l'inconnue,  dans 
certaines  fonctions  entières  de  cette  inconnue.  Dès  que 
le  nombre  de  ces  substitutions  devient  un  peu  considé- 
rable, il  est  indispensable  de  diriger  le  calcul  d'une 
manière  régulière  et  méthodique,  ce  à  quoi  l'on  parvient 
par  le  moyen  de  Valgorithme  des  dljjérejices  que  nous 
allons  exposer  ici. 

Soit 

(1)  Uq,     «i,     «2,     .   .  .,     M„,     ... 

une  suite  limitée  ou  illimitée  de  quantités  assujetties  à 
une  loi  quelconque.  Si  l'on  retranche  chacune  de  ces 
quantités  de  celle  qui  la  suit  immédiatement,  on  for- 
mera une  nouvelle  suite  que  nous  représenterons  par 

(2)  A/^o,    A«i,    Lu^,    ...,    Am,j,    .... 
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Les  quantités  ('-2)  sont  dites  les  différences  premières  ou 
les  différences  du  premier  ordre  des  quantités  (1),  et 
l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'entier  ^i. 

Si  l'on  opère  sur  la  suite  (2),  comme  nous  venons  de  le 
faire  sur  la  suite  (i),  on  formera  une  troisième  suite  que 
nous  représenterons  par 

(3)  A^Mo,    A^wi,    A2m2, A2«„, 

Ces  quantités  (3)  sont  les  différences  premières  des  quan- 
tités (2);  elles  sont  dites  aussi  différences  deuxièjnes  ou 
différences  du  deuxième  ordre  des  quantités  (i),  et  l'on 
a,  quel  que  soit  ^â, 

Si  la  suite  (i)  renferme  un  nombre  illimité  de  termes, 
on  pourra  poursuivre  indéfiniment  la  même  série  d'opé- 
rations et  l'on  formera  de  cette  manière  une  infinité  de 
suites  nouvelles  qui  comprendront  les  différejices  troi- 
sièmes ou  du  troisième  ordre  des  quantités  (i),  celles  du 
quatrième  ordre,  et  ainsi  de  suite  ;  on  aura  généralement, 
quel  que  soit  n, 

Mais,  si  la  suite  (i)  ne  renferme  qu'un  nombre  limité, 
w -f- 1  de  quantités,  il  est  évident  qu'il  n'y  aura  que  m 
différences  premières,  m  —  i  différences  deuxièmes,  et 
généralement  m  —  n-\~i  différences  du  n'^"^^  ordre  ;  ainsi, 
dans  l'ordre  m,  il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  différence. 
On  peut  avoir  à  considérer  des  suites  de  quantités 
illimitées  dans  les  deux  sens,  telles  que 

...Z/_3,     M_2,     «_i,     Wo,     «1,     "2,     «3,     .... 

Nos  définitions  n'exigent,  pour  ce  cas,  aucune  modifica- 
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tion,  et  l'on  aura  toujours 

A«j,  =  w^+i  —  M;,,      A"+i  Mj,  =  A«  u^+i  —  A«  w,, 

pour  toutes  les  valeurs  positives,  nulles  ou  négatives  de 
l'indice  ^. 

d52.  Expression  générale  des  différences  d'un  ordre 
QUELCONQUE.  —  Nous  uous  proposous  dc  donner  ici  l'ex- 
pression générale  de  A"  wo  en  fonctions  des  quantités  (i). 
On  a  d'abord 

(4)  A«o  =  «i  — i^o, 
puis 

A«i  =  «2~  "il 

et,  en  retranchant  l'égalité  (4)  de  cette  dernière,  il 
viendra 

(5)  A'^Uo  =  Uo  2Mi-hMo. 

Gomme  Uq,  m<,  112  peuvent  être  considérés  comme  trois 
termes  consécutifs  quelconques  de  la  suite  proposée,  il 
est  évident  que  l'on  aura  aussi 

et,  en  retranchant  l'égalité  {'0)  de  la  précédente,  on 
obtiendra 

(6)  A^//o==«3  3«2-^-3Mi  Mo- 

On  aperçoit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  pour- 
suivre ces  opérations,  que  l'on  doit  avoir,  quel  que  soit  71, 


A'^  Wo  —  "«  —  -  ««-1  -^ ^-^ 

(7)         ■ 

,     n 

I  "-«iH- 


les  coefficients  numériques  du  second  membre  de  cette 


^ 
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expression  n'étant  autre  chose  que  ceux  de  la  puissance 
^lème  j'un  binôme  pris  alternativement  avec  les  signes  -h 
et — .  La  formule  (7)  étant  vérifiée  dans  le  cas  de  tz  =  i, 
il  suffît,  pour  en  démontrer  l'exactitude,  d'établir  que,  si 
elle  a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  n,  elle  subsiste 
pour  la  même  valeur  augmentée  d'une  unité.  Supposons 
donc  que  la  formule  (7)  ait  lieu  pour  n:=  [x]  en  l'appli- 
quant aux  a  H- i  premiers  termes  de  la  suite  proposée, 
puis  aux^-f-i  termes  qui  suivent  le  premier  Uq,  on  aura 

Ai'uo  =  u^  —  ^  «^_i  +  F-iF-  —  ^)  ^^_^  _..._{_  iji.!^  ^j  _(_( _  lYuo. 

si  l'on  retranche  la  première  de  ces  égalités  de  la  seconde, 
et  que  l'on  ait  égard  à  l'identité 

p(p— l)...(p—  /--m)   _^  p(f^  —  l)...(^-/--f-2' 
1.2.../-  I  .  2  ...(/■  —  1  ^ 


o 


~  1.2.../- 

il  viendra 

a'  Mq ";ji-(-l ^-^  ^jx  n "ix— 1  ...-f-l^  Ij"^        «0) 

ce   qui  est  précisément  le   résultat  fourni  par  la  for- 
mule (7  ),  quand  on  fait  dans  celle-ci  n=:  ^~\-i, 

153.  Expression  du  terme  général  d'une  suite  en 

fonction  du  premier  terme  et  de  ses  différences.  

On  a,  d'abord, 

(9)  «i==«o  +  Amo, 

puis 
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et,  en  ajoutant  cette  égalité  à  l'égalité  (9),  il  vient 

(10)  «2  =  «o  +  2Awo  H- A^Mo; 

on  peut  appliquer  à  la  suite  (2)  des  différences  premières 
la  proposition  exprimée  par  la  formule  précédente,  ce 

qui  donne 

Att.2  =  Amq  +  2  A^  Mo  -!-  A^  Uq  ; 

cette  formule  étant  ajoutée  à  la  formule  (10),  il  vient 

(11)  M3  m  «0  -f-  3  A«o  -1-  3A^Mo  ^~  ^^"O" 

Ces  résultats  nous  permettent  d'écrire  immédiatement 
la  formule  générale  suivante  : 

,  n  ni  72  —  I  ]    „  n         , 

(12)  «,,"«0+-  A«o+— -^A2Mo-f-...H--A"-^MoH-^""o, 

dans  laquelle  les  coefficients  numériques  sont  ceux  du 
développement  de  la  /z^^™^  puissance  d'un  binôme.  Cette 
formule  est  vérifiée  dans  le  cas  de  n=zi,  et,  pour  en 
démontrer  Jâ  généralité,  il  suffira  d'établir  que,  si  elle  a 
lieu  pour  une  valeur  quelconque  (à  de  zz,  elle  subsiste 
pour  7z  =  /u^  H-  I . 

La  formule  (12  )  ayant  lieu  par  hypothèse  pour  n  =  a, 
nous  pouvons  l'appliquer  non-seulement  à  la  suite  (ij, 
mais  aussi  à  la  suite  (2)  que  forment  les  différences  pre- 
mières ;  on  a  donc 

u^  =:Uo    H-  ^  A«o  H-  ^^^^— ^  A2  u.  H-  .  .  .  H-  Ai^;/o, 
I  ï.  2 

Au^  =z  Amo+  -  A^Mo-I-  ^tji::ill  A3tto+  . . .  -h  ^  A!^Mo-r- Ai^+^«o; 

ajoutant  ces  égalités  et  ayant  égard  à  la  formule  (8),  il 
vient 

tt^i  —  uo  -h  ^^^-^  Auo  -1-  '^"'"-/-^  A2?/o  4- .  .  .  -1-  A^+^z^oi 
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ce  qui  est  le  résultat  que  donne  la  formule  (12)  quand 
on  y  fait  tz  ==  f>i  H-  i . 

154.  Différences  des  fonctions  entières.  —  Soit 

une  fonction  entière  de  x.  Donnons  à  x  les  valeurs  suc- 
cessives 

...  .Tq  —  /^,   .ro,  .Tq  -h  h,   x^-{-ih,   .  .  . ,    .ro  -h  /z//,    .  .  . , 

qui  forment  une  progression  arithmétique  dans  laquelle 
la  différence  constante  est  égale  à  /?,  et  désignons  par 

.  .  .  «_.i,  wo.  "1,   «2,   •  •  -,   ««  •  •  • 

les  valeurs  correspondantes  de  11,  Ces  valeurs,  ainsi  que 
leurs  différences  du  premier,  du  deuxième,  etc.,  ordre, 
seront  données  par  les  formules 

[      «-/(.-), 

A«=r/(.rH-A)-/('.r), 

A2Mr:=/(.r-!-2/i)  ~  if  [x  -\-  h]  H-/(.^), 


où  il  suffira  de  substituer  successivement  à  x  les  valeurs 
...  (xo — A),  Xo,  (xo-f-/i),  —  Les  quantités  Ait,  A^?^,  ... 
seront  dites  les  différences  première,  deuxième ,  etc., 
de  la  fonction  u. 

Théorème.  — La  différence  m^^"^^  d' une  fonction  en- 
tière de  X,  du  degré  m,  est  constante. 

Soit 

u  :=f[x]  :=z  Ao  .r-  -h  A,  .r— 1  -I-  .  .  .  -;-A„,_iX  -h  A„, 

une  fonction  entière  du  degré  m\  on  aura 

'         1.2        '     '  1.1. . .m         ^    ' 
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le  second  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  en- 
tière de  X  du  degré  jn  —  i ,  dans  laquelle  le  coefficient  de 
.r"*~*  est  évidemment  77z Aq  7i  :  on  a  donc 


ce  qui  montre  que  la  différence  Au  d'une  fonction  en- 
tière u  du  degré  m  est  une  fonction  entière  du  degré  m  —  i , 
et  que  le  premier  terme  de  Au  s'obtient  en  multipliant 
par  h  la  dérivée  du  premier  terme  de  u.  Cette  proposi- 
tion nous  donne  immédiatement  les  résultats  suivants  : 

A2  w  =  m  (m  —  i)  Ao /i-.r'"-2 -h  .  .  . , 

A^  u  =  m  [m  —  i)  [m  —  i]  Aq  h^ .t'"—^ H-  .  .  . , 

î 

A"'u  =zfn  (m  —  i).  .  .i.iAq/i"'- 

on  voit  que  la  différence  m^^^^  A^u  est  indépendante 
de  X,  et  qu'elle  s'obtient  en  multipliant  par  h"^  la  în^^^^ 
dérivée  de  u,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Il  résulte  de  là  que  les  différences  de  u  des  ordres  su- 
périeurs à  ni  sont  nulles. 

15o.  Substitution  de  nombres  équidistânts  dajvs  une 
FONCTION  entière.  —  La  proposition  que  nous  venons 
d'établir  conduit  à  une  conséquence  très-importante  qui 
remplit  l'objet  principal  que  nous  avions  en  vue,  et  que 
l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Si  Von  doit  substituer^  à  x  une  suite  de  nombres  équi- 
distants 

.  .  .  Xq  —  ih,   .Xq  —  /^,   .Xq,   .Xq  +  h,   x^  A- ih,   ... 

dans  une  fonction  entière  u=^f[x)  du  degré  m,  il  suf- 
fira de  calculer  directement  les  résultats  de  la  substitu- 
tion de  m  termes  consécutifs  de  la  suite,  après  quoi  on 
obtiendra  les  résultats  de  la  substitution  de  tous  les  au- 
tres nombres  par  de  simples  additions. 
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En  effet,  considérons  le  tableau  suivant  dans  lequel  on 
trouve  la  série  des  valeurs  que  prennent  la  fonction  u 
et  toutes  ses  différences  jusqu'à  celle  de  l'ordre  m,  quand 
on  donne  à  x  toute  la  série  des  valeurs  .  .  .  Xq  — h,  Xq, 
Xo-hh,  .... 


X 

u 

Aw 

l^^ii 

A'^'-'  u 

Xq  —  h 

x^-+-  h 
x^-i~  ih 

«2 

A«_, 

A«, 
A.., 

A2«, 



A'"-'  «_, 
A'"-'  u^ 

A'"?« 


A"'M_ 
A'"M„ 


Pour  construire  ce  tableau,  nous  calculons  directement 
les  m  valeurs  de  u  qui  répondent  à  m  valeurs  consécu- 
tives de  Xj  et  nous  les  inscrivons  en  regard  de  ces  va- 
leurs dans  la  colonne  qui  est  intitulée  u.  Nous  formons 
ensuite  les  différences  successives  de  cette  suite  de  m 
termes,  j  usqu'à  l'ordre  m  —  i ,  et  nous  écrivons  les  résul- 
tats dans  les  colonnes  respectives  intitulées  Ai^,  àru,  ..., 
A^~^u;  nous  avons  ainsi  ju  —  i  termes  dans  la  colonne 
Au,  m  —  2  dans  la  colonne  ùy^u,  .  .  . ,  i  terme  seulement 
dans  la. colonne  A^~^  u.  Mais  la  différence  A^u  est  con- 
stante et  sa  valeur  est  connue  d'avance  ;  on  peut  donc 
former  la  dernière  colonne  du  tableau-  et  la  prolonger 
indéfiniment  en  haut  et  en  bas.  Gela  fait,  on  a  tout  ce 
qu'il  faut  pour  prolonger  les  diverses  colonnes  du  tableau 
aussi  loin  que  l'on  voudra,  soit  en  haut,  soit  en  bas.  En 
effet,  chaque  terme  de  l'une  des  colonnes  marquées  u, 
Au,  .  .  .  est  égal  à  celui  qui  est  au-dessus  de  lui,  aug- 
menté du  terme  qui  correspond  à  ce  dernier  dans  la  co- 
lonne suivante,  ou  égal  à  celui  qui  est  au-dessous  de  lui 
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dans  la  même  colonne,  diminué  du  terme  qui  lui  corres- 
pond dans  la  colonne  suivante.  Il  résulte  évidemment  de 
là  que,  si  Ton  a  inscrit  h  termes  dans  l'une  quelconque 
des  colonnes,  il  suffira  de  connaître  un  seul  terme  de  la 
colonne  précédente,  pour  pouvoir  inscrire  dans  celles-ci 
k  nouveaux  termes. 

156.  Détermination  d'une  fonction  entière  du  degré 

m  AU  MOYEN  des  VALEURS  DE  CETTE  FONCTION  QUI  RÉPON- 
DENT A  772  -h  I  VALEURS  ÉQUIDISTANTES  DE  LA   VARIABLE.  

Soit  u  =y(x)  une  fonction  entière  du  degré  /7z,  et  dési- 
gnons par 

Mo,     "i,     «2,     •  •  •.     «m 

les  valeurs  que  prend  cette  fonction  quand  on  donne  à  x 
les  in-\-  i  valeurs 

^a,   -^0  -^  f^   •  •  • ,   -^0  -i~  f^h. 
On  a,  pour  toutes  les  valeurs  i,  2,  .  .  . ,  772  de  tz, 


n  n\n  —  i 

Un  =  «0  +  -  ^"0  H ^ ^  «0 

I  1.2 


^'a'«.-:- 


1.2. . .k 

tous  les  termes  du  second  membre  de  cette  formule,  à 
partir  du  deuxième,  s'obtiennent  en  donnant  à  k  les  va- 
leurs I,  2,  3,  .  .  . ,  n  dans  l'expression 

71  ( n  —  i) .  .  .(n  —  /•  -4-  I ) 


/• 


A^^-«o; 


mais,  comme  cette  expression  se  réduit  évidemment  à 
zéro,  pour  les  valeurs  7i-i-  i,  n  ~\-  2,  .  .  . ,  m  de  k,  on 
peut  écrire 

n  n{n—\)  n(;7 -~  1].. .(  n  —  m-\-j) 

I  1.2  1.2.  .  .7W 
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Si  l'on  remplace,  dans  le  second  membre  de  cette  formule, 
n  par  '  "  ?  on  formera  la  fonction  suivante  : 


X — .ro\   AMo  (^  —  ■'^(A    /-^  —  -^0 


h      ]     \  \       h      )   \      h 


/     1.2 


/I.2.  .  .; 


m  +  I    5 

m 

qui  se  réduit  évidemment  à  u^  pour  j;:  =1  Xo  -h  «A,  et, 
en  la  retranchant  dey(x),  on  obtiendra  une  fonction 
entière  du  degré  m  qui  sera  nulle  pour  les  m  -h  i  va- 
leurs Xq^  Xq  -t-li,  .  .  . ,  Xq  ~\-  mil  de  X  :  or  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  la  fonction  dont  il  s'agit  est  identique- 
ment nulle  :  on  a  donc 


|/(x;=:«o+'^ 


,r— .t^oAmo    ,    {.T.—.T.^)[x—Xç^—h]^^Uç, 


h  1.2  ^2 

r.—x^  [x—.T.ç,~h]...[.T. — Xç,—m—\h)  A"^  «0 
1.2.3.  .  .m  h^ 


Cette  formule  subsiste  quel  que  soit  h  ;  si  l'on  fait  tendre  // 
vers  zéro  et  que  l'on  représente  par  u^^  la  limite  de  -j-^ 
pour  h  =  o,  on  aura 

(.)  /(.r)=«,+  — -^  u'l'+  ^^  <!-:-  . 


.2  1.2... .m 


0     ' 


d'où  il  résulte  que  z/Jf*  est  la  valeur  de  la  A^^"^«  dérivée  de 
y  [x)  pour  X  =.  Xq,  en  sorte  que  l'on  a 

A   f [ x] 
f^  ( .r )  =  lim  — '   ),      j      pour  /i  =  o. 

137.  Limites  des  racines  réelles  d'une  équation.  — 
Lorsqu'on  substitue  des  nombres  équidistants  dans  le 
premier  membre  d'une  équationy(x)  =:  o,  en  suivant  la 
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marche  indiquée  au  n°  155,  les  résultats  obtenus  suffisent 
pour  faire  connaître  deux  limites  entre  lesquelles  sont 
comprises  toutes  les  racines  réelles. 
En  effet,  soient 

.Tq,   XQ-h/i,   .  .  .  ,  .Tq-{-  [m  —  i)k 

m-\-i  termes  consécutifs  quelconques  de  la  série  des 
valeurs  substituées,  et  supposons  h  positive.  Si  les  quan- 
tités Uq,  J^Uo,  .  .  . ,  A"^Uo  qui  répondent  à  Xq  sont  toutes 
positives,  la  formule  (i)  montre  que  l'on  ay(x)^o 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  égales  ou  supérieures  à 
Xo-\-{m — i)h;  cette  quantité  est  donc  une  limite  supé- 
rieure des  racines.  Pareillement,  siles  quantités  Uq,  Auq, 
A^Uo,  .  .  . ,  A"^Uo  sont  alternativement  positives  et  néga- 
tives, on  aura  constammenty(^)  ^  o,  ou  constamment 
fioc)  <^  o,  pour  les  valeurs  de  x  égales  ou  inférieures 
à  Xq  ;  donc,  dans  ce  cas,  Xq  est  une  limite  inférieure  des 
racines. 

158.  Substitution  de  nombres  intermédiaires.  — 
Quand  on  a  calculé  les  résultats  de  la  substitution  des 
termes  de  la  progression  par  différence 

dans  une  fonction  entière  de  Xy  si  l'on  veut  avoir  les  ré- 
sultats de  la  substitution  des  termes  d'une  nouvelle  pro- 
gression, telle  que 


,.r, 


—  h' ,   .Tq,   Xq  h-  h' ,   .^o  H-  2. h' 


on  peut  y  parvenir  en  profitant  des  calculs  déjà  exécutés. 

j.        h                                        nh 
Supposons,  par  exemple,  //  =  — etposons x^jtoH -> 

la  formule  (i)  du  n^  156  donnera 
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en  faisant,  pour  abréger, 

TVT(A-)  —  ^  1^  —  lo)  [n  —  P.o).  .  .[n  —  lo  (/•—  il] 
I  .  2  . 3 .  .  .  /  .  I  o^ 

Nous  emploierons  la  caractéristique  ^  pour  représen- 
ter les  différences  d'une  fonction  quelconque  de  la  va- 
riable n,  relatives  à  un  accroissement  de  n  égal  à  i .  Alors 
N^^^  étant  une  fonction  entière  de  zz  du  degré  h,  sa  diffé- 
rence A^^™^  sera  constante;  on  aura  ainsi 


NC")  A'"m 


Si  l'on  fait  tz  ==;  o  et  que  l'on  désigne  par  ^^NJ^'  ce 
que  devient  alors  J^N^'*^,  la  formule  précédente  donnera 

^^^•«0  —  ^'"^f  A^^'Mo  -i-  d"^NÏ+i>  A^-+i  ^^^  H-  ...  -1-  ^'^Nï«'  A'««o- 

Au  moyen  de  cette  dernière  formule  on  peut  calculer 
^«oj  à'^iiQ^  .  •  ?  à^iiQ,  et  avec  ces  valeurs  on  construira  le 
tableau  relatif  aux  substitutions  nouvelles.  On  obtient 
ainsi  les  résultats  suivants  : 

^«0     ~'-0,  I  A«o,  —  0,o45A2wo-r-0)0285A3z/o-  -  0,02o6625  A*  «q 

-1-  o,oi6i  i675a^«o  —  .  .  . , 

B^Uqs-o.oiùî^uq  —  o,oo'9A^«o 

H-  G, 00772.5 a'^mq  —  o,oo66975a^wo  ~r-  .  .  ., 

O^Uq  r :-:  0,OOlA^;/o  —  0,OOi35A*Mo  -'-  0,00x4625  A^  «0  —  .... 
(î^«0  :r_-  0,0001  A^«o  —  0,00018  A^Wq  -;-  .  .  .  , 
o^z/o     ■  -  0,OOOOlA^«o  —  .  .  .  , 

qui  suffisent  jusqu'au  cinquième  degré  inclusivement. 

S.  —  Aîg,  Slip.,  I.  22 
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Application  à  un  exemple. 
159.   Considérons  l'équation  du  troisième  degré 

x}  —  ^  ^  -f-  y  z=r  O  (  ^  )  ; 

es  théories  exposées  dans  le  Chapitre  précédent  indiquent 
que  cette  équation  a  trois  racines  réelles,  l'une  négative 
supérieure  à  —  4?  et  les  deux  autres  positives  comprises 
entre  i  et  2  ;  on  arrive  facilement  aux  mêmes  résultats 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  par  le  moyen  des  substitutions. 
Substituons  d'abord  des  nombres  entiers;  les  trois  nom- 
bres 

—  I,  o,  4-1 

donnent  les  résultats 

+  i3,   -4-7,   H-i, 

d'où  l'on  tire  les  différences  premières 

-6,  -6, 

et  la  différence  deuxième 

o; 

la  différence  troisième  étant  constante  et  égale  à  6,  nous 
formerons  avec  les  résultats  qui  précèdent  le  tableau 
suivant  : 


(*)  Cette  équation  est  l'une  de  celles  que  Lagrange  a  choisies  pour 
exemples  dans  la  Résolution  des  équations  numériques  ;  elle  se  déduit 
de  l'équation  z*-t-2'— 2z  —  i  =  o  que  nous  avons  considérée  au  n»  101, 

au  moyen  de  la  transformation  z=^ t- 
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X 

u 

^u 

^^u 

b.^a 

-  4 

-^9 

+30 

-18 

+  6 

—  3 

-h  I 

-i-I2 

—  12 

+  6 

—  2 

-+-i3 

0 

—  6 

-\-  6 

—  I 

+  i3 

-  6 

0 

-f-  6 

0 

-^  7 

-  6 

+  6 

+  6 

■4-    I 

-+-  I 

0 

+  12 

-h  6 

-+-    2 

H-    I 

-+-12 

-i-18 

-f-  6 

-+-  3 

•      H-l3 







.... 

.... 

.... 

.... 

.... 

Les  valeurs  de  w,  Aii,  .  .  . ,  qui  répondent  à  x  =  i ,  sont 
positives  ;  donc  i  -+-  2  ou  3  est  une  limite  supérieure  des 
racines  ;  pareillement  les  valeurs  de  u^  /^u,  .  .  . ,  qui  ré- 
pondent kx  =  —  4?  sont  alternativement  positives  et  né- 
gatives; donc  —  4  est  une  limite  inférieure  des  racines. 
L'inspection  du  tableau  montre  que  la  racine  négative 
est  comprise  entre  — 4  et  — 3,  mais  elle  ne  fait  rien 
connaître  à  l'égard  des  deux  autres  racines  ;  remarquons 
cependant  que  si  nous  n'avions  aucun  renseignement 
sur  la  nature  de  ces  racines,  les  résultats  précédents  nous 
porteraient  à  penser  qu'elles  doivent  être  comprises,  si 
elles  sont  réelles,  entre  i  et  2,  et  nous  serions  ainsi  con- 
duits à  opérer  de  nouvelles  substitutions  dans  l'intervalle 
de  ces  deux  limites,  comme  la  méthode  de  Sturm  ou 
celle  de  Fourier  en  démontre  la  nécessité. 

Nous  substituerons  donc  en  deuxième  lieu  des  nom- 
bres croissants  par  dixième  entre  i  et  2.  Les  formules 
du  n°  158  donnent 

§Uq   =0,  iAmo — 0,045^2  «0 -'- 0,0285  A^Wo, 

^^«0  z=z  0,OiA2wo  —  O,OO9A^M07 
Puq  -=.  0,00 lA^  Mo* 

22. 
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Si  donc  on  prend  0^0=  i,  on  aura,  d'après  le  tableau 
qui  précède, 

d'pù 

Suq  =  —  0,369,      ^^«0^^  +  0,066,      d^Uo  =  -^,~  0,006. 

Nous  remettons  la  caractéristique  A  au  lieu  de  d,  et  nous 
construisons  le  tableau  qui  suit,  en  partant  des  données 

.m:zl,0,        M  rr::  -f-  1,000,        Aw  n:::  —   0,869, 

A^M  = -f- 0,066,    A^wn=;- 0,006. 


X 

u 

^u 

à- a 

1,0 

-h 

I  ,000 



o,3G9 

-h  0,066 

H-    0,006 

I;I 

-t- 

o,63i 

— 

o,3o3 

-4-    0,072 

H-    0,006 

1,2 

-h 

0,328 

— 

0,23l 

+    0,078 

-h    0,006 

1,3 

+ 

0,097 

— 

o,i53 

-h    0,084 

+    0,006 

1,4 

— 

o,o56 

— 

0,069 

-f-    0,090 

-h   0,006 

1,5 

— 

0,I25 

-+- 

0 ,  02 1 

-+-    0,096 

-h    0,006 

1,6 

— 

0,104 

-^- 

0,117 

-f-    0,102 

-+-    0,006 

1,7 

-!- 

o,oi3 

-+- 

0,219 

-h    0,108 

-h    0,006 

1,8 

H- 

0,232 

+ 

0,327 

^-  o,ii4 

1,9 

-h 

0,559 

-+- 

0,441 

2  0 

-i- 

1 ,000 



On  voit  que  l'équation  proposée  a  deux  racines  posi- 
tives, l'une  entre  i,3  et  i,4,  l'autre  entre  i,6  et  1,7. 

Si  l'on  veut  resserrer  les  limites  de  chaque  racine,  il 
faudra  substituer  des  nombres  croissant  par  centième. 
En  prenant  Xo==^  i,3  on  a,  d'après  le  tableau  précédent, 

H-  O,  097,      AMo  :—  —  O,  l53,       A^Mo  --  -+■  O,  084,       A^Wo  ^=  -~  O,  Oo6, 

et  l'on  en  conclut 


ÔUr 


0,018909,     (î^  i/o  = -r- 0,000786,    S^^U():=z-i-OfOOOCo6 
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prenant,  en  second  lieu,  Xq  —  i,6,  on  a 

—  0,1  o4,       AWo    =4-  o,  117,       A-«o  ~-  ^-  <^>  102>       à^UQZ=:-\~  0,006, 

ce  qui  donne 

^Wo=r-l-o,oo7?.8i,   (^^«0  =  -!- 0,000966,  ^^r«o= -^-05 300006. 

Au  moyen  de  ces  résultats,  on  peut  construire  les  deux 
nouveaux  tableaux  qui  suivent,  dans  lesquels  on  a  rétabli 
la  caractéristique  A  au  lieu  de  c^. 


X 

u 

Au 

^'il 

^'a 

i,3o 
i,3i 

1,32 

1,33 
1,34 
1,35 

-+-0,097000 
-4-0,078091 

-HO, 059968 
-HO, 042637 
-+-0,026104 
-HO, 010375 
—0,004544 

— 0,018909 
—0,018123 
—0,017331 

— o,oi6533 
-0,0x5729 
—0,014919 

-HO, 000786 
-HO, 000792 
-HO, 000798 
-HO, 000804 
-+-0,000810 

-1-0,000006 
H- 0,000006 
-H  0,000006 
-+-0,000006 

I  36 

X 

u 

^ll 

l'a 

^'u 

1,60 

—0,104000 

-HO, 007281 

-HO, 000966 

H- 0,000006 

1,61 

—0,096719 

-+-0,008247 

-HO, 000972 

-HO, 000006 

1,62 

—0,088472 

-4-0,009219 

-^o, 000978 

-HO, 000006 

1,63 

— 0,079253 

-HO, 0X0197 

-HO , 000984 

-HO, 000006 

1,64 

—0,069056 

-+-0,0x1181 

-HO,  000990 

-HO, 000006 

1,65 

—0,057875 

-HO,OI2I7X 

-H 0,000996 

-HO,  000006 

1,66 

—0,045704 

-Ho,oi3i67 

-HO, 001002 

H-O, 000006 

1,67 

— o,o32537 

-+-0,0x4169 

-HO, 001008 

-HO, 000006 

1,68 

—0, 0x8368 
— 0,003191 
-Ho,oi3ooo 

^^0, 0x5x77 
H-0,016191 

-HO, 0010X4 

1,69 
1,70 
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On  voit  que  la  première  racine  est  comprise  entre  i  ,35 
et  1,36,  la  seconde  entre  1,69  et  1,70;  il  est  évident 
qu'en  poursuivant  la  même  marche  on  pourrait  calculer 
chacune  de  ces  racines  avec  une  approximation  aussi 
grande  que  l'on  voudrait. 

Méthode  d^ approximation  de  Newton. 

160.  Lorsqu'une  racine  d'une  équation  est  séparée,  on 
peut  resserrer  indéfiniment,  comme  on  vient  de  le  voir, 
les  limites  qui  la  comprennent,  ce  qui  permet  d'obtenir 
la  racine  avec  l'approximation  dont  on  a  besoin.  Mais  le 
calcul  devient  de  plus  en  plus  laborieux;  aussi  n'emploie- 
t-on  habituellement  la  voie  des  substitutions  que  pour 
déterminer  les  deux  ou  trois  premiers  chiffres,  après  quoi 
l'on  a  recours,  pour  achever  le  calcul,  à  des  méthodes  plus 
expéditives.  Parmi  ces  méthodes,  on  doit  remarquer  sur- 
tout celle  qui  est  due  à  Newton  et  que  nous  allons  exposer. 

Soit  l'équation  du  degré  m 

/(.r)  =  o, 

et  supposons  que  l'on  connaisse  une  première  valeur 
approchées  de  l'une  des  racines  ;  si  l'on  désigne  par  a-{-u 
la  valeur  exacte  de  cette  racine,  on  aura 


/(«-f-  w)  =  0 


ou 


f[a]  +  ~f'[a)  -h /"[ay^  .  .  .  + /'"(«)  =  o, 


d'où  l'on  tire 


f'[a]       f  [a]    1.2        *  *"'         f'[a)      1.2...  m 
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Si  l'on  néglige  les  puissances  de  u  qui  figurent  dans  le 
second  membre  de  cette  formule,  on  aura,  avec  une  ap- 
proximation d'autant  plus  grande  que  u  sera  plus  petit. 


et  si  l'on  fait 


b  zzz  a 


fi") 


f" 


h  sera  une  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine.  On 
peut  appliquer  le  même  procédé  en  partant  de  cette  va- 
leur^, et  l'on  en  conclura  une  troisième  valeur  approchée 


/{^' 


et  ainsi  de  suite. 

Telle  est  la  méthode  de  Newton;  elle  permet,  en  gé- 
néral, d'obtenir  promptement  une  très-grande  approxi- 
mation, et  il  est  aisé  d'apprécier,  dans  chaque  cas,  le 
degré  de  rapidité  avec  lequel  cette  approximation  aug- 
mente, en  estimant  la  grandeur  des  termes  négligés  dans 
le  passage  des  équations  rigoureuses,  telles  que  (i),  aux 
égalités  approchées  dont  on  fait  usage. 

i61 .  Exemple.  —  Soit  l'équation  x"^  —  'jx  4-^  =  0 
déjà  considérée  au  n°  159.  Nous  avons  vu  que  l'une  des 
racines  est  comprise  entre  i,3o  et  i,36;  appliquons  la- 
méthode  de  Newton  au  calcul  de  cette  racine ,  en  partant  de 
la  valeur  approchée  a  =  i,35;  l'équation  (i)  devient  ici 

/'{«)        2/'(aj 
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et  l'on  a 

1 

comme  u  est  <^  0,01,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  la 
précédente  expression  de  u^  la  somme  des  termes  en  a-  et 
en  u^  est  positive  et  inférieure  à  o,ooo3  ;  si  donc  on  pose 

0,010875  ^ 

«= -..    :    =o,oob7,    ..., 

1,5325  '        ^ 

l'erreur  commise  sera  moindre  que  cette  limite.  Nous 
prendrons  pour  deuxième  valeur  approchée 


/!«)  = 

-;  0,010375, 

/'(«)- 

-1,5325, 

-J-A^- 

:-.;-4,o5, 

g/"W=^ 

H-i; 

et  l'on  aura 


^'r^  1,3568; 

f[h]  =  o,oooi4i586432, 
f\b)  =3  —  1,47728128, 

^r;ô)c=.-j- 4,0704, 

]_   f">!  fj\   _|_  T- 

on  voit,  à  la  simple  inspection  de  ces  formules,  quey'(x) 
devient  négative  pour  x  ~-  h  H- 0,0001,  d'où  il  résulte 
que  la  racine  dont  nous  nous  occupons  est  comprise  entre 
1,3568  et  1,3569.  Si  l'on  désigne  cette  racine  par  b-\-u, 
on  aura 


f{b]         f"(b]   ^,       f"",b) 


,3. 


f[b)  lf[h)  hf"[h)  ' 

la  somme  des  deux  derniers  termes  du  second  membre  est 
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positive  et  inférieure  à  o,ooooooo3  ;  donc  la  formule 

f(h]       G, COQ i4  1 586432  ^o, 

uz=z—  —^  = T—^s — o —  =  o,ooooqi)84  •  •  • 

f[b)  1,47728128  ^ 

donnera  la  valeur  de  u  à  trois  unités  près  du  huitième 
ordre  décimal,  en  sorte  que  la  racine  demandée  a  pour 
valeur 

1,3568958 

avec  sept  décimales  exactes. 

Complément  de  la  méthode  de  Newton. 

162.  La  méthode  de  Newton  ne  laisse  rien  à  désirer 
sous  le  rapport  de  la  simplicité,  mais  elle  exige  que  l'on 
discute  dans  chaque  cas  le  degré  d'exactitude  des  résul- 
tats qu'elle  fournit,  et  ainsi  elle  ne  remplit  pas  la  condi- 
tion qu'on  doitimposer  à  toute  méthode  d'approximation, 
savoir,  de  donner  simultanément  une  limite  inférieure 
et  une  limite  supérieure  de  la  quantité  qu'on  veut  éva- 
luer. Mais  il  est  facile,  comme  on  va  le  voir,  de  combler 
cette  lacune  sans  altérer  l'essence  de  la  méthode. 

Soient  a  et  o  >  a  deux  nombres  qui  comprennent  une 
seule  racine  Xq  de  l'équation 


/(^•)  ^.  o. 


Gomme  nous  supposons  que  cette  équation  n'a  pas  de 
racines  égales,  on  peut  admettre  que  les  équations 
f  [x)  =0,  f" {oc)  ==  o  n'ont  aucune  racine  comprise 
entre  a  et  ê;  s'il  en  était  autrement,  il  faudrait  resserrer 
les  limites  qui  comprennent  la  racine  Xq-  Lorsqu'on  ap- 
plique la  méthode  de  Fourier  à  la  détermination  de  ces 
limites,  on  est  assuré  que  notre  condition  se  trouve  rem- 
plie, quand  la  suite  des  indices  que  l'on  forme,  confor- 
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mément  à  cette  méthode,  commence  par  les  nom- 
bres   1,0,   G. 

D'après  notre  hypothèse,  f{x)  change  une  fois  de 
signe  quand  x  croît  de  a  à  d,  mais  f'{x)  et  f"{x)  con- 
servent le  même  signe.  Considérons  la  fonction 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  aun°  143  et  qui  est 
croissante  ou  décroissante  suivant  que  f{x)  el  f'i^x) 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 

Siy(x)  elf"[x)  sont  de  même  signe  pour  x==^a, 
la  fonction  (^[x)  sera  croissante  de  x  =  «  à  x  -^^  Xq  et 
elle  sera  décroissante  àex=^XQkx^:^^\  le  maximum 
de  oix)  est  donc  (^(xq)  ouxq,  et  l'on  a 


ou 


et     a:o>ç(6), 


/(^-)  ,,  .^..  m 


Si,  au  contraire,  f{x)  etf"[x)  sont  de  signes  contraires 
pour  x  =  a,  la  fonction  (^{x)  décroîtra  de  ^  =  a  à 
X  =iXo  et  elle  croîtra  de  jt:  =  Xo  à  x  =  S,  en  sorte  que 
cp(xo)  ou  Xq  sera  alors  un  minimum;  on  aura  donc 


-"--       /'(a)  "^  /'(6) 

Il  résulte  de  là  qu'en  appliquant  la  méthode  de  Newton 
à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  limites  a  et  (d,  on  obtient 
dans  tous  les  cas  des  résultats  qui  sont  tous  deux  en  deçà 
ou  au  delà  de  la  racine  et  qui,  en  conséquence,  ne  peu- 
vent fournir  qu'une  limite  unique. 

Pour  avoir  une  seconde  limite,  je  considérerai  la  fonc- 
tion 
(3)  ^[x]^r^[x]~M[x-x,)\ 
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oùM  désigne  une  constante  de  même  signe  que  le  rapport 

■—7 — f  et  dont  la  valeur  absolue  soit  au  moins  éerale  à  la 

/  (•^) 

moitié  de  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  que  prend 
le  même  rapport,  quand  x  croît  de  a  à  S  ;  d'après  cela  on 
pourra  écrire 

(4)  ^^  =  ^^««' 

0  étant  une  fonction  de  x  dont  la  valeur  reste  comprise 
entre  o  et  i ,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  ê  ; 
je  poserai  en  outre 

(5)  -p^^^Al.-..). 

Nous  avons  vu  (n°  143)  que  l'on  a 

h  f^[x]       '^'' 

£  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  h  ;  il  en  résulte  que 
si  l'on  fait,  pour  abréger  l'écriture, 


y(x):^^^;;-',  \--'-aM(. 


la  formule  (3)  donnera 

^[x  -h  h]  —  ^[x\ 


—  4>'(.r)-h>3, 


n  désignant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  h. 

En  vertu  des  formules  (4)  et  (5),  la  valeur  de  'J^'(x) 
peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(6)  ^'(.r)=:3-2M(l-A0)  (.r-.ro); 

et  il  est  évident  que  la  fonction  ^(xj  est  croissante  ou 
décroissante  entre  les  limites  x=^aL^  ^  =  ê,  suivant  que 
^\x)  est  positive  ou  négative. 
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Gela  posé,  siy(x)  et  f'\x)  sont  de  même  signe  pour 
X  =  a,  on  a^  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  (^[x)<^Xq  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  Xq  ;  cette  inégalité 
équivaut  à  A  <^  i  ;  d'ailleurs,  dans  le  cas  que  nous  exa- 
minons, M  estnégatif,  Cdir  f[x)  et  f\x)  sont  des  signes 
contraires  pour :ï:  =  a;  donc  l'expression  (6)  àe^'[x)  est 
négative,  et  ^  [x]  décroît  quand  x  croît  de  a  à  Xq\  on  a, 
par  suite,  c{/(xo)<C^  (''')  <^^^ 

•^0  <  ^  (  «  )  • 

M  étant  <^  o,  si  l'on  remplace  Xq  par  ê  dans  le  second 
membre  de  cette  inégalité,  on  aura  à  plus  forte  raison 

•^o<a—   ~— ■-  -M(6  — a)2. 

Siy(x)  et  f'i^x)  sont  de  signes  contraires  pour  x  z=z  &., 
ces  fonctions  seront  de  même  signe  pour  x=^Q]  dans  ce 
cas,  on  a,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  et  ê, 
(^[x)^Xq,  ce  qui  équivaut  à  A<^i.  Mais  ici  M  est  po- 
sitif; par  conséquent  ^' [x]  est  négative  et  ^{x)  est  une 
fonction  décroissante.  On  a  a  donc  t|;(^o)  ^^(S)  o^ 

en  remplaçant  Xq  par  a  dans    ^(ê),    on    aura,    à   plus 
*  forte  raison. 


—  M 


-Y- 


f      [ 

Ce  qui  précède  conduit  à  la  règle  suivante  ; 

Soient  oc  et  ê^a  deux  nombres  qui  compj^emient  une 
seule  racine  Xq  de  V équation  f(x)  =:  o  et  qui  ne  com- 
prennent aucune  racine  des  équations  f^ yx)  =  o ^ 
f"{x)  =  o  ;  2 M  uii  nombre  qui  ait  le  signe  du  rapport 

fia:) 

> , ,   :  et  dont  le  module  soit  égal  ou  supérieur  au  plus 
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grand  des  modules  queprendle  même  rapport  quand  x 
'varie  entre  aet^.  Si  V on  désigne  par  a  celte  des  deux 
limites  a,  S  pour  laquelle  les  fonctions  f{x),  f"[x) 
sont  de  même  signe,  et  par  h  celle  pour  laquelle  les 
mêmes  fonctions  sont  de  signes  contraires,  on  aura  ces 
nouvelles  limites  de  la  racine  Xo, 

dont  la  première  est  précisément  celle  dé  Newton.  Si  la 
fonction  f"[oc)  varie  dans  le  même  sens,  entre  les  li- 
mites a  et  h,  auquel  cas  f'''[x)  conserve  le  même  signe, 
on  pourra  former  le  nombre  M  en  divisant  celle  des 


deux  quantités  -  f" [a) y  -f"\l>)  qui  a  la  plus  grande 

valeur  absolue,  par  celle  des  deux  f  {a),  f\b)  qui  a 
la  plus  petite  valeur  absolue. 

Le  nombre  M  étant  calculé  comme  nous  venons  de  l'in- 
diquer, il  est  nécessaire,  pour  notre  objet,  que  la  valeur 
absolue  du  produitM(a  —  b)  soit  inférieure  à  l'unité;  si 
le  contraire  avait  lieu,  il  serait  indispensable  de  resserrer 
les  limites  de  la  racine,  avant  d'appliquer  la  méthode. 
Supposons   que  la  valeur  absolue  de  M  soit  comprise 

entre  — 7—:  et  — 7  ?  k  étant  un  entier  positif,  nul  ou  né2:a- 

tif,  et  que  — ^  soit  la  différence  des  limites  primitives  a 

et  ê  ou  a  et  b.  Au  moyen  de  ces  limites  a  et  Z>  on  calcu- 
lera, comme  on  vient  de  le  dire,  les  nouvelles  limites  «^, 
b^,  puis  de  celles-ci  on  en  conclura  deux  autres  «o?  ^2? 
et  ainsi  de  suite  ;  si  l'on  pose  généralemei^it 


«ix—  h^- 


en  sorte  que  e^  représente  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
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rence  des  limites  a^^  b^,  on  aura 

formules  qui  mettent  en  évidence  la  loi  des  approxima- 
tions successives. 

163.  Exemple. — Considérons  l'équation 

x'^  —  IX  —  5=0, 

qui  aune  racine  positive  unique,  et  proposons-nous  d'é- 
valuer cette  racine.  On  a  ici 

f{^x)-=:,x^  —  IX  —  5, 
f'{x)  =:3.r2—  2, 

i/"(x):=3^; 

on  aperçoit  de  suite  quey(:r)  est  négative  pour  ^=2 
et  qu'elle  est  positive  pour  x  =  2,1;  d'ailleurs  f"[oc)  est 
positive.  Nous  ferons,  conformément  à  notre  règle, 

a  =  2,1,     b  =  2.; 

f"{x\  3.r 

la  fonction  — }' ' \  =  ^—-^ —  est  constamment  décrois- 
ez (.r)        ôx^ —  2 

santé  et  elle  est  égale  à  0,6  pour  x  =  2  ;  on  peut  donc 

poser  M  =  0,6.  Les  nouvelles  limites  ont  pour  valeurs 

G , 06 I        ,  ^ 

«1  "  2, 1  —  7z  ->      bi  —  ai  —  o,  oob, 

1 1 ,20 

et  l'on  peut  prendre 

âfi=  2,095. 

On  a  ensuite 

^      o,oo5oon3n5        , 

«2=2,  OQD—^ r- —F-^        6>2=a2— 0,000022, 

^  11,107070 
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et  l'on  peut  faire,  en  arrêtant  le  calcul  à  la  cinquième 
décimale, 

«2=  2,09456. 

Appliquons  une  dernière  fois  la  méthode  de  Newton; 
on  aura 

,^^       o,oooii5o68fiqo8i6 
..=  .,09456-   ,.^,e.5^^^a^8  ' 

b^^rza^  —  O,  00000  OOOo3  ; 

en  faisant  la  division  indiquée,  on  pourra  compter  sur 
les  neuf  premières  décimales,  et  l'on  aura  pour  la  racine 
demandée 

,7:0=1:2,094551481 

aune  unité  près  du  neuvième  ordre  décimal,  par  défaut. 

Méthode  d* approximation  de  Lagrange. 

164.  La  méthode  de  Lagrange  a  pour  objet  le  déve- 
loppement des  racines  en  fraction  continue. 
Soit  l'équation 

(i)  /(.r)=Ao^'"+Ai.x"^-i-4-A2.r'"-2-u...H-A„,_i.r+A,„==0, 

et  supposons  qu'on  ait  constaté  l'existence  d'une  ou  de 
plusieurs  racines  positives  comprises  entre  les  entiers 
consécutifs  a  et  «  H-  i  ;  le  cas  des  racines  négatives  se  ra- 
mènera à  celui  des  racines  positives,  en  changeant  x 
en  — X  dans  l'équation  proposée.  On  fera,  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  dit  au  n°  1 , 


I 

—  •) 
^1 


et  l'on  obtiendra  la  transformée  en  x^ 
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cette  transformée  aura  autant  de  racines  positives  supé- 
rieures à  I  que  la  proposée  a  de  racines  entre  a  eta  -{-  i  ; 
considérons  l'une  d'elles  et  supposons  qu'elle  soit  com- 
prise entre  les  entiers  consécutifs  a^  cla^-\-l,  on  posera 


T 


et  l'on  aura  la  nouvelle  transformée 

,,o  V         p,      X  .(2)     m     ,     A  (2)      m—\     ,  ,     A  l^)      ^      ,     a  (2) ^ 

laquelle  aura  autant  de  racines  positives  supérieures  à  i 

que  la  proposée  a  de  racines  comprises  entre  a-, et 

(i  _j On  peut  poursuivre  indéfiniment  ces  opéra- 
tions et  chacune  des  racines  delà  proposée  qui  sont  com- 
prises entre  a  et  a-\-  i  se  trouvera  exprimée  par  une 
fraction  continue 


P     P 
dont  les  réduites  —  5  ^^  •  •  •    fourniront  des  valeurs  de 
Qi  Q2 

plus  en  plus  appprochées. 

Quant  aux  transformées  successives  (2),  (3),  etc.,  cha- 
cune d'elles  se  déduit  de  la  précédente  par  une  règle  uni- 
forme ;  on  a  effectivement 

T  T  f"^{a  \ 

•^ix+i  ■^j;,^!    I  .2.  .  .  m 
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et  la  transformée  en  x^^^t  sera 


m—l 


Ki^h)  .       ,    fr{<} 


y.'"      f  la    ]  A-  a-  •'''■'     "^    -i ■-        ■      ^    '  '      —  o  • 

^^+lAi«^j-^^,,^l     ^  .  ■      j^  ^  —  ^' 

ainsi  l'on  aura 

Remarquons  enfin  qu'on  peut  toujours  faire  en  sorte,  si 
on  le  juge  à  propos,  que  l'équation  proposée  n'ait  qu'une 
seule  racine  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs  ;  car 
il  suffira,  pour  atteindre  ce  but,  de  multiplier  toutes  les 
racines  de  cette  équation  par  un  nombre  convenablement 
choisi;  alors  chacune  des  transformées  (2),  (3),  ... 
n'aura  qu'une  seule  racine  positive  et  supérieure  à  i . 

165.  La  méthode  précédente  serait  d'une  longueur 
rebutante  dans  la  plupart  des  cas,  si,  en  la  proposant, 
Lagrange  n'avait  indiqué  un  procédé  très-simple  qui  per- 
met de  déterminer  sans  tâtonnement  la  suite  des  quo- 
tients a,  ^^,  ^2,  ...,  lorsque  quelques-uns  des  premiers 
termes  sont  connus.  Voici  en  quoi  consiste  ce  procédé. 

.    .    P 

Soit  -~  la  (/z  H-  i)'«n^*5  réduite  de  la  fraction  continue 

formée  avec  les  quotients  a,  a^  ...  (n°  2);  la  racine  a; 
dont  cette  fraction  est  le  développement  aura  pour  valeur 

I  T ' 

\     1         ■  f\      ^  f\  5 


on  tire  de  là 


[       ou,  à  cause  de 


Q«.^ 


P/iQ/i— 1         Q/i  ^n~\ 


s.  —  Jlg.   SUp.,    I.  23 


354  COURS  d'algèbre  supérieure. 

Si  l'on  remplace  x  par  chacune  des  racines  x^  x\ 
x" ,  ...  de  la  proposée,  il  est  évident  que  la  formule  pré- 
cédente donnerales  racines  correspondantes  X/^^x'^j,^';^,  ... 
transformée  en  x„  ;  on  aura  donc  aussi 

,  _^  Q^  _  (-0" 


et,  en  ajoutant  ces  dernières  égalités,  il  viendra 

,  ,  ,„      >Q„-.  (-1)" 


.r'  -+-x"  -^.t'" 
n  n  n 


i]'^  {—\Y 


Mais,  dans  la  transformée  en  Xn,  savoir 

la  somme  des  racines  est ]^^  *,  on  peut  donc  remplacer 

x'^  -h  x"n  -h . . .  par  —  Xn  —  -r^  7  dans  l'égalité  précédente, 
et  si  l'on  fait  en  outre,  pour  abréger, 

I  I  I 

-f- 


P  P  P 

il  viendra 


enfin  si  l'on  pose 

(3)  ,,.(.-:)^-^, 
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on  aura 

_  (— i)»-iA 

P 

Par  conséquent,   dès  qu'on  sera  arrivé  à  une  réduite  ~ 


telle,  que  l'on  ait 


(4)  Q,>v/i-/-A, 

l'erreur  commise  en  prenant 

(5)  ■^n=^n 

sera  moindre  que  -7  en  valeur  absolue,  et  si  Â:  a  une  va- 

leur  suffisamment  grande,  on  connaîtra  directement,  par 
la  formule  (3),  le  quotient  entier  a^  contenu  dans  X/^. 
Gela  suppose  que  A  est  connue;  mais  il  est  évident  qu'une 
valeur  médiocrement  approchée  de  cette  quantité  suffit 

P 

pour  notre  objet.  Or  les  réduites  — ^  s'approchent  rapi- 

dément  de  ^,  et  A  difî'ère  d'autant  de  moins  de  la  quantité 

*,  I  I  I 

M  :=  ,  H jj  H ^  + .  .  . 

.X  —  .7;  x  —  .r  x  —  .r 

que  n  est  plus  grand;  on  a  d'ailleurs  (n°  49) 

/'(X)  I        ___        I  ,  I  ,  I  ,  . 


/(X)         IL  —  x       X— .r'        IL—x"        -X  —  x'" 

et,  pour  X=x-f-/z,  le  premier  membre  de  cette  formule 
se  réduit,  à  cause  de  f[x)  =  o,  à 


/'(-)  +  -^ /"(-)  +  ■■ 


expression  qui  tend  vers  la  limite      ^;,    .  quand  h  tend 


2.3, 
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vers  zéro.  On  a  donc 

et  à  la  condition  (4)  on  pourra  substituer  la  suivante: 


(6)  ,  Q,>^zr:/-M. 

Désignons  par  J  la  valeur  approchée  de  x  qui  répond 
à  x,i=  'in\  on  aura,  d'après  la  formule  (i), 

d'où 

(7)  -^-^ 


«(-'if)(=-^) 


le  second  membre  de  cette  formule  (  7  )  diffère  peu  de  la 
quantité 


M 


"^Q; 


laquelle  donne  ainsi  la  mesure  de  l'erreur  commise  quand 
on  prend  J  pour  valeur  approchée  de  x. 

On  peut  conclure  de  là  que,  si  le  développement  en 
fraction  continue  est  assez  avancé,  la  formule  (3)  don- 
nera non-seulement  le  quotient  incomplet  <2«,  mais  en- 
core quelques-uns  des  quotients  suivants,  et  l'on  obtiendra 
ceux-ci  en  poussant  le  développement  de  '^n  en  fraction 
continue  jusqu'à  une  certaine  limite  qu'il  est  facile  d'é- 
valuer approximativement.  Pour  cela,  supposons  qu'on 
ait  réduit  J,^  en  fraction  continue  et  que  l'on  ait  écrit  les 
quotients  obtenus  à  la  suite  de  ceux  qui  ont  été  déjà 
trouvés  ;  prolongeons  au  moyen  de  ces  quotients  la  suite 

P 

des  réduites,  et  soit  -  l'une  d'elles.   Il  est  évident  que 
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P 

-  sera  l'une  des  réduites  de  ^;.si  donc  on  nomme  a  le 

P' 
quotient  complet  qui  lui  correspond   et  que  -—  soit  la 

réduite  qui  précède  -,  on  aura 

PaH-P'        P    ,  T 


la  formule  (  7  )  deviendra  donc 

P_         dzi  —A 

■^  ~  Q  -  Q(Qa-f-Q     ~^ 


ou,  à  peu  près, 

Soit  maintenant  ê  un  nombre  quelconque,  et  supposons 

P 

le  dénominateur  Q  de  -  tel  que 

(9)  Q<-^^^^- 


le  second  membre  de  la  formule  (8)  sera  inférieur  en 
valeur  absolue  à 

a         6/  Q2' 
il  sera  donc  inférieur  à  — :  si  l'on  a 

--h-<-    ou  6> , 

a         ft         2  a  —  2 

p 
et,  dans  ce  cas,  -  sera  certainement  l'une  des  réduites 

de  a:  (n«  8). 
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p 

On  voit  par  là  qu'à  partir  de  la  réduite   -^   le  déve- 

loppement  de  ^„  fournit  les  quotients  nécessaires  pour 
prolonger  la  suite  des  réduites,  jusqu'à  ce  qu'elles  aient 
environ  deux  fois  autant  de  chiffres  que  celle  d'où  l'on 
est  parti.  Il  faut  cependant  remarquer  que  cette  conclu- 
sion peut  être  en  défaut  quand  le  quotient  qui  suit  celui 
auquel  on  s'arrête  n'est  pas  supérieur  à  2. 

166.   Exemple.  —  Considérons  l'équation 
x^  —  7.r  -{-  7  =  0, 

que  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  prise  pour  exemple. 
On  a 

/(.r)—.r3  — 7.^+7, 
/'(.r)=r_-3..:^-7, 

i/"(.r)  =  3.r, 

L'équation  proposée  a  deux  racines  comprises  entre  i 

et  2  ;  nous  poserons 

I 

et  nous  aurons  la  transformée 

x\  —  l\x\  +  3.ri-)-ir=o; 

celle-ci  a  une  racine  comprise  entre  i  et  2  et  une  autre 
entre  2  et  3  ;  nous  considérerons  d'abord  cette  dernière 
racine  et  nous  ferons 

^1^2  +  ^-, 
•^2 


on  a 
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en  remplaçant  x^  par  2  dans  ces  formules,  on  aura  les 
coefficients  de  la  transformée  en  X2  ;  celle-ci  est 


La  racine  positive  x^  est  comprise  entre  i  et  2  ;  on  fera 
donc 


.ro  ==  IH 


on  a 


/j (.r2 )  =:  3.ri^  H- 2^2  —  ^5 

-Cl"  I        \ 

g/2(-^2)   =   I, 

et  la  transformée  en  x^^  sera 

^3  — 3-^3  — 4-^3  — i  —  o. 
La  racine  positive  est  comprise  entre  4  et  5  ;  on  fera  donc 

I 


on  a 


Â[^z)  =  -^l—^^l  —  4-^3  —  I; 


/;  (^3)  =  3x^-6x3 - 

-4 

lf",{.r,)=.3œ,-3, 

g/:(-3)-'. 
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d'où  résulte  la  transformée  en  Xji 


.rj  — 20xJ  — g.rf- 


Maintenant  l'opération  est  plus  avancée  qu'il  n'est  né- 
cessaire pour  pouvoir  appliquer  le  procédé  abrégé  de 
Lagrange  et  déterminer  les  quotients  sans  tâtonnement. 
Formons  d'abord  les  réduites  qui  répondent  aux  quo- 
tients que  nous  avons  obtenus 


I 

2 

^ 

4 

o 

I 

3 

2 

4 

3 

'9 
i4 

La  formule  (2)  du  n°  165  donne,  en  l'appliquant  ici 
au  cas  de  n  =  4^ 


3 

^T4 


20 

I 


.4^' 


la  quantité  A  diffère  peu  de  M  ou  de  -'      ]    h  et  il  est 
aisé  de  s'assurer  que  M  est  inférieur  à  3.  La  somme  des 


deux  fractions  — ! fournit  le  cinquième  quotient  20 


en  outre,  on  a 


14.^4-4-  3 


et  si  l'on  prend  pour  X4  la  valeur 

3  143 

— h  20  =  ■ — -1 

7  7 

on  obtiendra  une  valeur  de  x,  savoir  : 

274^ 
2023 
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1,  •  •  3 

dont  1  erreur  sera  environ  — - — —  =  0,0000002,  et,  par 

20^.14* 

conséquent,  si  l'on  réduit  cette  fraction  en  décimales,  on 

obtiendra  un  résultat  dans  lequel  les  six  premiers  chiffres 

décimaux  seront  exacts  ;  on  trouve 

21  =  .,35689569..., 

et  les  six  premières  décimales  sont  effectivement  celles 
que  nous  avons  obtenues  au  n^  161 . 

Si  l'on  veut  poursuivre  le  développement  en  fraction 

continue,  on  fera 

I 

^^  =  20  +  —  •) 


etronformeralaréduite-TT^".  qui  répond  au  quotient  x^  ; 
puis,  des  équations 


-/;.  {-^4)^3.^^—20, 


on  conclura  la  transformée  en  x^,  savoir  : 
i8i.rj  —  ?K^{x\  —  40^5  —  I  ==o; 
la  formule  (2)  du  n^  d65  donnera  ensuite 
i4         391  A 

d'où  il  résulte  que  le  sixième  quotient  est  égal  à  2  ;  en 
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outre,  on  a 


384- 


19 


283.rg-M4' 

et,  si  l'on  prend  pour  0^5  la  valeur 

28        891  1 15721 

^  "^  787""  5 1223 


on  aura  une  valeur  approchée  de  x  dont  l'erreur  sera 

inférieure  à 

3 

•       4X283^' 

Si  l'on  applique  la  même  méthode  au  calcul  des  deux 
autres  racines  de  l'équation  proposée,  on  obtiendra  les 
résultats  suivants  ; 


.5:'— 7.r'4-7r=o, 

<-4<+3^;-i-i=:o, 


x'^  — •  2  x'^ .t'  -h  I  nr  g 


3xf  —  4.r'  — I:r^O, 


x'^—  10x^1  —  9<  —  I  ^^  O, 


X    =:  l  -\~ 


-;-4+ 


a:"^^r^.x" 


=r  O 


X, 


On  voit  que  les  trois  racines  x,  x' ,  x"  conduisent  à 
une  même  transformée,  et,  en  conséquence,  les  fractions 
continues  qui   expriment  ces  racines  se  terminent  par 
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les  mêmes  quotients;  on  a 


I 

2H 


I 

l-\ 2  + 

^4 


-..''  =  3-.i- 


X4  désignant  la  racine  positive  de  l'équation 


a^l 20.r  J ^^^  —  I  r=:  O. 


Nous  étudierons  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage  les  équa- 
tions qui  possèdent  cette  propriété  remarquable. 

167.  Dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  P^  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  Vin- 
cent a  fait  connaître  une  belle  propriété  des  fractions 
continues,  et  il  en  a  déduit,  pour  le  calcul  des  racines 
réelles  des  équations,  une  méthode  qui  procède  à  la  fois  de 
celle  de  Lagrange  et  de  celle  de  Newton  ;  nous  croyons 
devoir  établir  ici  la  proposition  sur  laquelle  repose  cette 
méthode. 

Théorème.  —  Etant  donnée  une  équation  f[x)  =  o 
qui  n!a  pas  de  racines  égales,  si  V  on  fait  successivement 

I  T  I 

x^  x^  x^ 

a,  ai,  a^,  ...  étant  une  suite  illimitée  de  nombres  en- 
tiers positifs  quelconques,  après  un  certain  nombre  de 
transformations,  il  arrivera  toujours  que  les  transfor- 
mées successives  n'auront  que  des  permanences  ou  qu^  elles 
n  offriront  qu'une  seule  variation. 

Le  second  cas  se  présentera  si  Vune  des  racines  de 
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l'équation  proposée  est  la  limite  de  la  fraction  continue 


le  premier  cas  aura  lieu,  au  contraire,  si  aucune  des 
racines  n'est  égale  à  cette  lijnite. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  formons  les  réduites  de 

P 
la  fraction  continue  (i),  et  désignons  par  ~  celle  qui  oc- 

cupe  le   (/z -f- i)'^™®  rang;  le  quotient  qui  répond  à   la 

P  .  . 

réduite  — ^  étant  Xn,  il  est  évident  que  l'on  obtiendra  di- 

rectement  la  tz'*"™^  transformée  en  posant,  dans  l'équa- 
tion ^(x)  =  o, 

(2)  ^^P.^•^^-^P.-l^ 

formule  d'où  l'on  tire 

P«— 1  —  Qre— i-^ 


(3 


On-x-^r. 


Soient  a,  ê,  7,  .  .  .  les  racines  de  l'équation  proposée, 
et  an,  ^nj  y  II-,  ...  les  racines  de  la  transformée  ;  cette 
transformée  sera,  en  écrivant  x  au  lieu  de  Xn, 

et  chacune  des  racines  a^,  ^n^  •  •  •  sera  liée  à  la  racine 
a,  ê,  .  .  .  correspondante  par  la  relation  (2)  ou  (3);  on 
a  donc 

P.-1 

—  et 

(4)  «„-*2'-*2"-' 


P 

Si  a  est  réelle  et  que  les  réduites  — ^  convergent  vers 
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cette  racine,  il  est  évident  que  a^  sera  une  quantité  po- 

.        P 

sitive  ;  mais  si  les  réduites  —  ont  une  limite  différente 

de  a,  quand  n  sera  suffisamment  grand,  les  différences 
"«— 1  "» 

seront  de  même  signe,  et  en  conséquence  la  quantité  a,, 
sera  négative. 

Si  a  est  imaginaire,  soit 

a  —p  +  q  v/—  I  ,      a„  —p^  +  <7«  V^—  I  ' 


on  aura 


p  —  q\j—l 


^  l Q.-l  Qn-l 

Pn  +  qn\i~l=^—   -TT-    ^ ' 

et,  en  changeant  y  —  i  en  —  y' —  i , 

Pn— 1  ,  / ■ 

o      ô P-^qsl-i 

.  / V/7-1  V"-i 

Vn  —  qnS  —  '^     =  —  "TT-  ^5 ' 

en  ajoutant  entre  elles  les  deux  formules  précédentes,  on 
obtient 


OU 


P.^     ^ 


Q»  /P-.     --N^  .  ç. 


(ê-)- 


pour  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  une  certaine  limite, 
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I   /p  p  _  \  ^ 

la  quantité  j  [tt  —  ^r—^  )    sera  inférieure  sl  q"^,  et  l'on 

voit  que  pn  sera  négative. 

Si  donc  n  est  suffisamment  grand  et  que  la  fraction 
continue  (i)  ne  représente  pas  le  développement  d'une 
racine  de  la  proposée,  la  n^^"^^  transformée  n'aura  que  des 
racines  de  la  forme  —  ^  ou  —  g  z^z  h  \J —  i ,  g  étant  posi- 
tif. Les  facteurs  du  premier  membre  qui  répondent  aux 
racines  réelles  seront  de  la  forme  x  -^  g  et  les  facteurs 
réels  du  deuxième  degré  qui  répondent  à  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  auront  la  forme 

il  est  évident  que  le  premier  membre  de  notre  transfor- 
mée, qui  est  le  produit  de  tous  ces  facteurs,  n'aura  que 
des  permanences. 
;       Il  convient  de  remarquer  que  les  racines  réelles   ou 
I  imaginaires  des  diverses  transformées  tendent  de  plus 
I  en  plus  vers  l'égalité.  Effectivement,  si  l'on  divise  la  for- 
mule (4)  par  celle  qu'on  en  déduit  en  changeant  a  et  a„ 
en  ^  et  6fij  on  aura 

p  P 

■^  n — 1                        ■»  /î  a 
a       —  b 


"»  P«  Pn— 1 


Q«  Qn-i 

p   _  p 

et  comme  -~—^  et  -^  tendent  vers  la  même  limite,  on  voit 
que  l'on  a 


lim  — ■  =  I . 


On  arrive  au  même  résultat  en  considérant  la  différence 
(^n  —  ^n  qui  a  pour  valeur 


n/ 
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ainsi,  en  particulier,  si  la  proposée  et  les  transformées 
successives  ont  des  racines  imaginaires,  la  partie  imagi- 
naire de  ces  racines  tendra  vers  zéro. 

Supposons  maintenant  que  la  fraction  continue  (i) 
tende  vers  l'une  des  racines  a  de  l'équation  proposée. 
Alors  la  7i^^™^  transformée  aura  une  racine  positive  unique, 
a„,  si  n  est  suffisamment  grand;  il  est  d'ailleurs  évident 
que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  précédemment  s'ap- 

pliquera  à  l'équation  ::=  o.  Par  conséquent,  dans 

le  cas  qui  nous  occupe,  les  racines  de  la  transformée  de 
rang  tz,  autres  que  la  racine  positive  a^^,  pourront  être 
représentées  par 

pétant  un  nombre  positif,  et  £<,  £2,  .  .  . ,  Zm~\  désignant 
des  quantités  réelles  ou  imaginaires  dont  les  modules 
peuvent  devenir  plus  petits  que  toute  quantité  donnée. 
Le  produit  des  facteurs  linéaires  qui  répondent  à  ces 
racines  sera  donc 

(5)    (x  +  g')— ^-4-(Ei^^--'-H-E2g^^r--3-4-...-i-E,„_,§'— 1), 

E< ,  E2,  .  .  . ,  ^m-\  étant  des  coefficients  réels  qui  peuvent 
devenir  moindres  que  tout  nombre  donné.  Posons 

on  aura 


et 

m 

-1 

l'expression 

(5) 

se  réduit 

alors 

à 

;6)  Go.^— M-  (Gi  -v-Y.O§x-^-^-\- . . .  -4-  (G,,__i  +  Em-i)g"'-'- 
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et  l'on  pourra  faire 

e^^.!  étant  un  nombre  réel  qui  peut  devenir  moindre  que 
toute  quantité  donnée  en  prenant  7i  suffisamment  grand. 
Désignons  maintenant  par  (X  —  0  ^  ^^  racine  positive  de 
notre  transformée  ;  il  est  évident  que  cette  transformée 
s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  produit  du  polynôme  (6) 
par  X  —  (X  —  i)^5  on  a,  à  cause  de  Go  =  i, 

(^^  -H  ^1  - ->)  Gog'^"'-'-^  (^  +  e,  - 1)  (G,  +  E,) gV^~^  + 

^  -1-  ^,„_i  - 1)  ( G,„_2  -h  E,,_2 )  g""-' -^ 

-().-i)(G„,_i4-E,„_i)^-=:o. 

Le  premier  terme  de  cette  équation  a  le  signe  -f-  et  le 
dernier  terme  a  le  signe  — -,  d'ailleurs,  les  quantités  Ci, 
62,  .  .  .  j  Ei,  Eo,  .  .  .  peuvent  être  supposées  aussi  petites 
que  l'on  voudra,  et,  si  le  coefficient  de  l'un  des  termes 
compris  entre  le  premier  et  le  dernier  est  nul  ou  négatif, 
il  est  évident  que  tous  les  coefficients  qui  suivent  seront 
négatifs.  L'équation  [y)  n'a  donc  qu'une  seule  variation, 
ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

Ainsi  que  l'a  montré  Vincent,  le  théorème  précé- 
dent suffît  pour  opérer  la  séparation  des  racines,  sans 
que  l'on  soit  obligé  d'en  déterminer  le  nombre  a  pj'iori, 
ou  de  leur  assigner  des  limites,  pourvu  qu'afin  de  s'épar- 
gner des  essais  inutiles  on  fasse  un  usage  convenable  du 
théorème  de  Budan  ;  mais  nous  renverrons  au  Mémoire 
de  l'auteur,  pour  le  développement  de  cette  méthode. 
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Du  calcul  des  racines  imaginaires. 

168.  La  méthode  qui  a  été  exposée  au  n"  147  permet 
non-seulement  de  séparer  les  racines  imaginaires  d'une 
équation,  mais  encore  de  resserrer  indéfiniment  les  limites 
qui  comprennent,  soit  la  partie  réelle  de  chaque  racine, 
soit  la  partie  multipliée  par  l'imaginaire  i  ou  y —  i  . 

Lorsqu'une  racine  imaginaire  est  ainsi  connue  avec  une 
certaine  approximation,  on  peut  en  obtenir  des  valeurs 
de  plus  en  plus  approchées  au  moyen  de  la  méthode  de 
Newton,  qui  n'est  en  aucune  façon  bornée  au  cas  des  ra- 
cines réelles.  Effectivement,  si  Zq  est  une  première  valeur 
approchée  d'une  racine  simple  z  de  l'équation 

et  que  Zq-^  u  soit  la  valeur  exacte  de  cette  racine,  on 
pourra  poser 

/(zo)-hM/'(zo)-l-  — /''(^o)H--  •  -=^0, 
d'où 


et  l'on  aura,  avec  une  approximation  d'autant  plus  grande 
que  le  module  de  u  sera  plus  petit, 

mais  il  sera  nécessaire  d'examiner,  dans  chaque  cas,  le 
degré  d'exactitude  que  peut  fournir  la  précédente  for- 
mule, et  cette  discussion  ne  sera  pas  toujours  exempte 
de  difficultés. 
Posons 

z-~.x-\-iy^     f[z]  '-t!^[x,y]  -^i-^U,y), 
et  désignons  par  x^  ~\-  ijo  la  valeur  approchée  Zq  de  la- 

S.  —  Alg.  sup.,  I.  24 
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quelle  on  part  :  le  problème  dont  nous  nous  occupons  a 
pour  objet  de  calculer  l'une  des  solutions  réelles  [x,  y) 
des  équations  simultanées 

(2)  rf{.T,j)zz:zo,       4^(07,7)—  G, 

connaissant  des  valeurs  approchées  Xq  et^Q  de  x  etj^; 
or  je  dis  que  la  même  méthode  peut  être  appliquée  aux 
équations  (2),  quels  que  soient  les  polynômes  ^{jc,j) 
ei^[x,  j).  Désignons  en  effet  par 

les  valeurs  de  x  et  de  j^  qu'on  se  propose  de  calculer  : 
on  aura,  en  employant  ici  la  notation  dont  nous  avons 
déjà  fait  usage  au  n'^  89, 

?(-^'j)  =?(-^oi  Jo)  -+-ÇDx<p(-^o,  Jo)  -^^^j^i^o^Jo)  +.  .  .  , 

Si  donc  ^  et  y;  sont  des  quantités  assez  petites  pour  qu'on 
puisse  négliger  leurs  carrés  et  leur  produit,  on  aura 
approximativement 

?I>a:?(-^0.  Jo)  -i-^Dj-?(-^0,  Jo)  ^^^  —  tI'^O^Jo), 

d'où 

^__  _  y  (.rp,  jo  )  D^ ^|/  (.rp,  Jp  )  —  ^  (xp,  jTq  )  Dr  9  (-^o^  Jo  ) 

^"         D^y(.rp,Jp)D^^j>(xo,Jp)— D^çp(.rp,Jp)D^^^{^o,Jp)' 
_  _        ^î;  (.rp,  Jo  )  D^  cp  (.rp,  jp  )  —  y  (.rp,  jp  )  D^  ^j;  (.rp,  jp  ) 

il  est  évident  que  ces  formules  ne  pourront  être  d'aucun 
usage,  si  la  solution  que  l'on  considère  est  une  solution 
multiple  des  équations  (2). 

169.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  exige 
des  calculs  très-laborieux  et,  au  lieu  de  l'employer,  il 
sera  souvent  plus  simple  de  recourir  à  l'élimination, 
comme  on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant.  Proposons- 
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nous  de  calculer  les  racines  de  l'équation 

(i)  .  z*  — z-4-i=o, 

qui  toutes  les  quatre  sont  imaginaires.  Si  l'on  pose 
z^=x  -\-j  \j —  I ,  cette  équation  se  décomposera  dans  les 
deux  suivantes  : 

(2)  (j2  _  ,x^Y  _  4.^2  (_^2  _  j;2)   _   (4,^4  _^  ^  _   l)  —  O, 

(3)  J[4.r(j2_.r2)  +  i]==0, 

et  en  supprimant  de  l'équation  (3)  le  facteur  j^,  on  aura 

I 


(4) 


y^  —  x^ 


4^' 


portant   ensuite  cette  valeur  de  y'^  —  x'^  dans   l'équa- 
tion (2),  il  viendra 

64-^^  —  16  j:^  —  1=0; 
enfin,  si  l'on  pose 

(5) 


2 


cette  dernière  équation  deviendra 

fi  —  ^t~  I  — o. 
Les  substitutions  donnent  les  résultats  suivants 


t 

t^-it-l 

1 
3 

—  I 

+^i6 

2,1 
2,2 

-  0,139 
-h   0,848 

2,H 
2,12 

—  0,046069 
^-  0,048128 

>4. 
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d'où  il  suit  que  la*  seule  racine  positive  t  est  comprise 
entre  2,11  et  2,12.  Une  première  application  de  la  mé- 
thode de  Newton  donne  les  nouvelles  limites  2,1149  et 
2,ii5o;  une  deuxième  application  fournit  la  valeur 
2,11490754  avec  huit  décimales  exactes.  La  formule  (5) 
donne  ensuite,  avec  le  même  degré  d'approximation, 

r  =  zh:o,727i36G3; 
enfin  la  formule  (4)  donne  les  valeurs 

jr  =  dz  0,43001425, 
j  =  ±:  0,93409929; 

on  a  ainsi,  pour  les  racines  demandées, 

jz  =  H-  0,72713603.  .  .dz 0,43001425.  .  .\l—  I, 
zr=:  —  0,72713603.  .  .±0,93409929.  .  •v'— I, 
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SECTION  IL 

LES  FONCTIONS   SYMÉTRIQUES. 

CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE   DES   FONCTIONS   SYMÉTRIQUES. 


Des  fojictions  symétriques . 

170.  Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  quantités  ne 
change  pas  quand  on  échange  entre  elles,  de  toutes  les 
manières  possibles,  les  quantités  qu'elle  renferme,  cette 
fonction  est  dite  symétrique.  Nous  ne  nous  occuperons 
ici  que  des  fonctions  symétriques  rationnelles. 

Les  coefficients  d'une  équation  algébrique  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines  de  cette  équation  ;  ce 
sont  même  les  fonctions  symétriques  les  plus  simples, 
en  ce  sens  que  chaque  racine  n'y  figure  qu'au  premier 
degré.  S'il  s'agit,  en  effet,  de  l'équation 

et  que  a,  b,c,...y  h,  l  désignent  les  m  racines,  on  sait 
que  l'on  a 

«  -f-  6  H-  c  -r-  . .  .  -h  f(  -\~  /  -—  —  /?i, 

ab  -1-  ac  -'-  .  .  .  -;-  //    -Pït 


abc.  .  .  hl  -::z.±ipj^. 

Nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  l'ex- 
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pression  d'une  fonction  symétrique  et  rationnelle  quel- 
conque des  racines  d'une  équation,  et  cette  recherche 
nous  conduira  à  ce  théorème  important  : 

Toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines 
d^une  équation  peut  s^  exprimer  rationnellement  par  les 
coefficients  de  cette  équation. 

Examinons  d'abord  à  quoi  peut  se  réduire  la  recherche 
de  la  fonction  rationnelle  et  symétrique  la  plus  générale. 
Toute  fonction  rationnelle  non  entière  est  le  quotient  de 
deux  fonctions  entières,  en  sorte  qu'il  n'y  a  lieu  de  s'oc- 
cuper que  des  fonctions  symétriques  entières.  En  outre, 
toute  fonction  'symétrique  entière  non  homogène  est 
la  somme  de  plusieurs  fonctions  symétriques  homo- 
gènes ;  tout  est  donc  ramené  à  établir  des  règles  pour 
calculer  les  fonctions  symétriques  rationnelles  entières  et 
homogènes;  enfin,  une  pareille  fonction  symétrique  en- 
tière et  homogène  peut  contenir  des  termes  où  les  expo- 
sants des  lettres,  tout  en  ayant  la  même  somme,  ne 
soient  pas  égaux  chacun  à  chacun  :  dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion est  la  somme  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
fonctions  symétriques  de  même  degré,  mais  différentes, 
et  que  nous  calculerons  séparément.  De  tout  cela  il  ré- 
sulte que  nous  pouvons  nous  borner  à  considérer  les 
fonctions  symétriques  rationnelles,  entières  et  homo- 
gènes, telles  quelesexposantsdeslettres  soient  les  mêmes 
dans  deux  termes  quelconques  ;  toute  fonction  de  cette 
espèce  sera  définie  si  l'on  donne  un  seul  de  ses  termes, 
ainsi  que  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  sa  compo- 
sition. Gela  posé,  nous  appellerons yb/zctto/z  symétrique 
simple  ou  du  premier  ordre  une  fonction  symétrique 
rationnelle,  entière  et  homogène,  dont  chaque  terme  ne 
contient  qu'une  seule  lettre  ;  fonction  symétrique  double 
ou  du  deuxième  ordre  celle  dont  chaque  terme  renferme 
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deux  lettres,  et  ainsi  de  suite.  Les  fonctions  symétriques 
simples  de  plusieurs  quantités  ne  sont  autre  chose,  comme 
on  le  voit,  que  les  sommes  des  puissances  semblables  de 
ces  quantités. 


Formules  de   Newton  pour  le  calcul  des  sommes  de 
puissances  semblables  des  racines  d'une  équation. 


171.   Soit  l'équation 


.t"^  H-  p^  .x' 


p^x' 


■i^-^-Pr 


que  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 

X:^=:o, 

et  dont  nous  désignerons  par  a,b,  c, .  .  . ,  k,  l  les  m  ra- 
cines. Soit,  en  outre,  X'  la  dérivée  de  la  fonction  X  ;  on 
aura 

X'  —  mx'^-M-  [m—  I  )  ^j.r'«-2  +  . . .  4-  ip^_^oc  -A-pm~\' 

On  a  aussi,  par  un  théorème  connu  (n^  49), 

XX  X 


.T.  —  a        X  —  0 

et  l'on  trouve,  par  la  division, 

X  ...   . 


V 


-^Pl 


-\-p^a 


■+-pia^ 
-v-p^a 

-hP3 


4-/?2«' 


-^Pm-^a, 

^Pm-l- 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  remplace  a  succes- 
sivement par  chacune  des  autres  racines^  et  qu'on  fasse 
généralement 


Sn=  a"^  -t-  /^«-4-  c«-4-  .  .  .  -I-  X-'^  +P, 
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on  aura,   en  ajoutant  tous  les  résultats,  la  valeur  sui- 
vante de  X', 


X'=rm^'«-i 


'^1 

œ^-^-^s^ 

.r'«-3-.;-^3 

x^- 

-*+. 

•  4-  ^m-l 

mp 

1             H-Pi^i 

-^P\H 

-^P\Sm-1 

-V-mp^ 

-\-p^Sy 

H-  P^Stn-Z 

-\~mp^ 

-f- 

^Pm~%H 

-hm7?,„_i. 

La  comparaison  de  cette  valeur  de  X'  avec  celle  écrite 
plus  haut  fournit  les  relations  suivantes  : 

H-\-P\  =  0, 

^2+/?!  ^1+  2/?2  =  O, 


Sm~\-^P\Sm-.'i.  -^Pi  ^;n-3  +•  •  •  -"^Pm-i  ^1"^  \rn  —  \)p„^_^  —  G. 

La  première  de  ces  formules  fait  connaître  5<  ou  la  ~ 
somme  des  racines,  la  deuxième  fait  connaître  ^2  ou  la 
somme  des  carrés  des  racines,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
la  dernière  qui  fait  connaître  s^-i .  On  trouve  de    cette 
manière 

â 

.V3  =~p  J  +  3/?i/?2  —  3/?3, 
•h=p\~ip'p2-i-  ^PiPz^^pl—^p^, 

•h^—p\^5plp^—5p]p^—5{pl—p^)pi-h5(p2P^—p^], 


Voici  maintenant  comment  on  peutobtenir  les  sommes 
de  puissances  semblables,  dont  le  degré  surpasse  m  —  i, 
et  celles  dont  le  degré  est  négatif.  Soit /z  un  nombre  en- 
tier positif  nul  ou  négatif,  et  multiplions  l'équation  pro- 
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posée  par  x^  ;  elle  deviendra 

•^  -r-/?i  .^  -,- p-i-T.  -1- . . .  -\-pm—\  -^  ^Pm  -^    —  O • 

Remplaçons  successivement  x  par  chacune  des  racines 
a,  Z>,  c....,  et  ajoutons  tous  les  résultats;  on  aura 

En  donnant  à  n  les  valeurs  o,   i,  2,  .  .  .,  et  observant 
que  .^0  =  m,  on  obtient  les  relations  suivantes  : 

Sm  -^~P\  «Sn-l  -^/?2^/n-2-  '-  •  •  -"rPm-l  •?!  "T-  mp,n  =  O, 
^m+i  -^'Pi  ^hn  -"Pi  ^m-i  -  r-  •  .  •  H-/?/;z-i  .^2  ~^Pm  ^l  --  O, 
•ym+2  -^P\  hn+i  -  ^7?2  ^^/«      -i-  •  •  •  +^^-1  ^3  "+- /?m  ^2  =  O, 


(^) 


Les  sommes5:,^ ,  ^2?  •  •  •  »  «^w_i  étant  connues  par  les  for- 
mules (i),  la  première  des  formules  (2)  déterminera  s^, 
la  deuxième  s^+i ,  et  ainsi  de  suite. 

Il  importe  de  remarquer  que  les  valeurs  des  sommes  5^, 
^2,  ...  ne  contiennent  dans  leur  expression  aucun  dé- 
nominateur, et  que  si  les  coefficients  p^,  p^,  ...  sont  des 
nombres  entiers,  les  sommes  s^,  s^,  ...  sont  aussi  des 
nombres  entiers. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  m  sommes  de  puis- 
sances semblables,  par  exemple  s^,  S2,  •  •  ♦ , Sm,  on  pourra 
déterminer  les  coefficients  pi,  p2,  •••  à  l'aide  des  for- 
mules (i)et(2),  qui  ont  été  données,  pour  la  première 
fois,  par  Newton. 

Pour  calculer  les  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  à  exposants  négatifs,  il  suffit  de  donner  au 
nombre  n,  que  nous  avons  introduit,  les  valeurs  succes- 
sives —  I,  — 2,  — 3,  ...;mais,  à  l'égard  de  ces  sommes 
de  puissances  négatives,   le  moyen  le  plus  aisé  de  les 

trouver  consiste  à  changer  x  en  ~  dans  l'équation  pro- 
posée, et  à  calculer  ensuite  les  sommes  de  puissances 
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semblables  à  exposants  positifs  des  racines  de  l'équation 
transformée. 

On  peut  remarquer  qu'en  appliquant  les  formules  (i) 
et  (2)  au  cas  de  l'équation  binôme  x"^ — i— ^  o,  on  re- 
trouve immédiatement  les  résultats  que  nous  avons  ob- 
tenus au  n*^  106  par  une  voie  différente. 

Usage  de  la  division  algébrique  pour  le  même  objet. 

172.  On  peut  employer,  pour  calculer  les  sommes  des 
puissances  semblables  des  racines  d'une  équation,  une 
autre  méthode  qui  n'exige  qu'une  simple  division  algé- 
brique. Soit  toujours 

X^  o 

une  équation  ayant  pour  racines  a,  b,  c,  .  . .,  h,  l.   Si  X' 
représente  la  dérivée  de  X,  on  a,  comme  précédemment, 

X         .X  —  <2    '    .r  —  h  '        .X  —  / 


La  fonction est  développable  en  une  série  con- 

.T  ■ —  a  ^  ^ 

vergente  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  et  dé- 
croissantes de  jc,  pour  toutes  les  valeurs  de  oc  dont  le  mo- 
dule est  supérieur  au  module  de  a;  on  trouve,  par  la 

division, 

I  I  a         d*' 

donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des 
autres  racines,  et  ajoutant  ensemble  tous  les  résultats, 
on  aura 

X'        m         Si         .^2 
X  .X         .rr         x^ 

OU 

.r  X'  ^1  ^2 
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Pour  le  calcul  numérique,  il  sera  plus  commode  d'é- 
viter les  exposants  négatifs:  on  changera  alors  x  en  -i 

rX'  7 

et  la  fraction  '-——  prendra  la  forme  ^5  Zi  et  Z  étant  des 
fonctions  entières  de  ^  ;  on  aura 

—  Z=.m~x~  SyZ  -f-  52^2  -f-  .  .  .  , 

et  l'on  obtiendra  toutes  les  sommes  s^^  S2,  -.,  par  la 
division  des  polynômes  Zi  et  Z  que  l'on  ordonnera  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  z. 

On  peut  trouver  delà  même  manière  les  sommes  s_i, 
s_27  •••?  des  puissances  semblables  à  exposants  néga- 
tifs. Effectivement,  la  fonction— — —  est  développable 

en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le 
module  est  inférieur  au  module  a,  et  l'on  trouve,  par  la 

division, 

'  I         .r 

— '1 ^ 

donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des 
autres  racines  et  en  ajoutant  les  résultats,  on  aura 

-X' 


On  obtiendra  donc  les  sommes  s_^^  ^_2,  ...,  en  ordon- 
nant les  polynômes  — X'  et  X  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  en  effectuant  ensuite  la  division  du 
premier  polynôme  par  le  second. 

Le  principal  avantage  de  cette  seconde  méthode,  fondée 
sur  la  division  algébrique,  consiste  en  ce  que  l'on  peut 
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on  drduiiT  racilcmonl,  (•omnir  on  \v  wrva  plus  loin, 
l'oxprcssioii  ^('iirrulc  de  .v„ou  de  .v_,,  en  louelion  descocl- 
(ieieiils  de  r(''qualion  proposée.  Les  formules  de  Newton 
ne  eonduiraieni  (pie  péniblemeni  au  rnrine  résultai. 

Détermination  des  fonctions  sjniétriques  doubles, 
triples,  etCy  des  racines  d^une  étf nation. 

173.  Les  formules  éluMies  au  n°  171  perouMlenl  de 
caleider  sueeessivemeul  les  louelions  symétriques  dou- 
bles, lri[>les,  etc.,  dos  raeiues  d'une  étpuiliou. 

Soient  Uy  by  Cy  .  .  .y  ky  l  Ics  ni  racines  d'une  cqualiou 


de  dej;r('*  ///.  el  eonsidiMiuis  une  louelion  symétrique 
dou!)le,  dont  un  teruu^  soit  a*h^\  la  fonetion  dont  il  s'n- 
j;it  étant  dclerniinée  ipiaïul  i»n  en  connaît  un  ternu\  nOus 

la  rejiresenterons.  pour  al>réi;er.   par  \  a*//,   et  nous 

continuerons  de  désigner  i>ar  >v„  la  sonnne  des  puissances 
a**"'""  de  toutes  les  racines. 

Gela  posé,  si  Ton  multi|>lie  entre  idles  les  deux  som- 
mes .v,  et  s^y  on  obtiendra  un   produit  ipii  sera  évidcni- 

nuMit  la  s«)nnue  des  deux  (pianlités  .v,,,^;  v\  \  n" h^  ;  ou 
a  donc 

On  voit  (pu'  t«>ute  fonction  double  \  a*b*  est  expri- 
mable, sous  fornu*  rationnelle  el  entière,  par  les  ( oelKi- 
ei(M»is  de  l'équation  proposée,  puisque  .v„  Sç  et  .v„,^  le 
sont;  en  outre,  si  les  eoonîcients  de  ré(]uation  sont  des 

nombres  iiitiers,  \  «■ //  sera  aussi  un  nond>re  entier. 
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La  formule  (i)  n'ii  |)liis  lieu  quand  6  =  a;  on  voit,  (;n 
effet,  que  si  6  devient  égal  à  a,  les  termes  de  \  a'^h^ 
seront  égaux  dcMix  à  deux,  en  soiie  (jue  cette  quantité 
se  réduira  à  :>.  \  a" />*  ;  on  a  d< 


lonc 


(2)  ^.z^/.«      ^^[(.v.)^     ..v,J. 

En    remplaçant  .v^  (;l  .v^^   par   IcMirs  valeurs,   ou    ob- 
tiendra une  expression  (h;  \  ^'^"(jiii  ne  contiendra  plus 

le  dénominateur'^,.  Cetlc  proposition  n'est  pas  évidente; 
mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  à  l'établir,  parce 
fpi'ellc  résultera,  comme  on  le  verra  plus  bas,  des  mé- 
tliod(;s  proposécîs  par  Warin^  et  par  (]aueliy,  pour  la 
détermination  des  Ibnctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation. 

Une  fonction  symétrique  tri[)l<',  <pii  renlerme  le  terme 

«*i*cT,  pourra  être  représentée  par  \    a*b^  c^.    Si   l'on 

multiplie  la  fonction  double  N  (^h^  \yàv  s^y  on  trouvera 
pour  produit 

on  a  donc 

Cette  formule  fait  connaître  la  fonction  triple*  \  d'^l/'ci, 

car  le  second  membre  ne  contient  que  des  fonctions  dou- 
bles que  l'on  sait  calculer.  Si  l'on  veut  avoir  l'expression 
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delà  fonction  triple,  au  moyen  des  sommes  de  puissances 
semblables,  il  suffira  de  remplacer  les  fonctions  doubles 
par  leurs  valeurs  connues  ;  on  trouvera  ainsi 

(  3  )    \  a'^b6ctz=Sa,ses^—  Sa+eS^^  —  Sa,+^se  —  >ygH_v  s  a,  4-  2  Sa+S^^, 

et  Ton  voit  que  les  fonctions  triples  s'exprimeront  comme 
les  fonctions  simples  et  doubles,  sous  forme  rationnelle 
et  entière,  par  les  coefficients  de  l'équation  proposée. 

La  formule  (3)  ne  subsiste  pas,  si  deux  des  exposants 
ou  tous  les  trois  deviennent  égaux  entre  eux;  mais  on 
peut  en  déduire  aisément  les  valeurs  des  deux  fonctions 

\  «»è«cï     et      \  «*è*c«. 

On  voit,  en  efï'et,  que  si  ê  devient  égal  à  a,  \   a*Z>^C' 

se  réduit  à  2  \  a^'h'^c^  et  à  2.3  \  a"  &"  c*,  si  en  même 
temps  y  devient  égal  à  a  ;  on  a  donc 

(4)  \ci'^h''C^~  -  [sls^—  S^^S^—1S^^^S^-V  2^2a+Y) 

et 

(5)  \    «'='Z'«C«—  g(.Ç^—  Si'aa-^a-f-^.Vaa). 

En  suivant  la  même  marche,  on  calculera  successive- 
ment les  fonctions  du  quatrième  ordre,  puis  celles  du 
cinquième,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  presque  superflu  d'a- 
jouter que ,  quand  on  aura  calculé,  en  général,  l'expression 
d'une  fonction  symétrique  entière  et  homogène  du  w'^™^ 
ordre,  si  ^  exposants  deviennent  égaux  entre  eux,  il  fau  - 
dra  diviser  par  i.2.3...fjt  la  valeur  qu'on  aura  trouvée. 
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On  voit  par  là  que  toute  fonction  symétrique  entière 
et  homogène  des  racines  d'une  équation  peut  s'exprimer 
rationnellement  par  les  coefficients  de  cette  équation,  et 
que  la  même  chose  a  lieu,  d'après  les  remarques  faites 
précédemment,  pour  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique quelconque. 

Métliode  de  TVaring  pour  calculer  une  fonction 
symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une 
équation. 

174.  Waring  a  indiqué,  dans  ses  Meditationes  alge- 
braicœ  [^),  une  méthode  par  laquelle  on  peut  former 
directement  l'expression  d'une  fonction  symétrique  et 
entière  quelconque  des  racines  d'une  équation  en  fonction 
des  coefficients  de  cette  équation.  Nous  aJlons  faire  con- 
naître ici  cette  méthode,  qui,  dans  un  très-grand  nombre 
de  circonstances,  devra  être  préférée  à  celle  que  nous 
venons  d'exposer. 

Soit  l'équation 

dont  les  m  racines  sont 

a,    b,   c,    .  .  . ,    X-,   /, 

et   supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  valeur  d'une 
fonction  symétrique  et  entière  V  de  ces  racines. 

Pour  plus  de  clarté,  il  convient  d'imaginer  que  l'on  ait 
ordonné  la  fonction  V  de  la  manière  que  nous  allons  in- 
diquer. Désignons  par  a  l'exposant  de  la  plus  haute  puis- 
sance à  laquelle  se  trouve  élevée  chaque  racine,  et,  en 

(')  Editio  tcrtia,  p.  i3. 

S.  —  Alg.  sup.,  I.  25 
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particulier,  a  racine  a  dans  V  ;  par  S  l'exposant  de  la  plus 
haute  puissance  à  laquelle  se  trouve  élevée  la  racine  b 
dans  la  partie  de  V  qui  contient  le  facteur  a";  par  -/  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  à  laquelle  se  trouve 
élevée  c  dans  la  partie  de  V  qui  renferme  le  facteur  «"è^; 
et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  1  désignera  finalement  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  de  /  dans  la  partie  de  V 
qui  contient  le  facteur  «"^^C'.../i\  D'après  cela,  la  fonc- 
tion V  contiendra  un  terme  de  la  forme 

auquel  nous  assignerons  le  premier  rang;  A  est  une 
constante  donnée;  il  se  peut  que  quelques-uns  des  ex- 
posants 


soient  nuls;  en  outre,  chacun  de  ces  exposants  peut  être 
égal,  mais  non  supérieur  au  précédent.  Je  dis,  par  exem- 
ple, qu'on  ne  peut  avoir  y^ê;  en  effet,  la  fonction 
symétrique  V  qui  renferme  le  terme  A.a'^b^  c^ .  .  .  A"/^ 
contient  aussi  le  terme  Ka^h'^ c^ ...h^I},  qui  se  déduit 
du  premier  en  permutant  les  lettres  Z>  et  c  ;  or,  si  l'on 
avait  y^^,b^  ne  serait  pas,  comme  nous  l'avons  sup- 
posé, la  plus  haute  puissance  de  b  contenue  dans  la  partie 
de  V  qui  renferme  le  facteur  a*";  donc  on  a  nécessaire- 
ment y<^o  ou  y=  ê.  Ce  raisonnement  s'applique  évi- 
demment aux  autres  exposants. 

Le  premier  terme  de  la  fonction  V  ayant  été  fixé 
comme  il  vient  d'être  dit^  nous  appliquerons  la  même 
règle  à  la  détermination  du  rang  de  chacun  des  autres 
termes,  et  nous  écrirons 
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Gela  posé,  on  a 


Si  l'on  élève  ces  égalités  aux  puissances 

a  —  6,      6  —  «y  >     •  •  •  ■>       '^  —  ^"7      ^ 

respectivement,  qu'on  en  fasse  ensuite  le  produit  et 
qu'on  multiplie  enfin  de  part  et  d'autre  par  A,  le  premier 
membre  de  l'égalité  résultante  sera 

A  (  —  i)«-i-e-;-Y-K..-:-A^a-S^6-Y_      _      h-X       a  ^ 

Nous  le  représenterons,  pour  abréger,  par  P;  quant  au 
second  membre,  il  sera  une  fonction  symétrique  des  lettres 
a,  b,  c,  ...,  A,  /,  et,  si  nous  l'ordonnons  de  la  même 
manière  que  V,  il  est  évident  que  son  premier  terme  sera 
A a'^ h^ c'...  Il''-  P"  ;  on  aura  ainsi 

En  retranchant  la  seconde  des  fonctions  symétriques  V 
et  P  de  la  première,  on  obtient  une  nouvelle  fonction 
symétrique  Vi,  telle  que 

V  — P=:Vi. 

Si  l'on  opère  surVi  comme  on  a  opéré  sur  V,  on  ob- 
tiendra une  troisième  fonction  symétrique  Vo,  telle  que 

20. 
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P4  désigne  une  quantité  analogue  à  P,  et  qui  est,  comme 
celle-ci,  le  produit  d'une  constante  par  diverses  puis- 
sances des  coefficients  p^,  p^,  .  .  . ,  pm- 

En  poursuivant  ces  opérations,  on  voit  qu'on  obtiendra 
une  suite  de  fonctions  symétriques 


telles  que 


V, 

,  V, 

;,    V, 

5,      .   .   , 

•  y     ^|x— Il 

V 

-p 

=  Vi, 

V, 

-Pi 

--V2, 

v.- 

y. 

~P2 

==V3, 

-2 

•   •   •   •  î 

V.- 

-1  " 

P,-i 

--V,; 

chacune  des  quantités  P,  Pj,  ...,  P^^,  est  le  produit  d'une 
constante  par  diverses  puissances  des  coefficients /^^ 
P2,  •  .  •  ?  Pni'  En  outre,  si  l'on  imagine  une  fonction 
entière  U  formée  des  premiers  termes  des  fonctions  V, 
V< ,  . . . ,  V^  et  ordonnée  de  la  même  manière  que  ces  fonc- 
tions, il  est  évident,  d'après  le  procédé  que  nous  avons 
suivi,  que  le  premier  terme  de  l'une  quelconque  des  fonc- 
tions Vi,  V2, ...,  Vjji  occupera,  dans  U,  un  rang  supérieur 
au  rang  du  premier  terme  de  la  fonction  précédente.  Or 
le  nombre  des  termes  susceptibles  d'occuper,  dans  U, 
un  rang  supérieur  à  celui  d'un  terme  donné  est  nécessai- 
rement limité  ;  donc,  dans  la  recherche  dts  fonctions  V< , 
V2,  ...,  on  finira  toujours  par  arriver  à  une  constante,  et 
alors  l'opération  sera  terminée.  Supposons,  d'après 
cela,  que  V^,  se  réduise  à  une  constante;  il  viendra,  en 
ajoutant  les  égalités  précédentes, 

V  =  P  H-  Pi  -}-  P2  -^ . . .  -h  P;._i  -h  Vj,, 

formule  qui  fera  connaître  l'expression  de  la  fonction 
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symétrique  proposée  V  en  fonction  des  coefficients  p^ , 

P2y    '  '  '  y  Pm' 

On  peut  conclure  de  là  que  toute  fonction  entière  et 
symétrique  V  des  racines  d'une  équation  est  exprimable 
rationnellement  par  les  coefficients  de  l'équation,  pro- 
position que  nous  avons  déjà  établie  (n°  1^3)  ;  mais  on 
voit,  en  outre,  que  si  les  coefficients  de  l'équation  sont 
des  nombres  entiers,  ainsi  que  ceux  qui  multiplient  les 
différents  termes  de  V,  la  valeur  de  cette  fonction  V 
sera  également  un  nombre  entier. 

175.  Exemple  I.  —  Etant  donnée  l'équation 

x"'-hp^  X""-^  4-7^2-^'""'  +  .  .  .  4-  pm~l  00  -y-p,n  —  O, 

dont  «,  b^  c^  d,  e,f  ^  .  .  , ,  ky  l  sont  les  racines,  on  de- 
mande la  valeur  de  la  fonction  symétrique 

Posons,  conformément  à  la  théorie  précédente, 

P  rrz  yr?j  p^Pi  ::=  \  « .   \  «6  .   \  abc 

-\-  22  \  Cl*-  bcde  -T-  6o  \  abcdef, 


on  aura 


—  22  \  à^  bcde  —  6o  \  abcdef\ 
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faisons,  en  second  lieu, 

P,  — —  3/?;/?4=:—  3     y«]    Snbcd 

=  —  3  \  a^bcd —  6  y  a'^b^cd  —  Z']  >  (C-bcde  —  90  \  abcdef, 
on  aura 

H-  5  \  «^  bcde  -h  3o  \  abcdef\ 
faisons,  en  troisième  lieu, 


on  aura 


V.-P.  =  V. 


4  V  «2  ^2  ^^  _j_  23  y  «2  ^cf/e  -I-  90  \  abcdef- 
faisons,  en  quatrième  lieu, 

Pg  =:  ^p^pi,  r=  ^\  ab\  abcd 

—  l^\ à'-b^cd  -4-  \&^ a'^bcdc  +  60S abcdef; 


on  aura 


V4  nr  «y  \  «2  hcde-\-  3o  >  abcdef  \ 


Vo  —  P,  —  V.  ~  n  \  «2  é^^^  _|_  3o 
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faisons,  en  cinquième  lieu, 

P^^  rr:  '] pip^  -j=z  'j  \  a  \  ahcde  t=z  rj  \  a^  bcde  -j-  /^i  \  ahcdef^ 

on  aura 

V4  —  P^  =::  V5  rr  —  1 2  \abcdef; 

si  enfin  on  fait 

Pg  =r  —  i2/?6  =  —  12  \  abcdef, 

on  aura 

V,-P5=:Ve  =  o. 

Ici  l'opération  est  terminée  et  l'on  a  cette  valeur  de  V, 

176.   Exemple  II.  —  Etant  donnée  l'équation 

.r'«  -!  -  pi  .r'«-i  +  /?2  ^'"-2  -h  ...  4-  /?^_i  ^  +  p,„  =  G, 

dont  a,  b,  c,  .  .  ,  k^  l  sont  les  racines,  on  demande  la 
valeur  de  la  fonction  symétrique 

IL  est  le  nombre  des  racines  qui  entrent  au  carré  dans 
chaque  terme,  et  v  le  nombre  de  celles  qui  entrent  à  la 
première  puissance. 

Désignons  la  fonction  proposée  parla  notation  F  (|7.,  v), 
et,  plus  généralement,  représentons  par  F  (a  —  n,  v-f-an) 
la  fonction  symétrique  de  même  genre  que  la  proposée 
et  dans  laquelle  chaque  terme  contient  ^ — n  racines 
au  carré  et  v  -h  2  7z  racines  à  la  première  miissance. 
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Cela  posé,  on  doit  former,  d'après  notre  théorie,  les 
yL  -f- 1  égalités  suivantes  : 

—  I  )>lx/'v^-;i^  =  F  (  a,  V  )  H L—^Ff^  — I,  V  H-  2) 

vH-4)(v-f-3).^.  .. 

-frM  -iF{p-  2,  v-l-4)-f-... 


I  .2 
V 


^^  '        ^ -^Ff/Jt— «,  v-h2/2) 


I  .2.  .  .72 

V  -f-  2fJt).  .  .(v  +   fX  -^  l) 


F(o,  V  -I-  2r;.); 
I  .2.  .  .fx  ^  '^^ 

l)^/?lx-lPv4-Ix4-l  —  F({X  —  I,  V  -L-   2) 


I  1.2 

V  4-  2/?].  .  .  (v  +  72  H-  2 


I  .2.  .  .(«  ïj 

V  +  2p).  .  .(v  +  p  H-  2) 


.2...(p-l) 


F(p.  —  «,  V  H-  2/î  I  +.  .  . 

F(o,  V  +  2u) 


H-2fA)...(y-{-pH-/2-!-l' 


1  .  2  .  .  .  (  p.  —  72  ) 


F(0,V-f-2p^ 


(— »)V^l/^v+2ix-l=F(l,V-}-2^--  2)4-   "^ ^F(0,  V+   2fx), 

(— )>v+2^=F(0,V-f-2p), 

OÙ  la  quantité  pi  doit  être  regardée  comme  nulle  si  l'in- 
dice i  est  supérieur  à  m. 

Ajoutons  toutes  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs 

et  supposons  ces  facteurs  choisis  de  manière  que  les 
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quantités 

F(pi  —  I,  V -i- 2),     F(p—  2,  V -h  4-),    ■•.,      F(o,  vH-2pi) 
soient  éliminées  du  résultat;  il  viendra 

.    Nous  allons  maintenant  chercher  les  valeurs  des  fac- 
teurs X|,  X2,  .  .  . ,  Ajj..  Les  équations  qui  déterminent  ces 
facteurs  s'obtiennent  en  donnant  k  nies  y.  valeurs  i ,  2 
3,  .  .  . ,  ^i  dans  la  suivante  : 

V-l-272  (v+2«)(v-f-27Z  —  l) 

fv- 


(» 

-+-  2.n]  (v 

+ 

2/2  - 

-Oi 

[v  H-  2/Z 

— 

^h 

-3+- 

-HO, 

t 

-h  2n)  (v  • 

+ 

I  .2, 
2«  — 

,3 

0- 

..(»  + 

2/2 

—  r 

1.2. . .r 

(vH-2/2).  .  .(v  H-  /2  + 


1.2.     .n 


—  o; 


mais  cette  équation  peut  s'écrire  d'une  autre  manière. 
Posons,  pour  abréger, 

Q    ^  (v  +  2p)(v-4-p-l) 
^  {v-f-2p-2)p 

et 

n   —  p  (v  -r-  2  /z)  (v  H-  2  /2  —  1  ) . . .  (v  -I-   2/2  —  p) 

^'~(v4-2/2  —  2p)/2  ï.2.3...p 

On  aura 

V  H-  2  /2 

=  0,,  -4-  Al, 

I 

et  généralement 

(v  -r-  2  /2)  (v  -i-  2  /2  —  I  ]  •  •  •  (v  -f-  2/2  —  r  -i-  I 
1.2.3.  .  .  /' 


—  ^r-i  ^n-r+i  "f-A,.. 
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D'après  cela,  notre  équation  devient,  en  remarquant  que 
A,i  est  nul, 

-H  A„_2  (^2  -f-  Ô2  >i)  -f-  A„_i  (X,  -I-  Gi  )  =--:.  o. 

En  donnant  successivement  à  «les  valeurs  i,  2,3,  ...,w, 
on  obtient  n  équations,  d'où  l'on  tire  immédiatement 

>1  +  9^  =rr  G,  >3  +  03>2r=r  G,    .  .,  , 

>o  +  0,  X,  ==  G,  >,,  -{-  9„,  >„._,  =  G, 


ou 


>l  =  --(v-f-2), 


>   ^^iJL±mhl±J'-J.l-^ 


V  -h   2/2  —  2)  .72 

En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

,         ,     (v -I- l)  fv -f-  2] .  .  .  fv -!- «  —  i]    V  -!-  2/2 


1.2.  .  .1/2 


ce  qui  permet  d'écrire  immédiatement  la  valeur  de  la 
fonction  symétrique  cherchée  F[ix,  v). 

Il  faut  remarquer  que  notre  procédé  est  en  défaut  dans 
le  cas  de  v  =  o,  mais  la  formule  qui  fait  connaître  l,i  ne 
cesse  pas  toutefois  d'être  exacte.  Dans  le  cas  dont  il 
s'agit,  les  valeurs  de  9^  et  de  A^  deviennent 

^  '  '  ^        '  I  .2.  .  .p  ' 

on  voit  que  An  n'est  pas  nul,  comme  dans  le  cas  gêné- 
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rai,  et  qu'il  est  ici  égal  à  A„_4.   L'équation  entre  In, 
In-iy  '  '  ',  ^i  peut  alors  s'écrire  ainsi  : 

().„  -h  >„_i)  -I-  Al  (>„_!  H-  K-i)-+-  '  ■  • 

H-  A„._2  (>2  +  >1  )  +  A„_i  (>i  +  2)  ~  G  ; 

en  remplaçant  successivement  Ji  par  i,  2,  .  .  . ,  n,  on  ob- 
tient n  équations,  d'où  l'on  tire 

).l  -h  2  =  O,    X2  +  >i  r=:  G,    >3  4-  X2  =  0,   .  .     ,    >„  +  X„_i  =  G, 

et,  par  suite, 

X„  =  (-l)-.2; 

on  a  donc  cette  valeur  de  F(^,  o), 

F(a,  o)  —  p2  _  2/?j,_i7?j,^_i  H-  27?i,_2i^i*+2  —  .  • . 

Méthode  de  Cauchj. 

177.  Gauchy  a  publié,  dans  ses  anciens -£'xercice5  de 
Mathématiques  (4^  année,  p.  io3),  une  méthode  nou- 
velle et  fort  élégante  pour  obtenir  la  valeur  d'une  fonc- 
tion symétrique  et  entière  des  racines  d'une  équation. 
Cette  méthode  consiste  à  éliminer  successivement  de 
l'expression  de  la  fonction  symétrique  qu'on  veut  éva- 
luer chacune  des  racines  de  l'équation  proposée  ;  elle 
repose  sur  la  proposition  suive  nte  : 

Soit  V  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
a,  hj  c,  .  .  . ,  i,  k,  l  d'une  équation 

que  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 

et  supposons  qu'ayant  éliminé  de  l'expression  de  V,  par 
un  moyen  quelconque,  toutes  les  racines  excepté  a,  on 
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ait  mis  la  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un 
polynôme  entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  de  a^  que  l'on  ait,  par  exemple, 

V  :-  Ao<2^  -1-  Al  a"^-^  -I-  .  .  .  -f-  Ai,_i  a  -f-  A^, 

Ao,  A^,  ...  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficients  de  l'équation  proposée;  je  dis 
que,  si  l'on  divise  cette  expression  de  V  par  le  polynôme 

A  =  «-  +pi  «'«-^  -^p"^  a^--^  -'r- .  .    -Vpm-,  a  -hp,„, 

obtenu  en  remplaçant  x  par  a  dans  X,  le  reste  de  la  di- 
vision ne  contiendra  pas  a,  et  sera  précisément  la  va- 
leur de  la  fonction  V. 

En  effet,  si  Q  et  R  désignent  le  quotient  et  le  reste 
de  la  division  V  par  A,  on  aura  V  =::  AQ  -h  R  et,  comme 
A  est  nul, 

VrnR. 

D'ailleurs,  ce  reste  R  est  au  plus  du  degré  m  —  i  en  a; 
nous  le  représenterons  par 

et  l'on  aura 

V  ~  ^0  «"'-!  .-I-  q^  «'«-2  -! . .  .  .  -i-  ^,„__2  a  -i-  </,^_i. 

Mais,  V  étant  une  fonction  symétrique,  on  peut  changer 
les  lettres  a  elb  l'une  en  l'autre,  ainsi  que  a  et  c,  ...  ; 
et  comme,  par  ces  changements,  qo,  qi,  ...  conservent 
leurs  valeurs,  il  s'ensuit  que  l'équation 

qo  ■^-"'^'  -f-  qi  *'""'  +  .-'-^  qm-2-^  -^[qm-l  -  V  )  r::^  G 

sera  satisfaite  en  remplaçant  x  par  l'une  quelconque  des 
772  racines  a,  b^  .  .  .  ^  k,  l\  ce  qui  est  impossible,  à  moins 
que  les  coefficients  ne  soient  tous  nuls,  car  cette  équa- 
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tion  n'est  que  du  degré  m  —  i  ;  on  aura  donc,  en  parti- 
culier, 

qm~X  -  V  --  G 

ou 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  m  ra- 
cines a,b,  c,  .  .  .  ,k,l  sont  inégales  ;  mais  les  conclusions 
précédentes  ne  subsistent  pas  moins,  si  quelques-unes 
de  ces  racines  sont  égales  entre  elles.  Nous  emploie- 
rons, pour  justifier  cette  assertion,  un  raisonnement 
dont  on  fait  un  fréquent  usage  en  Analyse. 

Si  l'équation  X  =  o  a  des  racines  égales,  on  considé- 
rera d'abord  à  sa  place  une  équation  X,  ■=:=■  o,  dont  toutes 
les  racines  seront  inégales,  et  qu'on  obtiendra  en  faisant 
subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients  de  X; 
par  exemple,  si  l'équation  X  =  o  a  trois  racines  égales  à 
a,  et  que  les  autres  racines  soient  différentes,  on  prendra 

_X(x  —  a  —  h](x  —  a—  h'] 

Le  polynôme  Xi  ne  diffère  de  X  qu'en  ce  que  deux  des 
trois  racines  égales  à  a  sont  remplacées  par  a  -j-  //.  et 
a  -{-  h'  :  on  voit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'in- 
sister davantage,  comment  on  devrait  choisir  le  poly- 
nôme X,,  si,  outre  les  trois  racines  égales  à  a,  l'équation 
proposée  avait  plusieurs  racines  égales  à  Z>,  à  c,  .... 
Gela  posé,  substituant  l'équation  X<  ri=  o  à  X  --  o  et 
conservant  d'ailleurs  les  notations  précédentes,  on  arri- 
vera à  l'équation 

V  --  qrn-U 

et  cette  équation  aura  lieu,  quelque  petites  que  soient 
les  quantités  h,  Ii,  ...  ;  elle  aura  donc  lieu  aussi  à  la  li- 
mite, quand  on  fera  h  =.  o,  h'  =^  o,  .... 
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178.  Voici  maintenant  la  méthode  donnée  par  Cau- 
chy,  pour  calculer  la  valeur  d'une  fonction  symétrique 
et  entière  V  des  racines  a,b,  c,  ...,  i,  k,  l  de  l'équation 

Divisons  X  par  x  —  a,  et  désignons  par  X,  le  quo- 
tient; divisons  de  même  Xi  par  x  —  Z>,  et  désignons 
par  X2  le  quotient,  puis  X2  par  x — c,  et  soit  X3  le 
quotient,  et  continuons  ainsi  d'enlever  de  X  tous  les 
facteurs  linéaires  jusqu'à  x  —  A^  inclusivement,  en  sorte 
que  ^m~\  ne  contiendra  plus  que  le  seul  facteur  x  —  /. 
Gela  posé,  considérons  les  m  équations 

X  —  G,        Xi  =:::=  G*       Xg  :=::  O,      .  .  .  ,        X;„_i  —  G. 

La  première  n'est  autre  que  la  proposée,  et  elle  a  pour  ra- 
cines a,b,  c,  ...,k,  l;  la  seconde  a  pour  racines  b,  c,  ...,- 
k,  l,  et  ses  coefficients  sont  exprimés  sous  forme  entière 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  ;  la  troi- 
sième a  pour  racines  c,  .  .  .  ,k,  l,  et  ses  coefficients  sont 
exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de  b  et  des  coef- 
ficients de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  fonction  de  a,  b 
et  des  coefficients  de  la  proposée  ;  et,  en  général,  les  coef- 
ficients de  l'une  quelconque  de  ces  équations  sont  expri- 
més sous  forme  entière  en  fonction  des  coefficients  de  la 
proposée  et  des  racines  qui  n'appartiennent  pas  à  l'équa- 
tion que  l'on  considère.  Désignons  enfin  par  A  la  valeur 
de  Xpour^r:=a,  par  B  la  valeur  de  X<  pour  x=:b,  par 
C  celle  de  X2  pour  x  =zc,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que 
I  sera  la  valeur  de  X„,_3  pour  x  =:  i,  K  celle  de  X„^_2 
pour  X  —  k,  et  L  celle  de  X^^t  pour  x  ^  l;  on  aura 

A=:G,        B=r:G,         C  --  O,      .  .  ,  ,        I  zn    G,         K  —  G,         L  "^  G 

Gela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,  non-seule- 
ment des  racines  de  l'équation  X  =  o,  mais  aussi  des 
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racines  de  l'une  quelconque  des  équations 

X=rO,        Xi=::0,     ...,        X;„_3  =  G,        X;;j_2  =  0,        X^_i  =  0. 

Nous  allons  faire  voir  comment,  en  s'appuyant  sur  cette 
remarque,  on  peut,  à  l'aide  du  théorème  fondamental 
démontré  plus  haut,  éliminer  successivement  chaque 
racine  de  l'expression  de  V. 

D'abord  l'équation  L  =  o,  où  /  entre  au  premier  de- 
gré, permet  de  chasser  immédiatement  /de  l'expression 
de  V.  Considérant  alors  V  comme  fonction  symétrique 
des  deux  racines  A:  et  l  de  l'équation  ^m-2  =  o,  dont 
l'une  /  est  déjà  éliminée,  on  l'ordonnera  par  rapport  à  k, 
et  on  la  divisera  par  K,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut;  le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  k  et 
sera  la  valeur  de  V  débarrassée  des  racines  A  et  /.  On 
considérera  alors  V  comme  fonction  symétrique  des  trois 
racines  î,  k,  /de  l'équation  X^.a  =  o,  dont  les  deux  der- 
nières n'entrent  plus  dans  son  expression,  et,  l'ayant  or- 
donnée par  rapport  à  i,  on  la  divisera  par  I  à  l'effet 
d'éliminer  i]  le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  i 
et  sera  la  valeur  de  V  débarrassée  des  trois  racines  i,  k,  /. 
On  continuera  de  la  même  manière,  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
éliminé  de  V  chacune  des  racines  a,  h,  c,  .  .  . ,  /,  k,  /; 
on  aura  alors  la  valeur  de  cette  fonction  exprimée  par 
les  coefficients  de  l'équation  proposée. 

Il  importe  de  remarquer  que  l'expression  définitive 
de  V  s'obtient  par  de  simples  divisions,  et  que  les  pre- 
miers termes  des  polynômes  A,  B,  G,  .  .  . ,  I,  R,  L,  qui 
servent  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l'unité 
pour  coefficient  :  par  conséquent,  ces  divisions  n'intro- 
duiront aucun  dénominateur;  en  sorte  que,  si  l'expression 
primitive  de  V  est  entière,  non-seulement  par  rapport 
aux  racines  a,  b,  c,  .  •  . ,  i,  k,  l,  qui  y  entrent  symétri- 
quement, mais  encore  par  rapport  aux  coefficients  pi, 
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P2j  •  .  .,  qui  peuvent  eux-mêmes  y  figurer,  l'expression 
définitive  de  V  sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coef- 
ficients ;  enfin,  si  ces  mêmes  coefficients  sont  des  nom- 
bres entiers,  V  sera  pareillement  un  nombre  entier.  Ce 
résultat  important,  que  nous  n'avions  pas  établi  complè- 
tement par  notre  première  méthode,  mais  qui  résulte 
immédiatement  de  la  méthode  de  Waring,  se  déduit  aussi, 
comme  on  voit,  de  la  méthode  de  Gauchy. 

Application  de  la  méthode  de  Cauclij  à  un  exemple. 

179.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  Gauchy  à 
la  détermination  du  produit  des  carrés  de  toutes  les 
différences  des  racines  d'une  équation  donnée,  prises 
deux  à  deux.  Get  exemple  suffira  pour  montrer  com- 
ment on  peut,  par  des  artifices  convenables,  simplifier 
dans  certains  cas  l'emploi  de  la  méthode. 

Soient  toujours  a,  b,  c,  .  .  . ,  A,  /  les  jji  racines  de  l'é- 
quation 

(  I  )  X  =  x'«  -i- p,  a:'"-'  -f-  p^x"'" 2  -f. ...  -4-  p„,_^  X  -\-p„,  =z  o  ; 

soient  aussi 

et 

V  sera  le  produit  des  carrés  des  différences  de  racines  de 
l'équation  (i),  prises  deux  à  deux,  et  Vi  le  produit  des 
carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 

X 


ou 


X  —  a 

Pi 

.r— 2-1-/., 

a 

H-/?i« 

-l-«2 

=:;0, 


-I-  Pm-\ 
+  Pm—ï 
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Cela  posé,  on  a 

Mais  le  produit  [a  —  b)  (a  —  c) .  .  .  (a  —  A)  (a —  Z)  est 
égal  (n°  49)  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée  du  poly- 
nôme X  pour  X  =  a,  c'est-à-dire  égal  à 

m^'n-i  ^(^rn  —  \]j?i  «'"-2  H-  .  .  .  -^ 7?,„_i ; 

donc  on  aura 

V  =  Vi  [ma'"-^  4-  (m  —  i)  pi  «"'-'-  4-  .  .  .-\-p,n-i]\ 

D'après  cela,  si  nous  admettons  qu'on  sache  former  la 
valeur  de  la  fonction  V  pour  une  équation  de  degré 
jfi  —  I ,  on  pourra  également  trouver  la  valeur  de  cette 
fonction  pour  une  équation  du  degré  m.  Effectivement, 
par  hypothèse,  on  sait  exprimer  la  valeur  de  V|  par  les 
coefficients  de  l'équation  (2),  c'est-à-dire  en  fonction 
de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  ;  donc  la  fonction  V 
pourra  elle-même  être  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme 
ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  a,  et,  en  divisant 
ce  polynôme  par  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée, dans  lequel  on  aura  remplacé  x  par  a,  le  reste 
de  la  division  donnera  la  valeur  cherchée  de  V.  Or  on 
sait  calculer  la  fonction  de  V  pour  une  équation  du 
deuxième  degré  ;  on  pourra  donc  calculer  cette  fonction 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  puis  pour  celle  du 
quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

Cas  de  l'équation  du  troisième  degj^é.  —  L'équation 
proposée  est 

et  Ton  a 

Y  =[a  —  hY[a  —  cY[b  —  c)\ 

\,  =  [b-c)\ 
S.  —  Alg.  sup.y  I.  \'^ 


402  COUKS    D*ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

Vj  étant  relatif  à  l'équation  du  deuxième  degré, 


-ha 


.r  -f-  ^  =  O. 
-+-pa 
-h  a^ 


On  a  immédiatement 

Vi==(/?H-«)-  — 4(<Z  -r-pa-ha-)  =  —  3<2- —  ipa-\-[p-  —  ^q)\ 

d'ailleurs 

[a  —  b)[a  —  c)  ==r  3«^  -t-  2/?«  +  <7, 

par  suite 

V  =(—  3^2—  2/?«  -+-/?-—  47)(3«2 -4-  27?«  -4-^)2 


=  —  27  a*^  —  54/?«!"^  —  "^IP^' 
-54^ 


—  72/?<7      — 18/?'^<7      — ^^PT 

Divisant  cette  valeur  de  V  par  a^  -h pa"-  -h  qa,-\-  r,  on 
trouve  pour  quotient 

—  27 «^ —  27/?«-—  27<7«  4-  (4p^  -i-  27'"  —  i^T?*?), 

et  pour  reste 

—  ^T —  27/-^-}-  l^pqr  -\- p' q'^  —  4/^^'"' 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  V  que  nous  cher- 
chons. On  trouvera  dans  le  Chapitre  suivant  une  méthode 
plus  expéditive  pour  résoudre  la  même  question. 

Formation  de  l' équation  de  laquelle  dépend  unefonc  - 
tion  rationnelle  et  non  symétrique  des  racines  d'une 
équation  donnée. 

180.  Soient  a^h,  c,  ...,  h,  /les  m  racines  d'une  équa- 
tion donnée  X  =:  o,  et 


a-^pq- 
-47^ 


V=rF(a,  6,  c,.-..) 
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une  fonction  rationnelle  donnée  de  ces  racines,  ou  de 
quelques-unes  d'entre  elles.  La  théorie  des  fonctions 
symétriques  conduit  à  une  méthode  très-simple  et  très- 
élégante  pour  former  l'équation  dont  V  dépend.  Nous 
allons  développer  ici  cette  méthode. 

Si  la  fonction  V  contient  n  des  m  racines,  le  plus  grand 
nombre  de  valeurs  qu'elle  puisse  prendre  quand  on 
échange  les  lettres  «,  h^  c,  ,  .  . ,  k,  l  les  unes  dans  les 
autres,  de  toutes  les  manières  possibles,  sera  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  n 
à  72,  c'est-à-dire  égal  à 

m  [m  —  1  )  ( m  —  2  ) .  .  .  (  m  —  /?  -f-  i  ) . 

Mais  il  peut  arriver  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes 
de  V  soit  beaucoup  moindre  ;  nous  désignerons  par  ^  ce 
nombre  de  valeurs,  et  par 

les  /x  valeurs  de  V.  L'équation  en  V  sera  alors 

(V-V,)(V~V,)...(V-V,)  =  o 
ou 

v^-f-  Pi  \^-'  -+-  P2  yi^-^  4- . . .  +  Pi._i  V  +  Pi.  =  o, 

en  posant 

V,-f-V,4-...+V,  =  -P„ 

ViV^-h =  P2, 

V1V2 V,  =  (-ifP,. 

Or  les  quantités  ?<,  P2,  .  .  . ,  P^,  sont  des  fonctions  sy- 
métriques des  quantités  V< ,  Vo,  .  .  . ,  et,  par  suite,  elles 
sont  aussi  des  fonctions  symétriques  des  racines  a,  Z>, 
c,  .  .  .  de  l'équation  proposée  ;  on  pourra  donc  calculer 
les  coefficients  de  l'équation  en  V  par  l'une  des  méthodes 
que  nous  avons  exposées. 

26. 
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Nous  avons  admis  comme  évident  que  toute  fonction 
symétrique  des  quantités  Vi,  V2,  ...  est  aussi  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  a,  l?,  c,  ....  Voici,  au  sur- 
plus, un  moyen  très-facile  de  le  démontrer. 

Par  hypothèse,  les  quantités 

(i)  V„   V,,  ...,  V, 

sont  toutes  distinctes,  et  ce  sont  les  seules  valeurs  que  V 
puisse  avoir.  Faisons  subir  aux  lettres 

a,    0,   c,   .  . .,    /,  / 

une  permutation  quelconque,  et  supposons  que  Y<  se 
change  en  V',,  Vo  en  V^,  ...  ;  les  quantités 

(2)  V,,  v'„  ...,  v; 

devront  toutes  se  trouver  dans  la  série  V< ,  Vo,  .  .  . ,  puis- 
que cette  dernière  comprend  toutes  les  valeurs  de  V;  je 
dis,  en  outre,  que  tous  les  termes  de  la  série  (2)  sont 
différents,  et  que,  par  suite,  cette  série  coïncide  avec  la 
série  (i)  :  on  ne  peut  avoir,  par  exemple,  V,  ^V'j,  car 
\^  et  Y2  ne  diftèrent  de  V,  et  V'^  qu'en  ce  que  les  quan- 
tités dont  ces  fonctions  dépendent  y  sont  désignées  par 
des  lettres  différentes,  et  l'égalité  V,  =  Y'^  entraînerait, 
en  conséquence,  Y^  =  Vo*ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  fait  subir  aux  lettres  a, 
b,  c,  ...  un  changement  quelconque,  les  quantités  V^, 
V2,  ...,  ne  feront  que  s'échanger  les  unes  dans  les 
autres;  par  suite,  une  fonction  symétrique  de  ces  fonc- 
tions ne  sera  pas  changée,  et  elle  sera  aussi  symétrique 
relativement  aux  quantités  a,  b,  c,  .  .  . ,  A,  /. 

On  peut,  dans  bien  des  cas,  simplifier  le  calcul  de 
l'équation  en  V;  on  en  verra  un  exemple  dans  la  re- 
cherche de  l'équation  qui  a  pour  racines  les  carrés  des 
différences  des  racines  d'une  équation  donnée,  prises 
deux  à  deux. 
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Equation  aux  carrés  des  différences. 

181.   Soient  toujours  a,  b,  c,  .  .  .,  k,  l  les  m  racines 
de  l'équation  X  :=  o,  et  posons 

V  =  f 


[a-by-. 


m  [m  —  I 


l'équation  en  V  sera  du  degré  — ^ =  ^i,  qui  est  le 


nombre  des  combinaisons  de  /;z  lettres  deux  à  deux, 
puisque  la  fonction  V  est  symétrique  par  rapport  aux 
deux  lettres  qu'elle  contient.  Soit 

cette  équation,  dans  laquelle  les  coefficients  P,,  Po,  .  .  . 
sont  des  fonctions  symétriques  des  racines  de  l'équa- 
tion proposée.  Les  valeurs  deP<,  Po,  .  .  .  seront  données 
par  les  formules  de  Newton,  si  l'on  connaît  les  sommes 
des  puissances  semblables  S|,  S^,  .  .  . ,  S^  des  racines  de 
l'équation  en  V;  tout  est  donc  ramené  à  calculer  ces 
dernières  sommes  en  fonction  des  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée,  ou  en  fonction  des  sommes  5j,  .^o,  ... 
des  puissances  semblables  de  ses  racines,  puisque  les 
sommes  s^,  S2,  ...  s'expriment  par  les  coefficients,  au 
moyen  des  formules  de  Newton. 

Voici  le  procédé  indiqué  par  Lagrange  pour  calculer 
les  sommes  S^,  So,  .  .  .  relatives  à  l'équation  en  V,  au 
moyen  des  sommes  Si^s-j,  ...  qui  se  rapportent  à  l'équa- 
tion proposée. 

Posons 

si  l'on  donne  à  x  successivement  les  valeurs  a,  b,  c,    .    , 
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k,  l,  et  que  l'on  ajoute  tous  les  résultats,  on  aura 

cp(rt  ) -f- ^(  6)  +  .  .  . -f- <?  (/)  =  (rt  — />)2-'' +  . . .  4- («  — /J^'^ 


Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  évidemment 
égal  à  28/^;  donc 

D'un  autre  côté,  en  développant  les  différents  termes  de 
!jp(x),  on  trouve 


1.2 

I.  2 


o  ni  o  n  —  I  \ 
1.2 

ou 

2  /?  {  2  7? I  ' 

'  '  1.2  " 

Remplaçant  x  successivement  par  a,   h,  c,  .  .  . ,  l,    et 
ajoutant  tous  les  résultats,  on  aura  la  valeur  suivante 

de  <p  (  a  )  -f-  ^  (  ^  )  -h .  .  .  +  !p  (  /)  ou  de  2  S«  : 

Q.Ti(in  —  i) 

2  S„  =:  m.Ço/i  —  2  ns^  f!^n-\  H ^ '^o  •'^•>,7-^  —  ...  -h  w.?,„ . 

1.2 

Les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
dans  le  second  membre;  par  suite,   on  a  cette  valeur 

de  S,,, 

2  7?  (  2  7Z  —  1  ) 
1.2 

,     1  iniif.n  —  I ) ...  f 7?  H--  1 1 

—\— L ' ^ L    c     ç 

— !—  o  -"'«"*«• 

2  1  .  2  .  O  .  .  .  72 
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En  donnant  à 72  les  valeurs  successives  i,  2,  3,  .  . . ,  |ui,  on 
connaîtra  les  sommes  S<,  S2,  •  • . ,  Sj^  dont  on  a  besoin  ; 
on  achèvera  ensuite  le  calcul,  comme  nous  l'avons  indiqué 
précédemment. 

Cas  de  l'équation  du  troisième  degré.  —  Prenons 
pour  exemple  l'équation  du  troisième  degré 

ar^  -\' p x'^  -\-  q,T  -{-  rr=z  o 

et  soit 

V3  -f-  PV2  +  QV  -f-  R  =  o 

l'équation  aux  carrés  des  différences. 
On  trouve 


s^—p-—  iq, 

^3  —  —  p5  +  ^pq  —  3  r, 

^,,=p'*  —  ^p^q-^r/\pr-\-iq^, 

A-  :=  — p^  H-  5/>'^ q  —  5/?^ r  —  ^pq"^  H-  5 qr, 

S(,  z=zp^  —  67?^  q  H-  6p^ /'  +  9/?^ q^  —  1 2pqr  —  2q^  -\-  3r^; 

puis 

Sir=:3.V2  —  .<•;  =  ?./?-—  6^, 

52  =  3.Ç4  —  ^Sy  ^3  +  3.^2  =  2p*  —  I2p^q  -h  l8q-, 

53  =  3.96  —  6^1*5  +  l5s.;>S^  —  ÎOSI 

=  2p^  —  l8/?*<7 —  I2p^ r-\-  5'J p^ q^  -h  5^pqr — 66 «7^ — Sl/-^, 
et  enfin 

P  — —  Si  =  — 2/?2  +  6<7, 
qz= —  ==p^_6/?-^-4-97-, 

_.  S.-f-PS.-f-QS,        .    .         ,  ,        ç.  ,    .    , 

R=: : =i^p'r — p^q^  —  lOpqr-\-^q^  -+- 2^  r- . 

On  suivrait  une  marche  toute  semblable  pour  former 
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l'équation  aux  sommes  deux  à  deux  des  racines  d'une 
équation  donnée. 

Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  d'une  ou  de 
plusieurs  racines  d'une  équation. 

182.  La  méthode  générale  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  s'applique  avec  le  même  succès,  que  V  soit  ou 
non  une  fonction  entière  des  racines  a,  b,  c,  ...  ;  mais 
on  peut  facilement  démontrer  qu'une  fonction  ration- 
nelle d'une  ou  de  plusieurs  racines  d'une  équation  peut 
toujours,  si  elle  n'est  pas  entière,  être  remplacée  par  une 
fonction  entière  équivalente. 

Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  suivant, 
relatif  aux  fonctions  rationnelles  d'une  seule  racine   : 

Théorème.  —  Toute  fonction  rationnelle  et  non  en- 
tière d' une  racine  a  d'une  équation 

(.)  f(.r]=0 

de  degré  m  est  équi\^alente  à  une  jonction  entière  d\in 
degré  inférieur  à  m . 

Soit,  en  effet,  la  fonction  rationnelle  77 — {-)  où  c?  et  il/ 

désignent  des  fonctions  entières;  on  aura  identiquement 

h,  C,  .  .  . ,  /désignant les  autres  racines  de  l'équation  (i). 
Le  dénominateur  (|/(<7)  ^[b)  .  .  .  ^[l)  à\x  second  membre 
est  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'é- 
quation (i),  et  il  peut  en  conséquence  s'exprimer  ration- 
nellement parles  coefficients  de  cette  équation.  Pareille- 
men  t  le  facteur  ^^  (  ^  )  ^j^  (  c  )  .  .  .  ^  (  /)  du  numérateur  est  une 
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lonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'équation 

,x  —  a 

et  on  peut  l'exprimer  sous  forme  rationnelle  et  entière, 
en  fonction  des  coefficients  de  cette  équation,  c'est-à-dire 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  l'équation  (i). 
D'après  cela,  l'égalité  (2)  prendra  la  forme 

?(«).9(«), 


où  ô(rt)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel,  par 
rapportait.  En  effectuant  le  produit  des  polynômes  c^  et0, 
notre  fraction  deviendra 

■\^  =r  Ao  -4-  Al  rt  -f-  A,  «2  4-  .  .  .  H-  Aa  à^\ 

et  je  dis  qu'on  peut  supposer  le  degré  \k  inférieur  à  m.  En 
effet,  de  l'équation /'(«)  =  o  on  peut  tirer  la  valeur  de  à^ 
qui  sera  exprimée  par  un  polynôme  du  degré  ni — i  ;  en 
multipliantparrt  cette  valeur  de  a"%  on  aura  <2"'+' ,  qui  sera 
exprimée  par  un  polynôme  du  degré  m,  mais  qu'on  pourra 
abaisser  au  degré  m — i,  en  remplaçant  a'"  par  la  valeur 
trouvée  précédemment.  En  continuant  ainsi,  on  expri- 
mera chaque  puissance  de  a,  à  partir  de  la  //z'*^™*',  par  un 
polynôme  du  degré  m —  i ,  et,  par  suite,  on  pourra  chas- 

ser  del  expression  de  v-7 — :  Que  nous  avons  trouvée  toutes 

les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (m  —  i)'''™^.  Mais  on 
peut  aussi  opérer  comme  il  suit  :  si  \}.  est^  m^  on  divi- 
sera le  polynôme  Ao -f-A<  <2 -}-...  pary(<3),  et  en  dési- 
gnant par  Q  le  quotient,  par  xs^a)  le  reste  qui  est  de 
degré  inférieur  à  m^  on  aura 

^  =  Ao -f- Ai«  +  .  .  .=/(«^)  X  Q-f- t:^(«)  ; 
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d'ailleurs  y  (a)  étant  nulle,  on  aura  simplement 

?(«)  f     ^ 

OÙ  cj  désigne  un  polynôme  de  degré  m  —  i  au  plus. 

183.  Quoique  la  démonstration  précédente  ne  laisse 
rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  clarté, 
nous  en  présenterons  une  seconde  qui  aura  l'avantage  de 
nous  fournir  un  procédé  plus  facile  pour  trouver  la  forme 
entière  qui  convient  à  une  fonction  fractionnaire  donnée. 

Soit  toujours  —j — J  la  fraction  donnée,  a  étant  une  racine 

def(x)  ^  o.  On  peut  supposer  ^(a)  de  degré  inférieur 
à  m;  car,  si  le  contraire  avait  lieu,  on  ferait  disparaître 
de  ^{a)  les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (77*  —  ijieme 
par  l'vin  des  procédés  indiqués  précédemment. 

Gela  posé,  opérons  sur  les  polynômes  f{a)  et  ^(«) 
comme  s'il  était  question  de  trouver  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur;  on  aura  cette  suite  d'égalités 

^(«)=:RlQ2-f-R2, 
Rj  irzrRgQg  +  R3, 


R;,_2==R„_iQ«  +  R„, 

OÙ  Kn  ne  contient  plus  la  quantité  a.  Or,  f[a)  étant 
nul,  on  aura 

R2  =  (i-t-QiQ2)^(«), 

R3  =  -(Qi  +  Q3  +  QiQ2Q3)^(^), 


la  dernière  de  ces  égalités  sera  de  la  forme 

R„  =  G(«).^i.(«-), 


SECTION    II.    CHAPITRE    I.  4ll 

9 [a)  désignant  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rap- 
port à  a,  et  l'on  en  tire 


on  a  donc 


(p  (a)         w  [a).Q[a) 

H^)^  '    R. 


/1  1  1?")  •^  > 

(^elte  valeur  de  j^, — r  est  entière  par  rapport  a  a,  puisque 

R,i  ne  contient  pas  a,  et,  si  elle  renferme  des  puissances 
de  a  supérieures  à  la  {m  —  ij'eme^  ^j^  pourra  les  faire 
disparaître  par  le  procédé  que  nous  avons  indiqué  au 
n« 182. 

A  la  vérité,  cette  méthode  semble  en  défaut  dans  le  cas 
où  les  polynômes  cp  [x)  etf[x)  ont  un  diviseur  commun  ; 
car,  dans  ce  cas,  la  quantité  désignée  par  R/^  est  nulle, 
ainsi  que  Q[a)  :  mais  alors  on  pourra  enlever  àa  f[x), 
*[3ar  une  simple  division,  tous  les  facteurs  linéaires  qui 
sont  dans  ç|;(a:),  et  parmi  lesquels  ne  se  trouve  pas  x  —  a, 
car  autrement  ^J; (a)  serait  nul.  En  désignant  pary<(.r) 
le  résultat  ainsi  obtenu,  a  sera  racine  àe  fx(x)  =  o,  et 
le  polynôme  ^(x)  étant  dès  lors  premier  avec/i  [x),  on 
pourra  appliquer  la  méthode. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  fonction  rationnelle 
la  plus  générale  d'une  racine  d'une  équation  de  degré  Jii 
est  une  fonction  entière  du  degré  m — i,  renfermant  par 
conséquent  ni  coefficients  arbitraires. 

Exemple.  —  Toute  fonction  rationnelle  d'une  racine  a 
de  l'équation  du  troisième  degré 

.x^  -{-p.x^  -f-  Ijr .r  -}-  r  r=r  o 

peut  être  mise  sous  la  forme 

A-i-Ba  +  C«-; 
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mais  il  est  souvent  préférable  de  prendre  une  forme  frac- 
tionnaire dans  laquelle  les  deux  termes  soient  linéaires,  et 
cela  est  toujours  possible;  car,  si  l'on  divise  l'un  par  l'autre 
les  polynômes  a^ -\~  pa- ■+- q a -\- r  et  Ca^-h  Ba -{- A, 
dont  le  premier  est  nul,  on  aura  un  quotient  et  un 
reste  du  premier  degré  en  a,  d'où  il  résulte  que  la 
fonction  A  -{-  Ba  H-  C«-  peut  être  mise  sous  la  forme 
M^-f-N 
^  4-P    ' 

184.  Extension  aux  fonctions  rationnelles  de  plu- 
sieurs RACINES  d'une  ÉQUATION.  —  La  méthodc  précédente 
a  surtout  l'avantage  de  pouvoir  être  appliquée  aux  fonc- 
tions rationnelles  de  plusieurs  racines  d'une  équation. 
On  a,  en  effet,  ce  théorème  : 

Toute  fonction  rationnelle  non  entière  de  plusieurs 
racines  d'une  équation  peut  être  remplacée  par  une 
fonction  entière  des  mêmes  racines.  ^ 

Rien  ne  sera  changé  à  nos  raisonnements,  si  la  fonc- 

tion  7^ — :•?  que  nous  avons  considérée,  renterme  d  autres 

racines  bj  e,  ...  de  l'équation  y(^x)  =  o,  et  cette  fonc- 
tion pourra  se  mettre  sous  la  forme  Aq  -f-  Aj  a  -f-  .  .  . , 
Ao  et  Al  étant  des  fonctions  rationnelles  de  racines  parmi 
lesquelles  ne  se  trouve  pas  a.  A  leur  tour,  on  pourra 
rendre  ces  fonctions  Aq,  A,,  ...  entières  par  rapport  à 
une  autre  racine  b,  puis  par  rapport  à  une  troisième,  et 
ainsi  de  suite. 

Méthode  d'élimination  fondée  sur  la  théorie  des 
fonctions  symétriques, 

185.  Parmi  les  applications  que  l'on  peut  faire  de  la 
théorie  des  fonctions  symétriques,  on  doitregarder  comme 
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l'une  des  plus  importantes  la  méthode  d'élimination  que 
nous  allons  exposer. 

Considérons  deux  équations,  des  degrés  m  et /i  respec- 
tivement, contenant  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables  jo,  j,  ...  et  entre  lesquelles  il  s'agit  d'élimi- 
nevj.  Nous  supposerons  ces  équations  complètes,  et  leurs 
coefficients  entièrement  indéterminés,  et,  les  ordonnant 
par  rapport  à  y,  nous  les  représenterons  par 

(l)         J"'  -V-p.f'"-'  -\-p^r'-^  +  .  .  .  ^Prn-Xl  -\--p,n  =■  O, 

(2)    j"  -r  <7iJ"~^-+-'72j''^^  +•  •  --^qn-ii  ■+■  qn  =0. 

Les  coefficients  pi,  po,  -  -  ' ,  ^i,  ^i,  •  •  •  sont  des  fonc- 
tions entières  de  x,  etc. 

Désignons  par  a,  b,  c,  .  .  . ,  k,  l  les  m  racines  de  l'équa- 
tion (i)  ;  ces  racines  dépendent  de  x  et  des  autres  varia- 
bles, s'il  y  en  a;  en  les  substituant  à  j,  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (2),  on  aura  les  ni  résultats 

/   rt"  4-  <7i  a'--'  -{-  q^a"--  -f-  .  .  .  -{-  q„_^  a  -f-  q,,, 

\  b^^  -f-  q, h^~'  +-  72  ^"- ■-  -^  • . .  -+-  qn-x  ^-^qn-, 

/     > 

\    /'^  -f.  q,  l"-'^  -{-  q,  /"-2  +  .  .  .  4_  ^^_^  l  _|_  ^^^. 

Gela  posé,  si  l'on  forme  le  produit  de  tous  ces  résultats,  et 
que  l'on  désigne  par  V  ce  produit,  il  est  facile  de  voir  que 

V=iro 

sera  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  dej>"  entre 
les  deux  équations  proposées.  En  effet,  l'équation  finale 
qui  résulte  de  l'élimination  de  j^  entre  deux  équations  est 
simplement  la  condition  nécessaire  pour  que  ces  deux 
équations  aient  une  racine  commune,  et  il  est  bien  évi- 
dent que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
équations  (i)  et  (2)  aient  une  racine  commune  est  que 
l'un  des  résultats  (3),  ou  leur  produit  V,  soit  nul. 
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D'ailleurs,  V  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l'équation  (i),  qui  contient,  en  outre,  ration- 
nellement les  coefficients  de  l'équation  (2);  on  pourra 
donc  exprimer  cette  fonction  rationnellement  par  les 
coefficients  des  équations  (i)  et  (2). 

186.  La  méthode  précédente  conduit  facilement  au 
théorème  de  Bezout,  relatif  au  degré  de  l'équation  finale. 

Nous  supposerons,  comme  précédemment,  que  les  deux 
équations  (i)  et  (2),  l'une  du  degré  m,  l'autre  du  degré  n, 
soient  complètes,  et  que  leurs  coefficients  soient  dans 
une  complète  indépendance.  Alors  les  quantités  p^  et  q ^ 
sont  des  fonctions  entières  du  premier  degré  par  rapport 
aux  variables  x,  ...  qui  figurent  dans  les  équations 
proposées;  pareillement,  p2,  (ji  sont  du  deuxième  degré, 
et,  en  général,  le  degré  des  coefficients  de  j  dans  les 
équations  (i)  et  (2)  sera  indiqué  par  leur  indice.  Cela 
posé,  je  dis  que  : 

Le  degré  de  l' équation Jinale  qui  résulte  de  V élimina- 
tion d'une  ^variable  j,  entre  deux  équations  complètes 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés  et  indépendants 
les  uns  des  autres,  est  précisément  égal  au  produit  des 
degrés  des  deux  équations. 

Considérons,  en  efi'et,  un  terme  quelconque  du  pro- 
duit des  expressions  (3),  par  exemple 

qj,^^qr,^^...qrt-xa''b^  ...l"', 

ce  terme  se  trouvera  dans  V,  ainsi  que  la  fonction  symé- 
trique dont  il  fait  partie.  V  est  donc  la  somme  d'expres- 
sions de  la  forme 

qn-u.qn-Z  ...<7„--A  «*^»^  .../\ 

en  observant  qu'il  faut  remplacer  q,^_^  par  i,  si  a  =  «, 
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et  de  même  pour  les  autres.  Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus    haut,    le    facteur    q^—^qn-Q-  •  '^n-'k   ^st   du    degré 

(ji  —  a)-t-(/2  —  ê) -h . . . H- (/z  —  a)  ou 77271  —  (a-f-o-r  ...-f-^) 
par  rapport  aux  variables  x,   ...  ;  si  donc  nous  faisons 

voir  qrie  le  second  facteur  \  a'^b^ .  .  .Z^,  est,  par  rapport 

à  ces  mêmes  variables  x,  .  .  . ,  du  degré  a  -f-  c  -v-  .  .  .  -h  ?., 
il  s'ensuivra  que  le  terme  de  V  que  nous  considérons  est 
du  degré  77777,  et  que  V  est  lui-même  de  ce  degré.  Les 
coefficients  /?^,  p2,  ...  de  l'équation  (i)  étant,  par  rap- 
port 3l  X,  .  .  . ,  d'un  degré  égal  à  leur  indice,  il  en  sera  de 
même  des  sommes  de  puissances  semblables  Sf,  ao,  .  .  . 
de  ses  racines  ;  cela  résulte  immédiatement  des  formules 
de  Newton.  Ainsi  le  degré  d'une  fonction  symétrique 
simple  telle  que  s^  est  le  même,  soit  que  l'on  considère  s^ 
comme  fonction  de  a,  b,   .  .  . ,  soit  qu'on  la  considère 

comme  fonction    de   x,    ....    Enfin,  \  a"-b^ .  .  .P'  peut 

s'exprimer  en  fonction  des  sommes  s^  par  une  formule 
entière  qui  est  du  degré  a  -h  S  4-  ...  -f-  X  par  rapport 
aux  racines  a,  b,  .  .  . ,  et  qui  est,  par  conséquent,  aussi 
du  même  degré  par  rapport  à  a:,  ....  Le  théorème  est 
donc  démontré. 

Nous  avons  admis  comme  évident  que  les  termes  de 
degré  77777,  qui  se  trouvent  dans  V,  ne  peuvent  se  détruire, 
tant  qu'on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (i)  et(2).  On  peut,  au  surplus,  mettre  ce  fait  hors 
de  doute  en  se  référant,  comme  nous  l'avons  fait  au 
n°71,  au  cas  particulier  de  deux  équations  dont  les  pre- 
miers membres  sont  décomposables  en  facteurs  linéaires. 

187.  Si  les  coefficients  des  équations  (i)  et  (  2)  ont  des 
valeurs  déterminées,  on  pourra  toujours  leur  appliquer 
le  raisonnement  du  n°  185,  pourvu  que  ces  équations 
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contiennent  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  qu'on 
élimine.  On  est  ainsi  conduit  à  la  proposition  suivante, 
qui  est  générale  : 

Le  degré  de  V  équation  finale  résultant  de  V  élimina- 
tion d'une  inconnue  entre  deux  équations  qui  en  con- 
tiennent plusieurs  est  au  plus  égal  au  produit  des  de- 
grés de  ces  équations. 

Ce  dernier  théorème  subsiste  lors  même  que  les  équa- 
tions proposées  manquent  de  la  plus  haute  puissance  de 
l'inconnue  qu'on  élimine. 

Soient,  en  effet,  deux  équations  entre  deux  variables  j: 
et  j^,  ayant  respectivement  in  et  n  pour  degrés  et  man- 
quant du  ternie  le  plus  élevé  enj)^.  En  considérant  x  elj 
comme  des  coordonnées  rectilignes,  ces  deux  équations 
appartiendront  à  deux  courbes,  et  le  degré  de  l'équation 
finale  résultant  de  l'élimination  àey  sera  égal  au  nombre 
des  points  d'intersection  féels  ou  imaginaires  de  ces 
courbes.  Par  conséquent,  ce  nombre  ne  changera  évi- 
demment pas,  si  l'on  rapporte  les  deux  courbes  à  d'au- 
tres axes  de  coordonnées  ;  mais  alors  les  nouvelles  équa- 
tions de  ces  deux  courbes  se  déduisent  des  anciennes,  en 
remplaçant  x  ely  par  des  fonctions  linéaires  ax  -\-  bj, 
d X  -\-  b'j,  et  elles  contiendront  évidemment,  l'une  un 
terme  en  j)  "%  l'autre  un  terme  enj)^",  à  cause  de  l'indé- 
termination de  b  et  de  b'  ;  le  degré  de  l'équation  finale 
en  X  résultant  de  l'élimination  de  j  entre  ces  nouvelles 
équations  sera  donc  au  plus  égal  à  mn  :  par  suite,  le 
nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  ne 
pourra  surpasser  mil,  et  il  en  sera  de  même  du  degré  de 
l'équation  finale  qui  résulterait  de  l'élimination  de  j 
entre  les  deux  proposées. 

La  même  démonstration  s'applique  au  cas  où  les  deux 
équations  proposées  contiennent,  outre  x  et  j-,  d'autres 
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variables  u,  z,  , ,  , .  En  effet,  si  l'on  pose 

Z=  k.T,        U=Z  À'  X,        .  .  ., 

et  que  l'on  considère /r,  A',  . .  . ,  comme  des  paramètres,  le 
raisonnement  précédent  s'appliquera  aux  deux  équations 
proposées  qui  ne  renferment  plus  que  x  et  j^.  Par  où  l'on 
voit  que  l'équation  finale  en  x,  z,  u,  . .  . ,  résultant  de 
l'élimination  dej^  sera  au  plus  du  deg^ré  jnn,  si  l'on  y 
remplace  z,  u,  .  ,  .,  par  kxy  h'x,  .  .  . ,  et  cela,  quels  que 
soient  A,  //,  .  <> .  ;  mais  cette  substitution  ne  change  évi- 
demment pas  son  degré,  lequel  ne  pourra  donc,  en  aucun 
cas,  surpasser  nin. 

On  verra  plus  loin  qu'on  peut  fixer  avec  précision, 
dans  chaque  cas  particulier,  le  degré  de  l'équation  finale 
qui  résulte  de  l'élimination  d'*une  inconnue  entre  deux 
équations  données. 

188.  Quand  on  opère  l'élimination  dans  le  but  d'ob- 
tenir les  systèmes  de  solutions  de  deux  équations  à  deux 
inconnues,  il  faut  déterminer  en  outre  les  valeurs  de  l'in- 
connue éliminée,  qui  répondent  à  chaque  racine  de  l'équa- 
tion finale  ;  on  a  vu  au  n'^  73  comment  on  doit  diriger  le 
calcul  pcfur  remplir  cet  objet.  Au  reste,  comme  l'équation 
finale  en  x  exprime  que  les  équations  proposées  ont  une 
racine  commune  j-,  on  peut  déterminer  celle-ci  par  le  pro- 
cédé suivant,  qu'Abel  a  fait  connaître  dans  le  tome  XVIl 
des  Annales  de  Mathématiques  de  Gergonne. 

Soient  les  deux  équations 

(2)     F(j)  ==  j«  +  <7i  J"-^  H-  72 J""'  +  ...  +  qn~\y  +  q,i  =  o, 

qui  ont  une  racine  commune  j'^i ,  mais  qui  n'ont  que  cette 
seule  racine  commune,  et  proposons-nous  de  la  calculer. 
Désignons  par  y^ ,  jo,  .  .  . ,  y^  les  n  racines  de  l'équa- 
S.,  Jl^.  Slip.  —  I.  27 
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lion  (2),  et  portons-les  dans  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (  i)J'{j)  ;  on  aura  ces  7i  résultats 

^(ji],  /(J2),  /(js),   .  .  -,  /(j«), 

dont  le  premier  est  nul.  Faisons  ensuite  les  produits 
n  —  I  à  7^  —  I  de  ces  n  quantités,  et  désignons  générale- 
ment par  Rjj,  celui  de  ces  produits  qui  ne  contient  pas  le 
facteury*(r[A)  '■>  les  quantités 

R,,  R„  R3,    ...,  R,, 

seront  toutes  nulles,  à  l'exception  de  la  première.  Ces 
quantités  sont  exprimables  rationnellement,  la  première 
en  fonction  de  ji,  la  seconde  en  fonction  de  ^'^o?  •  •  •  ?  la 
dernière  en  fonction  de  y,,  ;  en  effet,  B,.  est  une  fonction 
symétrique  des  quantités  yt,  j^^  •  •  •?  Jm  excepté  j)^j^, 
c'est-à-dire  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'é- 
quation 

Ffr) 


ou 


r 


J— J:. 

Jy 

!-  ^1 

r-'  +  q. 

y- 

+-Ji^ 

+  ...==Oj 


Rjj,  pourra  donc  s'exprimer  sous  forme  rationnelle  et  en- 
tière en  fonction  de  j^^  et  des  quantités  connues  qui  en- 
trent dans  les  équations  (  i  )  et  (  2  ) ,  de  la  manière  suivante  : 

En  outre,  par  l'un  des  procédés  indiqués  aux  n"^  182  et 
183,  on  pourra  chasser  de  l'expression  de  Rj^  toutes  les 
puissances  de  j,,  supérieures  à  la  (n  —  1)''"'%  en  sorte 
que  la  valeur  de  R(;,  aura  finalement  cette  forme 

{ 3  )  R;.  =  po  H-  pi  Ji.  +  ^^yl  +.-..  +  p«-i  J^~' . 
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On  \oil  que  l'équation 

Pn-iX"~^  +  P«-27''~'  +  .  .  .  -4-  Pi  J  +  po  =  o 
a  les  71  —  I  racines  j'^2>  73?  •  •  •  ?  J'n  î  on  ^  donc 

p/i-i 
on  a  d'ailleurs 

Ji  +  J2  4- J3  +  • .  •  -K  r,,  —  —  qu 

et,  par  la  soustraction,  on  obtient  la  valeur  demandée 
de  fi,  savoir 

Pa?-2 

Xi~ Çi- 

Pn-1 

On  voit  qu'il  suffît    pour  ayoir  J^ ,  de  calculer  dans  R^ 
les  coefficients  de  y-'^~^  et  dej'^~'^. 

llléorème  de  Lagrange  sur  les  conditions  nécessaires 
pour  que  deux  équations  aient  plusieurs  racines 
communes . 

189.  C'est  ici  l'occasion  de  mentionner  un  beau  théo- 
rème que  Lagrange  a  démontré  dans  son  célèbre  Mémoire 
inséré  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1770  et 
1771,  et  qui  est  relatif  aux  conditions  nécessaires  pour 
que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  communes. 

L'objet  de  ce  théorème  est  de  faire  connaître  les  con- 
ditions pour  que  deux  équations  algébriques  aient  deux 
trois,  etc.    racines  communes,  quand  on  connaît  la  con- 
dition pour  qu'elles  en  aient  une.  Voici  en  quoi  il  con- 
siste. 

Théouème.  —  Si  Y  =^  o  exprime  la  condition  pour 
que  deux  équations  algébriques 

(  I  )     /(•^)  =-^'"  H-Pi 'T^~'  4-/>2-^-'"-'  H-  •  •  •  ^P,u-^  ^  -^Pm  =  O , 
[1)     F  (.r)  z::^  .r«  -+-  q^  x''-^  ~~  q,^  .r«-2  4-  •  •  •  +  q  n-i  X-\~  q^—O 

2;. 
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\ 

aient  une  racine  commune,  V  étant  une  fonction  en- 
tière des  coefficients  p^,  p.,,  .  .  . ,  q^,  f/2,  '  •  - ,  ^t  que  l'on 
désigne  par  D'*  V,  D]^  V  les  dérivées  d'ordre  p.  et  d'or- 
dre V  du  polynôme  V,  prises  la  prendere  par  rapport  à 
pmi  Gt  la  deuxième  par  rapport  à  q,ji  les  conditions  né- 
cessaires pour  deux  racines  communes  seront 

V^-o     et     D„  V==o, 

ou  hien 

Vn^o     et     D^V— o; 

pareillement,  les  conditions  nécessaires  pour  trois  racines 
communes  seront 

V  ==  o,     D„  V  -=  o,     D ?,  V  =r  o, 

m  '  m 

ou  bien 

yz=zO,       D.  V  — o,        DjVr=:0, 

et  ainsi  de  suite;  en  sorte  qu'on  formera  les  conditions 
nécessaires  pour  ^  racines  communes,  en  joignant  à  l'é- 
quation V  =  o  nécessaire  pour  une  seule  racine  com- 
mune les  [À  —  I  équatio7is  obtenues  en  égalant  à  zéro 
les  (x  —  I  prennères  dérivées  du  polynôme  V,  prises  par 
rapport  au  dernier  terme  de  l'une  des  deux  équations 
proposées. 

Tel  est  l'énoncé  que  Lagrange  a  donné  de  son  théorème, 
mais  il  est  nécessaire  d'ajouter  quelques  mots  sur  la  ma- 
nière dont  cet  énoncé  doit  être  entendu.  Ainsi  les  équa- 
tions 

V=:o,     D„  V  — o,      D?,  V==3  0,      ...,     Dr*V  =  o 

m  'm  'm 

expriment  simplement  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  /Jt  racines  de  l'équation  (2)  satisfassent  à 
l'équation  (i),  en  sorte  que  si  l'équation  (2)  a  des  racines 
égales,  il  sera  possible  de  satisfaire  aux  ^t,  équations  de 
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condition  écrites  plus  haut,  sans  que  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (i)  et  (2)  aient  un  diviseur  commun 
du  degré  y.,  ce  qui  serait  la  condition  nécessaire  pour 
que  les  équations  (i)  et  (2)  eussent  réellement  ^ji.  racines 
communes.  Pareillement  les  équations 

V  =  o,     D,  Vi=o,     D'V=:o,      ...,      J)1~'y=zo 

^a  'il  "h 

expriment  les  conditions  nécessaires  pour  que  a  racines 
de  l'équation  (i)  satisfassent  à  l'équation  (2),  en  sorte 
que  si  l'équation  (1)  a  des  racines  multiples,  on  pourra 
satisfaire  aux  équations  de  condition  précédentes,  sans 
que  les  équations  (i)  et  (2)  aient  réellement  a  racines 
communes. 

Il  faut  remarquer,  en  outre,  que  le  dernier  terme  p^^ 
ou  q  ,  par  rapport  auquel  sont  prises  les  dérivées  de  V, 
doit  être  considéré  comme  un  paramètre  indéterminé 
dont  tous  les  autres  coefficients  sont  indépendants. 

Gela  posé,  passons  à  la  démonstration  du  théorème. 
Soient  a,  b,  c,  ,  .  .^  k,  l  les  n  racines  de  l'équation  (2), 

et  posons 

V=/-(«)/(è). ../(/•)/(/); 

V  est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équa- 
tion (2),  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions 
entières  des  coefficients  de  l'équation  (1);  on  pourra 
donc  l'exprimer  par  une  fonction  entière  des  coefficients 
des  équations  (i)  et  (2). 

Les  racines  a,  h,  c,  ....  l,  l  étant  indépendantes  de 
])  ,  les  quantités  f{^),f\b),  .  .  . ,  f[l)  sont  des  fonc- 
tions linéaires  de  p^.^  et  leurs  dérivées  sont  toutes  égales 
à  l'unité;  donc  D^  ^V  est  égale  à  la  somme  des  produits 
m  —  i  km  —  I  des  quantités 
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pareillement D^  V  est  égale  à  a  somme  des  pro- 
duits m —  2  à  772 —  2  des  mêmes  quantités  et  générale- 
ment   D'  V  est  éerale  à  la  somme  de  leurs  pro- 

l.1.,.i  'm  ^  ^ 

duitS  772 i  à  772  —  i. 

Par  conséquent,  l'équation  qui  a  pour  racines  les 
72  quantités 

est  •' 

X-  -  y     '-. .  X"-^  -f- .  . .  =F  -^  X3 

^  .•?...  .[n  —  i)  ^^1.2.3 

1.2  ^^  I 

Or,  pour  que  [f.  racines  de  l'équation  (2)  satisfassent  à 
l'équation  (i),  il  faut  et  il  suffît  que  l'équation  en  X  ait 
IL  racines  nulles,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

V=rO,       D.     Vmo,       D',    V=:0, D^^"  ^  V  r=  O, 

"^  '  '«  J' m 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

La  démonstration  qui  précède  est  plus  claire  et  plus 
précise  que  celle  qui  a  été  donnée  par  Lagrange.  Il 
semble  effectivement,  au  premier  abord,  parle  raisonne- 
ment de  l'auteur,  qu'il  soit  permis,  dans  l'énoncé  du 
théorème,  de  substituer  aux  dérivées  de  V,  prises  par 
rapport  au  dernier  terme  de  l'une  des  équations  propo- 
sées, les  dérivées  prises  par  rapport  à  un  coefficient  quel- 
conque, ou  même  par  rapport  à  un  paramètre  dont  un 
ou  plusieurs  de  ces  coefficients  seraient  fonctions.  Mais 
il  est  aisé  de  voir  qu'on  obtiendrait  de  cette  manière  des 
équations  de  condition  trop  générales. 

Par  exemple,  p  .  étant  le  coefficient  de  x^  dans 
f{jo),  et  tous  les  autres  coefficients  étant  indépendants 
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de  Pj^_p  les  équations 

V  =  o,     D,,       Vr=o 


m—L 


peuvent  avoir  lieu,  quoique  les  équations  (i)  et  (2) 
n'aient  qu'une  seule  racine  commune.  En  effet,  y  (a), 
f{h),  ...,f[l)  sont  des  fonctions  linéaires  de'/j>^_.  et 
leurs  dérivées  par  rapport  sl  p  _.  ont  respectivement 
pour  valeurs  rt',  b^,  .  .  .,  /';  donc,  à  cause  de 

V=/(«)/(i). ../(/), 
on  aura 

ry,,„_y  =  a-f[b]...f[l]-\-h;f[a]...f[l)  +  .... 

I 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que  les  équations  de  con- 
dition 

V=:o,     D„       Vr=o 

seront  vérifiées  si  chacune   des  équations  proposées  a 
une  racine  nalle. 

Exemple.   —  Appliquons  le  théorème    de  Lagrange 
aux  deux  équations 

X^  +  Pi  .^-  H'  /?2  ^  +  773  =  G, 

X-  -f-  <7i  .r  -f-  ^2  ^  O- 

En  appelant  a  et  h  les  racines  de  la  seconde  équation, 
on  a 

V  =  (  «3  +  /?!  a"  -!-  p.2a  -i~p..)[b^-h  Pi  b^-  H-  /?2  ^  +  /^3  ) 

—  qi  qiP\P%  +  \q\  —  ^q2)PiPi  +  q-.pl  —  qip^pz  -^pl. 

et 

D^^  V  —  ~q]^  Zq,  q^  -J-  [q]  —  ^//oj/^i  —  qip.  4-  ip.,. 

La  condition,  pour  que  les   équations  proposées  aient 
une  racine  commune,  est  V=o;  par  suite    les  condi- 
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lions  pour  deux  racines  communes  seront 
V:=o,     D,,^V  =  o. 
En  éliminant/?^  entre  celles-ci,  il  vient 

[q]  —  ^q%)[q]  —  qi  —  QiPi-^  ^i?=  o- 

cette  dernière  se  décompose  en  deux  autres.  Si  Ton  prend 

q\~^qi  =  o, 

on  exprimera  que  les  deux  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré  sont  égales  entre  elles,  et  ces  racines  satis- 
feront à  l'équation  du  troisième  degré,  en  vertu  de  la 
condition  V=:o.  Si  l'on  prend,  au  contraire 

q\~qt  —  q\Pi  -i-/?2  — o, 

l'équation  D/jgV  =  o  se  réduit  à 

q^qi  —  q-iPx  -vpz  —  o. 

Les  deux  équations  précédentes  expriment  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  première  des 
équations  proposées  soit  divisible  par  la  seconde. 

Méthode  de  Tschirnaiis  pour  faire  disparaître  autant 
de  termes  que  Von  ueut  d'une  équation. 

190.  On  peut  rattacher  à  la  théorie  qui  nous  occupe 
la  méthode  élégante  que  Tschirnaiis  a  donnée  dans  les 
Actes  de  Leipsick  pour  i683,  et  qui  sert  à  faire  dispa- 
raître d'une  équation  autant  de  termes  que  l'on  veut. 
Cette  méthode  consiste  à  transformer  l'équation  propo- 
sée en  une  autre  dont  la  racine  soit  une  fonction  ration- 
nelle de  celle  de  la  proposée,  ou,  si  l'on  veut,  une  fonc- 
tion entière  de  degré  inférieur  à  celui  de  l'équation 
proposée,  car  c'est  à  cette  forme  (n°  182)  que  peut  se 
ramener  la  fonction  rationnelle  la  plus  générale 
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Soit 

(  I  )      x'^-\-p,  .7:'«-i  -Vp.^  .r"^-2  -f-  .  .  .  -f-  /?,„_!  .T  -\.p„,  =  o 

une  équation  du  degré  m,  et  posons 

(  2  )      y=zaQ^a^x-r-a^  .r^  H +  a,,^^  .r«-i  +  a„.r.'\ 

ao,  ai,  ,..,  désignant  des  indéterminées,  n  un  entier 
inférieur  à  m.  L'équation  finale  en  j  ,  qui  résulte  de  l'éli- 
mination de  X  entre  les  équations  (i)  et  (2),  sera  évi- 
demment du  degré  m,  puisque  y  a  autant  de  valeurs 
que  X.  Cette  élimination  peut  se  faire  par  les  fonctions 
symétriques,  de  la  manière  suivante  :  en  élevant  l'équa- 
tion (2)  aux  différentes  puissances  2,  3,  .  .  . ,  m,  et  en 
ayant  soin  de  rabaisser  les  exposants  de  x  au-dessous 
de  m,  à  l'aide  de  l'équation  (i),  on  obtiendra  une  suite 
d'équations  de  la  forme 

y'=b,-[-  h,x  -f-  h^x:^'  -f- .  . .  -I-  h„,_,x^^-\ 

j3  —  co  -f-  r,  ^  + -f-  c,„_i  .r"^-i, 

î 

y^z=zk^-^h^x^ -t-  /,„_!. r/„_i. 

hfsj  hi,  ...  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières 
du  deuxième  degré  des  indéterminées  a^,  a^,  ...  ;  pa- 
reillement Cq,  Ci,  ...  sont  des  fonctions  homogènes  et 
entières  du  troisième  degré  de  «0?  ^i?  •  •  •>  ^t  ainsi  de 
suite.  Si,  maintenant,  Si,  s-i,  •  •  .  désignent  les  sommes 
de  puissances  semblables  de  racines  de  l'équation  (i); 
S| ,  S2,  .  .  . ,  celles  des  puissances  semblables  des  racines 
de  l'équation  en   7,  les  équations  (2)  et  (3)  donneront 

/  /  \    I  S2  =  mh^  -f-  h^s^  H-  h^s.  -i- -f-  ^„j_i  ^,„_i, 

I    > 


425  COUKS  D  ALGÈBRE  SUPÉRIEURE. 

Connaissant  ainsi  les  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  de  l'équation  en  y,  on  pourra  former  cette 
équation. 

On  peut  y  arriver  encore  de  la  manière  suivante.  On 
résoudra  les  équations  (3)  par  rapport  aux  puissances 
x^ ,  X-,  .  .  . ,  x"^~^ ,  et  l'on  portera  leurs  valeurs  dans  l'é- 
quation (2).  Ce  pi\pcédé  a  l'avantage  de  donner  la  valeur 
de  X  exprimée  rationnellement  en  j-,  en  sorte  qu'on 
connaîtra  chaque  racine  de  l'équation  proposée,  quand 
on  aura  résolu  l'équation  finale  en  j. 

Représentons  par 

cette  équation  en  y,  où  </<,  </o,  .  .  .,  Çjfi  sont  fonctions 
entières  des  indéterminées  a^,  a^,  .  .  .,  et  qui  exprime 
la  condition  pour  que  les  équations  (i)  et  (2)  aient  une 
racine  commune.  Je  dis  que  de  cette  seule  équation  (5) 
on  peut  déduire  la  valeur  de  x  qui  correspond  à  chaque 
valeur  de  y,  et  même  la  valeur  d'une  puissance  quel- 
conque de  X.  En  effet,  désignons  par  Y  ce  que  devient 
le  second  membre  delà  formule  (2)  quand  on  y  remplace 
le  coefficient  a^^  par  a^^  -f-  /?,  et  soit 

(6)  Y-  +  Q,  Y'"-'  +  q,  Y--2  +  .  . .  H-  Q,,_,  Y  -f-  Q,„  =  o 

l'équation  de  laquelle  dépend  Y.  Chaque  coefficient  Q, 
est  une  fonction  entière  de  a^-\-h,  et,  si  on  l'ordonne 
suivant  les  puissances  de  h,  on  aura  évidemment 

A' 
Q/  =  qt  +  h  D,,,^7,  +  —  D;,^^,-  -^ . . . , 

D„^  <7^.,  D,^,^  <7^.,  .  .  .  représentant  les  dérivées  successives 
du  polynôme  q^  par  rapport  à  a,j,;  on  a  d'ailleurs 

T—y  -f-  hx^-. 
Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (6),  celle-ci  de- 


SECTION    II.   CHAPITRE    1.  4^7 

Viendra  identique,  quel  que  soit  /?,  quand  on  attribuera 
à  x  et  à  j  leurs  valeurs  simultanées;  en  conséquence, 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  h  doivent  être 
nuls.  En  égalant  à  zéro  la  partie  indépendante  de  li,  on 
retrouve  l'équation  (5),  et  si  l'on  égale  à  zéro  les  coeffi- 
cients de  la  première  puissance  de  /?,  il  viendra 

et,  par  suite, 


.X^ 


\\<  •  •> 


On  aura,  en  particulier, 

'^"  mj'"-^  -4-  (w  —  i)  7i  J'"~^  -f- .  .  .  4-  7'"-i  ' 

On  voit  donc  qu'il  suffira  de  résoudre  l'équation  (5) 
pour  avoir  résolu  par  cela  même  l'équation  (i). 

Cela  posé,  on  peut  disposer  des  indéterminées  flo> 
«^ ,  .  .  . ,  de  manière  à  faire  évanouir  n  termes  de  l'équa- 
tion en  j\  par  exemple,  si  l'on  veut  faire  disparaître  les 
n  termes  qui  suivent  le  premier,  il  suffira  de  poser 

Si  =:  o,       82=0,     ...,       S,j  =  G. 

Or,  en  se  reportant  aux  équations  (4),  on  voit  que  S, 
est  du  premier  degré  par  rapport  k  a^,  ai,  .  .  . ,  que  S2 
est  du  deuxième  degré,  S3  du  troisième,  etc.,  S„  du 
^ième^  Donc,  d'après  le  théorème  de  Bezout  (n°70),  la 
détermination  de  ces  indéterminées,  dont  l'une  peut  être 
prise  arbitrairement,   dépend  d'une  équation  du  degré 

1 . 2 . 3 .  .  .  /2  ; 

et,  si  l'on  voulait  faire  disparaître  de  l'équation  (5)  tous 
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les  termes,  à  l'exception  du  premier  et  du  dernier,  le 
problème  dépendrait  d'une  équation  du  degré 

1 .2.3.  .  .(m  —  i). 

C'est  aussi  à  la  résolution  d'une  équation  de  ce  degré  que 
se  trouverait  ramenée  celle  de  l'équation  proposée,  car 
l'équation  (5),  n'ayant  alors  que  deux  termes,  pourrait 
être  immédiatement  résolue. 

191.  La  transformation  de  Tscliirnaiis  donne  la  réso- 
lution algébrique  des  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré.  En  effet,  soit  d'abord  l'équation  du  troi- 
sième degré 

.T^  H-  p.T'^  -\-  q.r  -^  r  =  O', 

on  posera 

et  l'on  formera  l'équation  finale  en  y,  savoir 

On  déterminera  les  rapports  de  deux  des  quantités  ao, 
«j,  a2  à  la  troisième,  au  moyen  des  équations  P=o, 
Q  =  o,  qui  sont,  l'une  du  premier  degré,  l'autre  du 
deuxième  ;  on  pourra  donc  résoudre  ces  équations  et  ex- 
primer les  rapports  dont  il  s'agit  en  fonction  des  coeffi- 
cients de  la  proposée.  L'équation  enj  se  réduisant  alors  à 

r'  +  R  =  G, 

on  en  tirera  ces  trois  valeurs 

j  =  y/— R,     J  =  cc  y'—  R,     J  =  §  v^—  R, 

a  et  ê  désignant  les  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité.  Connaissant  ainsi  les  trois  valeurs  dej,  on  aura 
facilement,  par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  les  trois 
valeurs  de  x.  D'après  la  proposition  du  n°  182,  la  trans- 
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formation  que  nous  venons  d'effectuer  revient  à  celle 
dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n^  63. 
Soit  enfin  l'équation  du  quatrième  degré 

x'^  -f-  px'^  H-  <7./;^  -+-  r.r  - 
on  posera,  comme  précédemment 

J  =«0  -t-  a^.T-\-  a^^.x^- 


t 
et  l'on  aura  une  équation  en  y  telle  qu 

On  déterminera  deux  des  quantités  «o?  «o  ^2  au  moyen 
des  équations  P  =  o,  R  =  o,  qui  sont,  l'une  du  premier 
degré,  l'autre  du  troisième;  on  pourra  donc  résoudre 
ces  équations  et  exprimer  deux  des  inconnues,  en  fonc- 
tion de  la  troisième  et  des  coefficients  de  la  proposée. 
L'équation  en  j^,  se  réduisant  à 

elle  pourra  être  résolue,  car  elle  s'abaisse  au  deuxième 
degré  en  posantj-  =  ^.  Connaissant  les  quatre  valeurs 
de  j,  on  formera  immédiatement  les  expressions  des 
quatre  racines  de  l'équation  proposée. 

udpplication  de  la  méthode  de  Tschirnaûs  à  V équation 
du  cinquième  degré. 

192.  M.  Jerrard,  géomètre  anglais,  a  démontré  qu'on 
peut  faire  disparaître  d'une  équation  quelconque  le 
deuxième,  le  troisième  et  le  quatrième  terme  en  résol- 
vant une  seule  équation  du  troisième  degré.  Nous  allons 
établir  ici  ce  résultat  important;  à  cet  effet,  nous  com- 
mencerons par  démontrer  la  proposition  suivante  : 
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Théorème.  —  Une  fonction  homogène  et  entière  du 
second  degré  de  n  ^variables  est  la  somme  des  carrés 
de  V  fonctions  linéaires^  le  nombre  v  étant  égal  ou  in- 
férieur à  n. 

Soit  V  une  fonction  homogène  et  entière  du  second 
degré  des  n  variables 


Si  72  =::  I,  la  fonction  V  ne  dépend  que  de  la  seule 
variable  Xq,  et  elle  est  de  la  forme  £o  ^\  ou  ^Xq  sf^j^,  Sq 
étant  un  coefficient  numérique. 

Dans  le  cas  de  tz  >>  i ,  si  V  renferme  le  carré  de  l'une 
des  variables,  Xq  par  exemple,  et  qu'on  l'ordonne  par 
rapport  à  Xq,  on  aura  une  expression  de  la  forme 

£o  est  une  constante,  P  est  une  fonction  linéaire  des 
n  —  I  variables  X| ,  Xo,  .  •  • ,  Xn-\  ;  enfin  Q  est  une  fonc- 
tion entière  et  homogène  du  second  degré  des  mêmes 
variables.  Si  donc  on  pose 

P  P2 

on  aura 

V  =  £oX;-f-Vi,     ou     Vr=(XoV^^/-l-Vi, 

Vi  étant  une  fonction  entière  et  homogène  du  second 
degré,  mais  qui  ne  renferme  que  n  —  i  variables,  au 
plus. 

Si  la  fonction  V  ne  contient  aucun  carré  et  qu'on  l'or- 
donne par  rapport  aux  deux  variables  Xq  et  X\j  on  aura 

V  =  e  .ro  .r^  +  P.r^  •+-  Q.r^  -{-  R, 
OU 


■•(-!)( 


SECTION    II.    CHAPITUE    I.  4^1 

et  si  l'on  pose 

P  -  Q\ 


^»        . 


puis 


I  /  P  -^  Q\  I  / 


il  viendra 


ou 


Xo  et  X<  sont  des  fonctions  linéaires  qui  peuvent  ren- 
fermer les  71  variables  Xq,  x^,  .  .  . ,  ^«_i,  et  ^2  est  une 
fonction  entière  et  homogène  du  second  degré  qui  ne 
renferme,  au  plus,  que  7i —  2  variables. 

Ainsi  la  fonction  V,  qui  dépend  de  7i  variables,  est 
ramenée  à  la  fonction  V^  qui  n'en  renferme  que  7i  —  i 
au  plus,  ou  à  la  fonction  Vo,  qui  n'en  contient  pas  plus 
de  n  —  2^  en  mettant  à  part  un  carré  dans  le  premier 
cas  et  deux  dans  le  second;  on  peut  opérer  de  la  même 
manière  sur  la  nouvelle  fonction,  et  en  poursuivant 
ainsi,  on  mettra  V  sous  la  forme  suivante  : 

V  =  eoX=-f-s,X;-4-...+  e._,X,^„ 
ou 

V = (Xo  v^)'  4-  (x,  s/^]'  +  ...-}-  (x,_,  sjTZ;)\ 

Zq,  £,,  .  ..,  £v-i  désignant  des  coefficients  numériques, 

et  Xo,  X< ,  .  .  . ,  X,._j  des  fonctions  linéaires  des  variables 

Xqj    X|  ,     •    •    •  ,    ^',7—1  • 

Il  est  évident  que  le  nombre  v  est  égal  ou  inférieur  à 
n,  et  que  l'on  a.  v  =  71  quand  les  coefficients  numériques 
de  V  sont  des  quantités  indéterminées. 

Exemple.  —  Si  l'on  applique  la  méthode  précédente 
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à  la  fonction 

\z=A.x'-^  Mf-  +  k." z'^-\-i  B js  +  2  B'  .rs  4-2  B".rj 

des  trois  variables  x^  j,  z,  dans  laquelle  les  coefficients 
numériques  A,  A',  ...  demeurent  indéterminés,  on 
trouvera 

en  faisant,  pour  abréger, 

Y  =z  (A4'  —  B''2)  ^  4_  (AB  -  B'  B'')  z,     Z  r=  z, 
et 

—  AA'  A^^  H-  2  BB^  B^^  —  AB^  —  A'  B^^  —  A"  B"'^ 

^  ~~  AA'  —  B"- 

193.   Passons  maintenant  à  la  démonstration  du  théo- 
rème que  nous  avons  en  vue.  Soit  l'équation 

et  posons 

j  =r  <7o  +  «1  x  -f-  a^  .r\+  a^  .r^  +  «4  x*. 

Soit  aussi 

r'"  +  q,j"'-'  -f-  'Za  J'"-'  -+-  'Zs J"'-'  +  .  .  .  -4-  ^,„-i  J  +  ^..^  =  o 

l'équation  en  j^.  D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  190,  la 
somme  des  puissances  p^^^^^  des  racines  de  l'équation 
en  y  est  une  fonction  homogène  et  entière  du  degré  p 
des  cinq  quantités  a^,  a^ ,  <2o,  «3,  «4  ;  par  suite,  les  coef- 
ficients q ^1  q,-,^  ...  <7^^^  sont  aussi  des  fonctions  entières 
et  homogènes  des  mêmes  quantités,  et  les  degrés  de  ces 
fonctions  q  sont  précisément  égaux  à  leurs  indices.  Cela 
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posé,  pour  faire  disparaître  le  second,  le  troisième  et  le 
quatrième  terme  de  l'équation  en  j)  ,  il  faut  faire 

</l  zzzo.       q^_~z  o,       <73  r=  o. 

La  première  de  ces  équations  est  linéaire;  tirons-en  la 
valeur  de  «o?  en  fonction  de  «i ,  «2?  '^s?  <^'.,  pour  la  porter 
dans  les  deux  autres,  et  supposons  que  celles-ci  deviennent 

I  iCS  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  fonctions 
homogènes  des  degrés  2  et  3  respectivement  des  quatre 
quantités  «,,  a.iy  «3,  «, .  Or,  d'après  le  théorème  du 
n"  192,  l'équation  ii\--=  o  peut  se  mettre  sous  la  forme 

f\  g^  h,  k  étant  des  fonctions  linéaires,  et  cette  équation 
sera  satisfaite  en  posant 

p^g-i^o,     //--+-/'-  — o, 
ou 

Ces  deux  dernières  équations  sont  linéaires;  si  l'on  en 
tire  les  valeurs  de  at  et  de  «o  pour  les  porter  dans  l'é- 
quation q\  =  o,  celle-ci  deviendra 

et  son  premier  membre  q".^  sera  une  fonction  homogène 
et  du  troisième  degré  des  deux  quantités  «3  et  «/,.  L'une 
de  ces  quantités  peut  être  prise  arbitrairement  et  l'autre 
dépend,  comme  on  voit,  d'une  équation  du  troisième 
degré;  les  quantités  «3  et  «4  étant  déterminées,  on  en 
conclura  les  valeurs  de  «o-  <''<?  ^2?  et  l'équation  en  y 
deviendra 

X'"  -^  ^/kr"'''*  +  .-.-+-  7//.-1  J"  -+-  i>n  —  o. 

s.  —  Alg.  sup.,  l.  28 
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Par  la  même  transformation  on  peut  faire  disparaître 
le  deuxième,  le  troisième  et  le  cinquième  terme  d'une 
équation  quelconque;  seulement,  la  détermination  des 
arbitraires  «o?  <^o  ^2?  ^3^  ^a  exige  la  résolution  d'une 
équation  du  quatrième  degré  au  lieu  de  celle  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré. 

Enfin,  si  à  la  transformation  de  Tschirnaiis  on  joint 
la  transformation  qui  consiste  à  remplacer  l'inconnue 
par  son  inverse,  on  voit  que,  par  le  moyen  d'une  seule 
équation  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  il  est  pos- 
sible de  faire  disparaître  d'une  équation  quelconque  les 
trois  termes  qui  précèdent  le  dernier  ou  bien  les  deux 
qui  précèdent  le  dernier  avec  celui  qui  précède  le  der- 
nier de  quatre  rangs.  Et,  dans  le  cas  particulier  de  l'é- 
quation du  cinquième  degré,  il  est  clair  qu'on  peut  faire 
disparaître  ainsi  trois  termes  quelconques  entre  le  pre- 
mier et  le  dernier.  Ainsi,  par  la  transformation  dont  il 
s'agit,  l'équation  du  cinquième  degré  peut  toujours  être 
ramenée  à  l'une  quelconque  des  quatre  formes 

x^  -{-  px  -1-  <7  =  o, 

.x''  -i-px"  -i-  q  z=  o, 
x''  -\-px^  -\-  q  =  o, 
x^ -\- p  x* -r- q  znz  o , 
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CHAPITRE  IL 

FORMULES    (GÉNÉRALES   RELATIVES   A   LA  THÉORIE 
DES   FONCTIONS    SYMÉTRIQUES. 


Fornmle  de  Lagrange. 

194.  Lagrange  a  fait  connaître,  dans  les  Mémoires  de 
V Académie  de  Berlin  pour  1768,  et  plus  tard  dans  le 
Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques , 
Note  XI,  une  formule  remarquable  qui  donne  immédia- 
tement l'expression  de  la  somme  des  puissances  sem- 
blables, d'un  degré  quelconque,  des  racines  d'une  équa- 
tion. Nous  allons  établir  ici  cette  formule  en  supposait 
avec  l'illustre  auteur  que  l'on  ait  mis  l'équation  proposée 
sous  la  forme 

(l)     '  u  —  x-\-f[.x)  =  o, 

u  désignant  une  constante  et  f{oc)  étant  une  fonction 
entière 

Ao  -f-  Ai.r  -f-  A2.r2  -+-  Aj.r^  +  .  .  . , 

dont  nous  représenterons  la  dérivée  pary'(x),  confor- 
mément à  l'usage  (  ^  ). 

On  sait  (n°  172)  que,  si  a,  b,  c,  .  .  . ,  l  sont  les  racines 
de  l'équation  (i),  la  somme 

III  I 


(')  Dans  ce  Chapitre  et  dans  les  suivants,  nous  supposerons  connus 
les  principes  fondamentaux  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  et 
nous  ferons  usage  des  notations  généralement  admises  pour  représenter 
les  dérivées  et  les  différentielles. 

28. 
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sera  le  cocfficienl  de  x"  dans  le   développement  de  1; 
fonction 

^ -/'(■-) 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  dtoissantes  de  :v 
Soit  la  fonction  plus  générale 


u  —  .r  -T-/(.r) 

où  9(.r)  désigne  un  polynôme  ayant  pour  valeur 

(p(.r  )  =  Bo  +  Bi.r  +  B,.r2  +  Bg-r^  +  .  .  . , 

et  cherchons  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement 
de  cette  fonction.  Si  l'on  commence  par  développer  sui- 
vant les  puissances  croissantes  dey(jr^),  il  viendra 

et  la  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles 

que  le  module  de  ^ soit  inférieur  à  Funité. 

Considérons    d'abord    le  premier   terme  du    second 
membre,  on  a 

1  I  .r  .r^ 

=z  -  -I-  -   -f-    --  -f-  .  .  .  , 

u  —  .r         u         u^         ir 

et,  si  Ton  multiplie  de  part  et  d'autre  par  le  polynôme 
cp(.x),  on  trouvera  que  le  coefficient  de  x'^  dans  le  dé- 
veloppement de      ^'  ''    a  pour  valeur 

Bo      .    B,  B2      .  ,    B/i 


«"+i  tt«  //"-^  -r  .  .  .-1      ^  > 

ou 

Bo  ^-  B,  //  -h  B,  //-  -4- .  .  .-\    J^nu"  , 
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en  sorte  que  ce  coefficient  pourra  être  représenté  par 


pourvu  qu'on  jie  retienne  que  les  termes  qui  contien- 
nent u  en  dénominateur. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  se- 
cond membre  de  l'équation  (2),  celui  qui  contient  la 
puissance  i  de  f{x)  et  qui  a  pour  valeur 


D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  le  coefficient  de  x'' 
dans  le  développement  de 

u  —  .r 

est  égal  à 

pourvu  qu'on  ne  retienne  que  les  termes  qui  contien- 
nent zf  en  dénominateur.  On  a  donc,  avec  cette  restriction, 

le  signe  \  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  nulles 

ou  positives  de  Ji.  Et,  comme  la  différentiation  relative 
à  u  ne  peut  introduire  de  puissances  négatives  de  u  dans 
les  termes  qui  n'en  contiennent  pas,  on  aura,  en  pre- 
nant les  dérivées  d'ordre  i  des  deux  membres  de  l'éga- 
lité précédente, 
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d'où  il  suit  que  le  coefficient  de  x"^  dans  le  développe- 
ment de 

sera  représenté  par  l'expression 

I  u"-^^ 


1  .1 .  .  .  i  du' 

OÙ  il  ne  faut  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  a 
en  dénominateur. 

D'après  cela,  si  l'on  représente  par 

le  développement  de  la  fonction 


on  aura 

pourvu,   nous   le  répétons,   qu'on   ne  retienne  que   les 
termes  qui  contiennent  u  en  dénominateur. 

Supposons  que  la  fonction  '^{x)  soit  de  la  forme 

T(.r)  =  4,(.r)[,-/'(.r)], 

et  faisons,  pour  abréger, 

ta  valeur  de  P„  sera 

■     ^  .,/     ^         rlY{u)f{u)         dW[u)f{u]f'{u) 

.    _I_  r/^vF(^/)[/(^/)P i_  d'w{n)[f{u]ff'{u) 

I  .  2  du^  1.2  du'^ 
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Or  on  a,  en  faisant  — -^ — -  =:m'  [u), 


^Jl^^,-(„)/'(«)  +  V(„)/{«); 


on  a  aussi 


•-  -  "^("'[^(«'T ■ .(„)[/(„)]'-V'W 


i  .9..  .  .  i  du  1.2.  .  .  (/ l) 


:.^"  («)[/(«)]' 


1.2...  t 

et,  en  différentiant  i  —  i  fois, 

I     d^w{u)[f{uy] I        d'-^w{u]  [f{u]y-\f(u) 


.2.../  du'  i.2...(/  —  i)  du'—^ 

_l_  '  d'-^r[u)[f{u)]' 

I  .1.  .  .i     ■         du^~~^ 


au  moyen  de  ces  formules  de  réduction  la  valeur  de  P,^ 
devient 

P,:=T{u)-^Y{u]f{u) 

_^  j_  dv [u)[f[u]]'^ ^     I     d'-riu][f{u]f  _^;^^^ 

1.2  du  1.2.3  du'^ 

Considérons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  ^[x)  se  ré- 
duit à  Tunité  ;  on  a 

d'ailleurs  P,^  devient  l'expression  de  la  somme 
I  I  I 

on  a  donc,  en  mettant  partout  n  au  lieu  de/z-f-i  et  en 
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désignant  par  (  --  j  la  dérivée  de  — , 

il  I  «  '  I        /  I  \'  ,     . 

^  +  ^  +  ^  +  •  •  •  +  771  =  ^  -  (^,^j  y i«; 

\  1  .  :>.  c/u  1.2.3  f/u^ 

OÙ  Tonne  doit  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  u 
en  dénominateur. 

Le  cas  où  ^{jo)  est  une  fonction  entière  quelconque 
d'un  degré  y  inférieur  à  n  conduit  à  une  formule  plus 
générale;  mais  celle-ci  se  déduit  immédiatement  de  la 
formule  (3).  Car  soit 

J;  ■  .r)  =  C(,  -î-  CiX  -4-  C;>./'-  -1-  .  .  .  H-  C.,.r'\ 

on  aura 

et  la  formule  (3)  nous  donnera 

'  1.7,  du  1.2.3  du^ 

en  continuant,  bien  entendu,  à  ne  retenir  que  les  termes 
qui  contiennent  u  en  dénominateur. 

19o.  Supposons  que  la  série  contenue  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (4)  reste  convergente,  quand  on 
ne  rejette  aucun  de  ses  ternies,  et  désignons  par  le  sym- 
l)ole  l"^]  la  somme  vers  laquelle  elle  converge;  repré- 
sentons aussi  par  — ^//[^]  1^  somme  des  termes  qui 
ne  renferment  pas  u  en  dénominateur.  Alors  la  for- 
mule (4)  deviendra 
(5)  M-(a)  4-  ^-[b]  +...-+■  W{1)  =--  [W]  (M-  e„). 
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et  l'on  aura 

l  '      1.2.  .  ./•  du'-'  "^ 

Les  séries  dont  le  type  est  indiqué  par  la  formule  [6) 
possèdent  une  propriété  remarquable  dont  Lagrange  a 
pu  déduire,  comme  nous  allons  l'indiquer,  la  formule 
célèbre  à  laquelle  son  nom  est  demeuré  attaché. 

Remplaçons  la  fonction  ^' {u)  par  une  autre  fonction 
de  la  même  forme  Il(u],  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (6),  et  désignons  par  [FI]  ce  que  devient  alors 
ce  second  membre  ;  on  aura 

I    dn'[u)[f{u]Y' 


I 


=  n{n]^U'[u)f[u] 


i  .'2  du 


d'-^n'{u)[fiu)Y 


.../•  du^^~^ 


Multiplions  l'une  par  l'autre  les  séries  contenues  dans 
les  seconds  membres  des  formules  (6)  et  (7},  et  réunis- 
sons en  un  même  groupe  les  produits  partiels  dont  les 
facteurs  occupent,  dans  les  séries  dont  ils  font  partie,  des 
rangs  marqués  par  des  nombres  ayant  la  même  somme. 
Le  premier  terme  du  produit  obtenu  sera  'i''  [u)  Tl(u)  et 
le  deuxième  terme  sera 

/      N      //      \     r/      \  I      \       ,f      \    n      \  d'^'[u]W[u\ 

^[u)^'[u]f[u)-^^-[u]xM[u]f[u)    :-_.    — i--^;^^ !/(«); 

le  terme  général  sera  égal  à  l'expression 

'  dw'''^  I        ^    '     ^    /  du''~^ 

1.2  du  du''^-^ 
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multipliée  par  -i  ou,  coriime  il  est  facile  de  s'en 

^  ^  1.2.../ 

assurer,  égal  à 

1.2.../-  du''-^  ^      ' 

Maintenant,  si  les  séries  (6)  et  (7)  restent  convergentes 
quand  on  réduit  chacun  de  leurs  termes  à  son  module,  la 
série  nouvelle  que  nous  venons  de  former  sera  aussi  con- 
vergente, par  un  théorème  connu,  et  elle  aura  pour  somme 
le  produit  des  sommes  des  deux  premières  séries.  D'ail- 
leurs elle  se  déduit  de  la  série  (6)  ou  (7),  comme  on  vient 


(*  )  La  réduction  dont  il  s'agit  ici  résulte  de  la  formule  qui  sert  à  expri- 
mer la  différentielle  d'un  ordre  quelconque  du  produit  de  deux  fonctions. 
Si  «  et  c  désignent  deux  fonctions  d'une  variable  indépendante  jc,  on  a 

I  1.2 

mais,  t  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  on  peut  écrire  aussi 

d^  (  «r)  =  ud''-  V  4-  ^{tdu)  d^-'  -  H- . . . 
^      '  I  ^  t 

^      ^       1  I  .  '2  .  .  .  fC  t'' 


-i-d''-'(v'-du).-  . 

Cette  formule  se  vérifie  immédiatement  quand  //  =  i  ;  pour  établir  sa 
généralité,  il  suffit  donc  de  montrer  que,  si  elle  a  lieu  pour  les  valeurs 
1 ,  2,  . . .,  /n  de  //,  elle  subsiste  pour  fx  =  m-{-i.  Dans  cette  hypothèse,  si  l'on 
fait  //  =  m  —  /  et  qu'on  écrive  t  au  lieu  de  u,  -^  au  lieu  de  c,  on  aura 

'    ,      •  •'          t      •    ^         ^'  —  ^'  /    j  \  j      •   1     *' 
d'n-i-^td"^~^-—-i (tdt)d'»-i-'—rr, 

(b)      ,  +^      — T~2 ^d(t^dt)dn'-^-^-i-,.. 


^d'^-i-'i^fn-idl).-^^' 

Cela  posé,  si  l'on  différentie  la  formule  (a  ),a)»rès  y  avoir  fait  //.  =  m,  on 
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de  le  voir  en  remplaçant  dans  celle-ci  ^  {u)  ou  II  (m)  par 
le  produit  n( a)  ^(li);  donc  on  a 

(8)  [ra]  =.[*•]  [n], 

et  si  l'on  pose 

on  déduira  de  la  formule  précédente 


[4]       l^ï] 


(9) 
Posons 

yir(u)  =  ~,        <îW«)=— ^,        d'où        îl^|=«'", 

n  et  n  —  m  étant  des  entiers  positifs,  on  aura,   par  la 
formule  (5), 

et  de  même 


I  I 


b"- 


__    ::^[c^](I-l-e„_,^^) 


trouvera,  en  faisant  usage  de  la  formule  (b),  que  le  coefficient  de  c?'"-*+i  — 
se  compose  des  deux  parties  suivantes  : 

7n  hn  —  })...  Çth  —  k  -h  l) 


d^-'{t^du)', 


.,o  !!iÇ!i-0"-("'-'^+2)f  ^_^,_^,,j_,^,,  ,  /-- . 


..k 

-{- d^-' {t^-' du)  t\- 

Dans  la  seconde  partie,  le  facteur  entre  crochets  a  pour  valeur 
d^^-'it^du),  car  ce  facteur  n'est  autre  chose  que  le  second  mem])rc  de 
la  formule  (a)  quand  on  remplace  ft  par  k  —  i,  u  par  f  et  t^  par  t^—^du. 
La  somme  des  deux  parties  dont  nous  venons  de  parler  est  donc 

(/»^i)m(/«-i)...(m-A-+-2)  ^j_,      .^^^ 

I  .  2  ..  .  >t 

d'où  l'on  conclut  que  la  formule  (a)  subsiste  pour  fi  =  ni-{-i. 
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la  formule  (9)  deviendra  alors 


-h 


Supposons  que  le  module  de  la  racine  a  soit  inférieur 
au  module  de  chacune  des  autres  racines,  et  faisons 
tendre  /i  vers  l'infini,  jn  restant  constant;  les  rapports 

7---  tendrontvers  zéro,  et  si  les  quantités  s,,, 

^n~m  S  évanouissent  aussi  pour  ^3=00  ,  on  aura 


i)"'  (i)'" 


c'est-à-dire 


-  =  [î] 


a' 


^/m  ^     '  1.2  <r/« 

10 

du       ^-^  ^       ^ 


I  .  2  ...  X-  û/'/^ 

enfin,  si  l'on  désigne  par  F(ïf)  une  fonction  de  «,  lell( 
que 

F  (  «  )  =  «0  '^''"'  -t-  «1  ^/"'"■'  -T-  .  .  . , 

on  déduira  immédiatement  de  l'équation  (10)  la  formult 
due  à  Lagrange,  savoir  :    ' 


\  1.2.../  du''-^ 

Si  l'on  prend  Y[ii)=^u^  la  formule  (11)  donnera  le 
développement  en  série  de  celle  des  racines  qui  a  le  plus 
petit  module. 
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Le  résultat  qui  précède  montre  que,  si  Ton  cesse  de  re- 
jeter les  termes  qui  ne  contiennent  pas  u  en  dénomina- 
teur, dans  la  formule  (4)?  il  faudra  réduire  le  premier 
membre  à  celui  de  ses  termes  qui  se  rapporte  à  la  racine 
de  module  minimum. 

L'analyse  que  nous  venons  de  développer  est  extrême- 
ment élégante,  mais  on  aperçoit  aussi  combien  elle  est 
défectueuse  ;  elle  indique  effectivement  que  certaines  con- 
ditions sont  nécessaires  pour  l'exactitude  de  la  formule 
obtenue,  mais  elle  ne  donne  aucun  critérium  pour  recon- 
naître les  cas  dans  lesquels  ces  conditions  sont  remplies: 
nous  reviendrons  sur  ce  sujet  à  la  fin  de  ce  Chapitre. 

/expression  de  la  somme  des  jyuissances  semblables  des 
racines  d^une  équatioji,  en  fonction  des  coefficients. 

196.  Wous  allons  appliquer  la  théorie  que  nous  venons 
d'exposer  à  la  détermination  de  la  somme  des  puissances 
semblables  des  racines  d'une  équation  en  fonction  des 
coefficients.  Soit 

l'équation  proposée.  Nous  désignerons  par  «,  Z»,  c,  ...,  / 
ses  racines,  et  nous  poserons 

.ç„  r=  «" -I-  /y -r- c" -f- .  .  . -I- /". 

Si  l'on  change  x  en  --,  l'équation  (i)  devient 

./''«  ^v\ p, 

H .r      I  —  O, 

Pi         I 


(-0 

_:__.._  (^,.^H-^.3_.... 

\        / 

Pi                 \jh           Fi 

ou 

u  — .r  -i-/(.r)  rrro,   * 

en  mettante/ au  lieu  de :  dans  le  premier  terme,  et 

Pi 
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en  faisant 


\Pl  Pi  Pi  I 

Les  racines  de  l'équation  (2)  sont  les  inverses  de  celles 
de  l'équation  (i);  on  aura  donc,  d'après  la  formule  (3) 
du  n«  194, 


^^n  =  -Tc-"Zi^/['' 


I 
U' 


I . 2  du  1.2.3  du^ 

série  dans  laquelle  le  terme  général  est 


(4) 


I  .  2  •  3 .  .  .  i  du^ 


et  oiiil  fautretenirseulementles  termes  qui  contiennent  u 
en  dénominateur.  Cherchons  à  quoi  se  réduit  l'expres- 
sion (4)- 

Conformément  à  l'usage  adopté  par  plusieurs  géomè- 
tres, nous  conviendrons  que  le  symbole  r(^-f-i)  repré- 
sentera le  produit  des  a  premiers  nombres  entiers  dans 
le  cas  de  [t.  entier  positif,  et  que  le  même  symbole  se  ré- 
duira à  l'unité  dans  le  cas  de  ^  =  o  ;  ainsi  l'on  aura 

r(p.-f-i)  —  1 .2.3.  .  .  fx     et     T[\)=zi. 

Cela  posé,  on  a 


+m\, 


\Pi  Fi  Pi        I 


et,  en  élevant  à  la  puissance  i. 


^(^•  +  I)         P^'-^î; 
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le  signe  sommatoire  \  s'étend  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières positives  ou  nulles  des  exposants  ïo,  "^sy  •••)  "^nn 
assujettis  seulement  à  vérifier  l'équation  de  condition 

(5)  >2-+-^3  +  -  •  --^^m^^^ 

nu—f^—i 

Si  l'on  multiplie  cette  valeur  de  [/{u)]'  par  -— r-  ■> 

et  qu'on  détermine  le  nombre  X,  par  la  condition 

(6)  Xi  H- 2^2+ 3X3 -t- .  .  .-i- m>„jr=z  «, 
il  viendra 

^  [/(«)]'■ 


I  .  2  .  .  .  Z    W 


j-.-r(x„,+  i)y.- 


Pi"-  F 


-r...—hi 


et,  comme  nous  n'avons  à  tenir  compte,  dans  le  second 
membre,  que  des  termes  qui  contiennent  i^  en  dénomina- 
teur, on  voit  que  le  nombre  \^  ne  devra  recevoir  aucune 
valeur  négative.  Si  l'on  prend  les  dérivées  d'ordre  i — i, 
par  rapport  à  u,  des  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente, il  viendra,  en  ayant  égard  à  la  condition  (5), 

i  ^'"'  -^  !"/(«)]' 


Le  second  membre  de  cette  égalité  (7)  exprime  la  somme 
des  termes  du  premier  membre  qui  contiennent  u  en 
dénominateur  ;  ces  termes  sont  les  seuls  qu'il  faille  re- 
tenir; le  signe  \  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières 
nulles  ou  positives  des  exposants  X,,  X2,  ...,  X,;^  suscep- 
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libles  de  vérifier  les  équations  de  condition  (5)  et  (6). 
En  faisant  successivement 

/  —  2,   3,   4,    .  •  -, 

l'équation  (j)  fera  connaître  la  partie  à  conserver  dans 
les  différents  termes  du  second  membre  de  l'équation  (3) , 
à  partir  du  troisième.  Mais  je  dis,  de  plus,  que  le  second 
membre  de  l'équation  (7)  exprimera,  pour  1  =  1,  la  par- 
lie  à  conserver  dans  le  deuxième  terme  de  la  valeur  de  5,,, 
et  que,  pour  i  =  o,  ce  même  second  membre  se  réduira  au 

premier  terme  —  de  la  valeur  de  .9„.  En  effet,  pour  1=1, 


les  exposants  /o»  '^st  •••'  ^m  sont  nuls,  à  l'exception  de 
l'un  d'eux,  qui  est  égal  à  i  ;  si  c'est  1^  qui  est  égal  à  i ,  X< 
est  égal  à  n — p  d'après  la  condition  (6);  le  second 
membre  de  l'équation  (7)  se  réduit  alors  à 

où  le  signe  \  s'étend  aux  valeurs  de  p  depuis  ^s  :=  2  jus- 
qu'à p  =zni  si  Jïi  est  moindre  que  n,  et  jusqu'à  p  =z  n 
si  m  est  plus  grand  que  ?i.  On  voit  que  l'expression  j)récé- 

dente  représente  la  somme  des  termes  de  —  n  --—  f{u), 

qui  contiennent  a  en  dénominateur. 

Enfin,  pour  1  =  0,  les  exposants  Xo,  ?.-  ,...,  ^w  sont 
tous  nuls;  ?.<  se  réduit  à  n  à  cause  de  la  relation  (6); 
et,  à  cause  de  nV[n):=  F  (zz  -f-  i),  le  second  membre  de 

l'équation  (7)  se  réduit  au   terme  unique  --?  qui  est  le 

premier  terme  du  second  membre  de  l'équation  (3). 

Le  second  membre  de  l'équation  (7)  ne  renferme  pas 
explicitement  l'indice  /  ;  donc,  d'après  ce  qui  précède,  ce 
second  membre  exprimera  la  partie  à  conserver  dans  les 
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différents  termes  qui  composent  le  second  membre  de 
l'équation  (3),  pourvu  que  l'on  fasse  abstraction  de  la 
condition  (5)  et  qu'on  n'ait  égard  qu'à  la  condition  (6). 
Ainsi  l'on  a 


>2+...-4-^,j  K---/^::     I 


r(A/„-i-i)  j»;'^+---+^"'  „A.+...+x^ 

ou,  en  remettant au  lieu  de  u, 

Pi 

le  signe  \  s'étendant,  nous  le  répétons,  à  toutes  les  va- 
leurs entières  nulles  et  positives  des  exposants  X^,  Xo,..., 
A;;^  susceptibles  de  vérifier  la  condition 

La  formule  (8)  fait  ainsi  connaître  immédiatement,  en 
fonction  des  coefficients,  la  somme  des  puissances  /z»'""*"* 
des  racines  d'une  équation  ;  elle  a  été  donnée  par  Waring, 
dans  ses  Meditationes  algebraicœ  (^).  Waring  ne  fait 
pas  connaître  la  méthode  qui  l'a  conduit  à  sa  formule,  et 
il  se  borne  à  en  vérifier  l'exactitude. 

application  à  V équation  du  deuxième  degré. 

497.  Ecrivons  l'équation  du  deuxième  degré  sous  la 
forme 

.r'  —  p.T  -\-qz=zo. 

Pour  avoir  la  somme  des  puissances  /z''^"'»^»  des  racines, 
il  faudra  faire,  dans  la  formule  (  8)  du  numéro  précédent, 

Py  —  —P.      Pm—Pï  —  q\ 

(')  Editio  tertia,  p.  i. 

S.  —  Alg.  Slip.,  I.  29 
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si  l'on  pose,  en  outre,  Xo^f^?  on  aura  X^=72 — 2p.  On 
trouve  alors  cette  valeur  de  5„, 


'"-1f(«' 


(  —  iYnr(n  —  a) 

2p-}-i  r  fx-+-i^        ^ 


le  signe  >  s'étendant  aux  valeurs  de  y. 

G,    I,   2,  .  . ., 

jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans  -•  En  rempla- 
çant les  r  par  leurs  v^aleurs,  il  vient 

nin  —  3 


1 .2 

^<,Y  n(n-f.~i)(„-i,.-'.)...(n-,i.^i)     ,_, 

^'         '  I  .2.  .  .  fX  ^  ^ 

On  déduit  immédiatement  de  ce  résultat  la  valeur  du 
polynôme  que  nous  avons  désigné  par  Y ,1  au  n°  109. 
En  effet,  V„  est  une  fonction  entière  àex  définie  par  les 
deux  équations 

z'^  z 

Il  s'ensuit  que  Yn  est  la  somme  des  puissances  /z'^'"^^  des 
racines  de  l'équation 


t j  =  o,     ou     t^  —  ,r^-hi  =  o; 

par  conséquent  la  valeur  de  N n  se  déduira  de  celle  de  s, 
écrite  plus  haut,  en  faisant  p^^j:  et  <7=:  i;  il  vient  ainsi 

Yj,  =  .r«  —  /?.r''-2  +    — ^  .z-'^-*  —  .  ..  . 

I  .  2 

,        ,    n(  f?  —  a  —  i] .  .  .{/?.  —  2  w  +  1  ]     ,,    _  _ 

H-    —  I  1"  — ■ ■ ^ '  ^"~-='  -F-  .  .  . , 

^         ^  I .2. .  .  a 
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formule  qui  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  obtenue 
au  n^  109  par  une  analyse  différente. 

Sur  l'expression  d'une  fonction  symétrique  d'ordre 
quelconque  des  racines  d'une  équation,  en  fonction 
des  sommes  de  puissajices  semblables  des  racines. 

198.  Waring  a  donné,  dans  ses  Meditationes  alge- 
braicœ  (*  ),  une  formule  qui  fait  connaître  l'expression 
d'une  fonction  symétrique  d'ordre  quelconque  des  racines 
d'une  équation,  en  fonction  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines.  Nous  allons  établir  ici  cette  for- 
mule remarquable. 

Soient 

.r^,    .r^,    x^^    •  •  • ,    x,n 

les  m  racines  d'une  équation  de  degré  m,  et 


des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Nous  conserverons  les  notations  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  le  Chapitre  précédent,  en  sorte  que  s^^  repré- 
sentera la  somme  des  puissances  de  degré  a<  de  toutes  les 
racines  et  que  le  symbole 


K,      a.T 


désignera  la  fonction  symétrique  d'ordre  i,  dont  tous  les 
termes  se  déduisent  de  xl'xl- .  .  .  xf',  en  faisant  toutes  les 
j  permutations  possibles  des  racines.  Nous  supposerons 

d'abord  que  les  exposants  a  soient  inégaux,  et  alors  on 

(*)  Editio  tertia,  p.  8. 

»9- 
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aura 


i  -  2à'^i  -^2  '  •  •  •  -^.i; — 2i-^i  '^2  •  •  •  -^-i  • 

Cette  formule  permet  de  calculer  les  fonctions  symé- 
triques d'ordre  i  quand  on  sait  former  celles  de  l'ordre 
i  —  1  :  on  en  déduit 


!'■■ 


*a,''œ5  ''«i+aj» 


1    ■    2   ■     i 


a,      a.      a,      a, 

X      .7?     .r  'j     ' 

12       3        4 

•^a, -^a j -^«s+a^  + '^ai '"^a.,  ■'f ttj-Ha^  +  «^a, -^'a^ -^aj-i-aa 
"  '''ai■'*(Xi''>'a.^^'x.^  "4~  -^a»  ■^*'a^ -^'aj-t-aa  ~l~  -^aî-^a^ -^ai+ao 


4  +  •^'«2''>a,-r-a3+aA 
i  "+■  '^'a4''''a,+a2-)-a. 


2     '^ 

^a3'^a,-|-a2+-a4  ~^  ''04  ■'^ai  +  aj-f-a. 


—  ?, .  3  .V, 


c,  H-aî+cf-s+aii 


On  peut  écrire  ces  formules  d'une  manière  plus  abrégée 
et  découvrir  la  loi  de  leur  formation  en  faisant  usage  de 
la  notation  suivante  :  partageons  les  i  indices 


«1,     «21 


en  divers  groupes.  Soient  X,  le  nombre  des  groupes  qui 
contiennent  un  seul  indice,  "k^  le  nombre  des  groupes  qui 
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contiennent  deux  indices,  .  .  . ,  X/  le  nombre  des  groupes 
qui  contiennent  i  indices;  on  aura 

Xi  4-  2^2  -H  3).3  +  .  .  .  -h  ili  =:  i; 

on  voit  que  X^  doit  être  égal  à  zéro  ou  à  l'unité,  et  si  A/  =  i , 
tous  les  autres  À  sont  nuls.  Cela  posé,  ajoutons  entre  eux 
les  indices  a  de  chaque  groupe  et  désignons  par 

les  sommes  obtenues;  enfin  considérons  le  produit 

faisons  toutes  les  permutations  des  indices  «i ,  a^,  .  .  . ,  «/ 
qui  font  acquérir  à  ce  produit  toutes  les  valeurs  distinctes 
dont  il  est  susceptible,  ajoutons  tous  les  résultats  et  dé- 
signons par 

la  somme  obtenue  qui  sera  une  fonction  symétrique  des 
indices  a. 

D'après  cette  notation,  les  formules  écrites  plus  haut 
deviennent 

^<'..;^r=ï(2,   0)~T(0,   l), 

V.<*.V<':=:T(3,0,  g)  —  T(i,   I,o)4-2T;0,  O,  il, 

^•<'-V-''-'r-<'=T(4,  G,  G,  O)  -  T(2,   1,  O,  g) 
(2)/  +2T(l,G,  i,g)  —  2.3T(0,G,0,l), 


.^1    .^2    .^3   .^,,    .r„    =  1(5,  O,  G,  G,  G]  —   ï[6,   I,  G,  G,  g) 
H    2T(2,G,  I,G,0)  4    ï(l,  2,  G,  0,0) 
—  2.3T(  I  ,  G,  G,  I  ,  g)  —  2T(g,  1 ,  1 ,  G,o) 

H-  2.3.4T(g,  o,  g,  g,  i), 
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et  il  est  aisé  de  vérifier  qu'on  a  généralement 

X       '1      «i      «1  «i 

>  -^1     -^2     -^3     •  •  *   •''i 

^y  (_  ,)/-V\—-^-'T(2^r(3)^3. .  .r(O^^T(>„  ).„  . . .,  X,), 

le  signe  \  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  va- 
leurs de  A< ,  Xo,  .  .  . ,  X^-  qui  satisfont  à  la  condition 

>i  -f-  2X2  -+-  3  ).3  H- .  .  .  -f-  i\i  =  /, 

et  le  symbole  r(a)  désignant,  comme  au  n°  196,  le  pro- 
duit des  p. —  I  premiers  nombres  entiers. 

Au  moyen  des  formules  (2)  on  vérifie  l'exactitude  de 
la  formule  (3)  pour  /  =  2,  3,  4>  5  ;  donc,  pour  établir  la 
généralité  de  celle-ci,  il  suffit  de  prouver  que,  si  elle  a  lieu 
pour  i  z=z  k,  elle  a  lieu  aussi  pour  1  =  ^4-1.  Admettons 
que  l'on  ait 

4)  /  ^—' 

j      =J(-i)'-V^.— -^'r(2^r(3^...r(/!-?.T(l„i„...,).i), 

le  signe  \  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  va- 
leurs des  entiers  1,  pour  lesquelles  on  a 

Il  +  2.1.2  -I-  3X3  -I-  ...  +  />■!/,  =  /•. 
Tl  est  évident  que  l'expression  de 


«1  C-.--  f^l;         C-fr-f-l 


sera  formée  de  termes  tels  que 

OÙ  l'on  aura 

>,  -j-  2>2  4-  3X3  H-  .  .  .  +  /•>/,-  H-  (>  +  l)  Wi  =  >î-  + 
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nous  allons  cliercher  à  déterminer  les  coefficients  qui 
multiplient  ces  différents  termes. 

Supposons  d'abord  que  A,  ne  soit  pas  nul,  ce  qui  exige 
que  "k/f^i  le  soit;  on  aura 

Geia  posé,  le  terme  en 

ï(>i,  1,.  ...,  >/,,  g), 

que  nous  considérons,  proviendra  en  partie  [formule  (i)] 

de   la   multiplication   de   s^^^^   par  \  j?"' x^' •  •  •  x^^^  et, 

comme  les  termes  de  ce  produit  ne  peuvent  évidemment 
se  réduire  avec  ceux  qui  proviennent  du  changement  de 
ai  en  «<  -f-a/f^,  ou  de  ao  en  a2-î-a/+i,  ou,  etc.,  il  est 
clair  que  le  coefficient  de 

T(Xi,    )^2,    .  .  .,    >.x.,    o) 

dans  \  Xj'  x^-  •  •  •  x2+\  ^^^^  ^ë^^  ^^^  coefficient  de 

T(Xi  —  I,  )-2,   •  •  .,  A/J 
dans  y  x^'  x^'  ■  •  •  xjS  c'est-à-dire  égal  à 


\k-hl—^.-l. ■Xt   Tfr^M 


r(2)^.r(3)^3...r(/-)^A- 


ce  résultat  est  conforme  à  celui  qu'on  déduit  de  la  for- 
mule (3)  quand  on  y  fait  i  =:=  Ic-i-  i. 
Considérons  maintenant  le  terme  en 

T(0,       l^,      ...,      l,r,      >.^._,-l,      ...,      X/„      G', 

dans  \  X*'  x^'  •  •  •  x/x^*+J  •  Ce  terme  provient  tout  en- 
tier [formule  (i)]  des  résultats  que  l'on  obtient  en  chan- 
geant, dans  —  \  x^'  x^-  •  •  •  x^S  a,    en   «j  4-  ^a+h    ou 
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ao  en  a^  -f-  ^^A+i?  ou,  etc.  Les  termes  de  l'expression  de 
—  y  07*'  x'I'  '  '  '  j?2*5  qui  concourent  ainsi  à  former  le 
terme  que  nous  considérons,  sont  évidemment  de  la  forme 

T(o,    >2,    ••  -,     V~^  ''    Wl  —  ï'    •  •  •'    ^A-), 

où  g  peut  avoir  toutes  les  valeurs  telles,  que  X^.^.,  ne  soit 
pas  nul,  et  le  coefficient  correspondant  sera,  d'après  la 
formule  (4), 

Or  chacun  des  termes  de 

contient,  d'après  sa  définition  même,  un  ou  plusieurs 
facteurs  de  la  forme 

OÙ  le  nombre  des  indices  a  est  égal  à  ^;  si,  dans  les  fac- 
teurs de  ce  genre,  on  remplace  successivement  a<  par 
«1  ~hc(k+i,  puis  «2  par  «2  +  ^/^+0  puis,  etc.,  et  qu'on 
réunisse  ensuite  tous  les  résultats,  chaque  terme  sera  ré- 
pété g  fois  dans  la  somme.  Il  s'ensuit  que  le  terme  en 

T(o,  >2î  •••.   V -^- ï'   Wi— i.   •••.  ^a) 

donnera,  dans  \  a"' a:^' •  •  •  .r^^x^^^J  ?  une  partie  des 
termes  contenus  dans  l'expression 

ï(o,    >2,     .   .  .,    X^.,     /^+,,     .  .   .,     >/„     O), 

et  que  ceux-ci  auront  pour  coefficient 

ou 

{_,)/.+i-s-/.3...->.xr(2)'x..r(^)\-r(^  +  i)\.+i...r(/-)^t, 
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à  cause  de  gT[g)  =  r(^  4-  i).  Les  termes  qui  peuvent 
naître  des  diverses  valeurs  dont  g  est  susceptible  ne 
pouvant  se  réduire  entre  eux,  le  coefficient  de 

T(o,  -k,,  :^3,  ....  Xa-,  o) 
dans  \  xi'  x^'  •  •  •  x^"  x^+J  sera 

(_,)A-+i-x, ^A-r(2f>.r(3)^3. .  .r(/-)H. 

Ce  résultat  est  conforme  à  celui  qu'on  déduit  de  la  for- 
mule (3),  en  y  faisant  i  =  A"  +  i. 
Considérons  enfin  le  terme  en 

T(o,   o,   o,  .  .  .,  o,    i) 

dans  \  X*'  xl'"  •  x^^  ^7+1'  ^^  ^^  forme  au  moyen  du  seul 

terme 

(_ij/.T(/-)T(o,   o,   o,   ...,  o,  i) 

de  —  \  xl' xl' '  "  xl^ '  Il  faut  effectivement,  pour  cela, 

ajouter  successivement  a/,^,  à  chacun  des  indices  qui 
entrent  dans  ce  terme,  et  réunir  tous  les  A  résultats  qui 
sont  évidemment  égaux  entre  eux.  On  voit  alors,  à  cause 
de  Ar(/r)  =  r(A  H- i),  que  le  terme  considéré  a  pour 
valeur 

(— i)^T(/--hi)T(o,  o,  o,   ...,  o,  i), 

ce  qui  achève  de  démontrer  l'exactitude  de  la  formule  (  3  ) . 

199.  Il  est  aisé  de  trouver  le  nombre  N  des  termes 
contenus  dans  la  fonction  que  nous  avons  désignée  par 

T(  Aj,   A25   •  •  •  •>   ^/j* 

Effectivement  chacun  de  ces  termes  correspond  à  une 
certaine  distribution  des  indices 
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en  }.<  -I-  X2  -T- .  .  .  -f-  ^>;  groupes,  et  ^^  désigne  généralement 
le  nombre  des  groupes  qui  renferment /r  indices.  Écri- 
vons, sur  une  même  ligne,  tous  les  indices  a,  de  manière 
que  ceux  qui  appartiennent  à  un  même  groupe  se  trouvent 
placés  à  côté  les  uns  des  autres,  en  commençant  par  les 
groupes  d'une  seule  lettre,  mettant  ensuite  les  groupes  de 
deux  lettres,  et  ainsi  de  suite.  On  pourra  former,  de 
cette  manière,  N  permutations  ou  arrangements  des  i  in- 
dices qui  correspondront  respectivement  aux  N  termes 
de  T.  Si  maintenant  on  fait  dans  chacun  de  ces  N  arran- 
gements toutes  les  permutations  possibles  des  indices  qui 
composent  chaque  groupe,  sans  altérer  l'ordre  des  groupes 
et  sans  faire  passer  aucun  indice  d'un  groupe  à  un  autre, 
le  nombre  total  des  arrangements  qu'on  obtiendra  sera 
égal  à 

Nr(2)^  r(3]^'^. .  .r{/-)Vir(/  -4-  i)\- 

Enfin,  si,  dans  chacun  des  arrangements  ainsi  formés,  on 
permute  entre  eux,  de  toutes  les  manières  possibles,  d'a- 
bord les  y>\  groupes  qui  contiennent  chacun  un  indice, 
puis  les  Xo  groupes  qui  contiennent  deux  indices, 
puis,  etc.,  sans  altérer  l'ordre  des  indices  qui  composent 
un  même  groupe,  le  nombre  de  tous  les  arrangements 
ainsi  obtenus  sera 

Nr(2^  r(3)^.. .  .r(z  -f-  ifiT{\,  + 1)  y{\^  -f-  i)  . .  .r(>,  -^  i). 

Or  il  est  évident  qu'en  opérant  ainsi  on  a  formé  toutes 
les  Y[i-^  i)  permutations  des  i  indices  sans  en  omettre 
ou  en  répéter  aucune.  Le  nombre  précédent  est  donc  égal 
à  T[i  -h  i),  et,  par  suite,  on  a 


N  = 


r(.--f-i) 


200.  La  formule  (3)  suppose  que  les  i  indices 

ai,    a2,    ....    cti 
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sont  inégaux.  Supposons  maintenant  que  parmi  ces  in- 
l  dices  il  y  en  ait  p.<  égaux  à  a< ,  ii.2  égaux  à  ao,  .  .  . ,  enfin 

^k  égaux  à  a/f  ;  il  est  évident  que  le  second  membre  de  la 
formule  (3)  devra  être  divisé  par 

ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  au  n°  173. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  i  indices  soient 
égaux  à  un  même  nombre  ce  :  on  devra  diviser  le  second 
membre  de  l'équation  (3)  par  r{i  -f-  i)  ;  d'ailleurs,  cha- 
cun des  N  termes  de 

se  réduit  à 

\  V.**- ma- 
done cette  fonction  a  pour  valeur 


r(2)^>.r(3f^...r(;H-i/ir(>i  +  i)r(X2  +  i)...i\A,-  +  i) 
ou 


o.       la  10.' 


1  ^.2''3 . . . /^ r ( 2j"^îr( sy^a .. . r(z )^^ir(Xi -m  (rfA2 -i- 1) . . . r( a,;  +  i j 

la  formule  (3)  donne  alors 

i.—i. 


5)  2^(-^i-^2.-.-^^)"-2jjX,_^.,_../.,r().,+  i)r(>2+i)...r(A,  +  i)'^^ 

le  signe  \  du  second  membre  s'étendant,  comme  précé- 
demment, aux  valeurs  nulles  ou  positives  des  entiers  A,, 
^2,  .  .  . ,  li  susceptibles  de  vérifier  la  condition 

>i  +  2>2  +  .  .  .  ~f-  i'ki  ■=  i. 


s  '  S'  ....V.  î 
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Détermination  des  coefficients  d'une  équation  en 
fonction  des  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines. 

201 .  L'analyse  précédente  donne  immédiatement  l'ex- 
pression des  coefficients  d'une  équation  en  fonction  des 
sommes  de  puissances  semblables  des  racines. 

Soit  l'équation 

.r"'  H-/?i  .r'"-ï  +P2  .r'"-2  +  .  .  .  H-  p„,_^  or.  +  p,n  —  O, 
et  représentons,  comme  précédemment,  par 

.rj,  .Tg,    .  .  . ,   .r,„ 

ses  m  racines.  On  a 


/?/=(— O'V^i "^2. .  '-^i 


par  suite,  la  formule  (5)  du  n°  200  donnera,  en  y  fai- 
sant a  =  I, 


^'  ~2ji^.2"s.3'x../'--r(>i-fT)r(X2+i)...ri^, 

le  signe  \  s'étendant  toujours  aux  valeurs  nulles  et  posi 
tives  des  exposants  X  qui  vérifient  la  condition 

>i  H-  2  A2  -f-  .  .  .  H-  ili  =  i. 
En  faisant  i  =  i ,  2,  3,  4?  •  •  •  ?  on  trouve 
Pi  —  —  H^ 

1  1 


1,6  0.  o 

2.5.4  2.2  o  2/.  2  4 
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Il  est  aisé  de  vérifier  ces  résultats  au  moyen  des  formules 
de  Newton. 

Méthode  noiw elle  pour  foriner  le  dernier  ternie  de 
V équation  aux  carrés  des  différences. 

202.  Le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines 
d'une  équation  prises  deux  à  deux,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  dernier  terme  de  l' équation  aux  carrés  des 
différences  y  est  une  fonction  entière  des  coefficients  de 
l'équation  proposée,  qui  possède  plusieurs  propriétés 
remarquables  et  qu'on  a  occasion  de  considérer  dans 
diverses  questions  d'Analyse  supérieure.  Nous  avons  fait 
connaître  au  n°  179  le  procédé  de  Gauchy,  par  lequel  on 
peut  calculer  la  fonction  dont  il  s'agit,  pour  une  équation 
de  degré  m,  lorsqu'on  connaît  la  valeur  de  cette  même 
fonction  pour  une  équation  de  degré  ni — i.  Je  me  pro- 
pose ici  d'indiquer  un  procédé  nouveau  et  d'une  grande 
simplicité  pour  résoudre  la  même  question. 
Soit  l'équation  de  degré  m 

et  désignons  par  V/^  le  dernier  terme  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences  des  racines.  Il  résulte  de  la  théorie 
des  fonctions  symétriques  que  \jn  est  une  fonction  en- 
tière des  coefficients  pi,  p^y  •  •  •  ?  Pnn  et  que  chacun  des 
termes  de  cette  fonction  renfermera  jn[ïn — i)  dimen- 
sions, si  l'on  considère  chaque  coefficient  p  comme  ayant 
autant  de  dimensions  que  son  indice  contient  d'unités. 
D'après  cela,  la  valeur  de  V;«  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  p,n  aura  la  forme 

(2)  y„,=a,p';;-'-^a,pZ-'-^a^pZ~'-^  ...  +a,„_,p,„  -i-a,,, 

A,,  Ao,  . . . ,  A„i  étant  des  fonctions  entières  de  p^^p.^,  . .  • , 
Pm~\',  dont  la  première  est  une  simple  constante. 
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Désignons  par  Ym-t  le  dernier  terme  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 

(  3  )        .r— 1  -f-  p,  ^'«-2  -f-  p,  x'"-^  -t- . . .  -f  /?„,_2  .r  H-  p,,,_,  z=  G . 

Lorsque /^;„  est  nul,  la  fonction  \m  se  réduit  à  A^^;  d'un 
autre  côté,  l'équation  (i)  se  déduit  alors  de  l'équation  (3) 
en  multipliant  celle-ci  par  x,  c'est-à-dire  en  y  introdui- 
sant une  racine  nulle.  Il  s'ensuit  évidemment  que  l'on  a 

Gela  posé,  il  est  évident  que  la  fonction  V/;^  ne  changera 
pas,  si  l'on  augmente  chaque  racine  de  l'équation  (i) 
d'une  même  quantité  h;  or,  par  ce  changement,  les  coef- 
ficients Pi,  p2,  '  '  ' ,  Pm  prennent  des  accroissements 

A/^l,    A/72,    •  .  -5    ^Pm-U    ^Pm 

qui  s'évanouissent  avec  h,  et  dont  les  termes  qui  con- 
tiennent h  à  la  première  puissance  sont  respectivement 

mh,    [?n  —  i)pik,    [m  —  i]p^Ji,   ...,   ip„i^ç^h,  p,„^^h. 
L'accroissement  correspondant  ùk\ m  de  V;„,  savoir  : 

AV,„  =  _^  Ap,  -I-  — -^  Ap2  +.  .  .  -f-  -7-^  Ap,,  -H. .., 
dpi  dp^  dp„, 

est  nul,  quel  que  soit  A,  et,  par  conséquent,  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  h  est  identiquement  nul  ;  on 
a  donc 

dpi  ^  "      dp^  ^  ^        dp^  ^  dp,,. 

On  peut  obtenir,  d'une  autre  manière,  cette  équation 
qui  va  nous  conduire  à  la  valeur  de  V,„.  Si,  en  effet,  on 
fait  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  (i)  et  qu'on 
exprime,  par  le  moyen  des  différentielles  partielles,  que 
Vm  est  une  fonction  des  coefficients  de  l'équation  transfor- 


dN, 


d^ 
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mée,  on  retrouvera  l'équation  que  nous  venons  déformer. 
Nous   écrirons,    pour   abréger,   cette  équation  de  la 
manière  suivante  : 

en  feignant  quepi ,  /?o,  .  .  . ,  p^^i  soient  des  fonctions  d'une 
variable  ^,  qui  aient  respectivement  pour  dérivées 

dp^  dp^  dp,„_^  dp^ 

En  différentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  la  variable 
fictive  Ç,  se  rappelant  que  A,  est  une  constante  dont  la 
dérivée  est  nulle,  il  vient  ^ 


dk^    ,„_2       dk^    „^_3  /^A,,.._,     2     ,    <^A„,._|  <^A,, 

dY 
Or   — -^  est  identiquement  nul;  on  a  donc,  en  égalant  à 
dt, 

zéro  les  coefficients  des  puissances  de  pniy 

dk.,, 

Pm~-l  A,n-i  -4-    -^  ==  O, 

^A,„_, 

2/?m-i  A,„_2  H ——•  =  O, 


dk, 

(m  —  3 )/?,,,_!  A3  +  -j~  =  o, 

(m  — 2)/?,„_iA2  4-  -—  =0, 
,(rz       I  ) /;,,,_!  Ai -t-  -^  =0. 
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Si  Ton  connaît  V,„_,,  la  valeur  de  A„i  s'en  déduit 
immédiatement,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  et  les  équa- 
tions précédentes  donneront  ensuite  successivement 
A„i_,,  A„i_2,  ...  ;  en  sorte  que  la  valeur  de  Y^  se  déduit 
de  V/„_,  par  de  simples  différentiations. 

203.  Exemple.  —  On  a 

supposons  qu'on  veuille  avoir  V3.  On  posera 

V3  =  Aipl  -h  k,Pi  +  A3, 
et  si  l'on  fait 

on  aura 

'dk.-^  dAo 

P'-^-^-J^^"'        2/>,  A,  +   --=:=:  O. 

On  a  d'abord  cette  valeur  de  A3,  savoir  : 

A3 =/?2  [p\  —  ^p■^  —p\p\  —  kp\-^ 

on  en  déduit 


et,  par  suite, 
on  trouve  enfin 


A2  =  i87?i/»2— 4/^; 


A^rir— 0.7. 


et,  par  suite. 

On  a  donc 

V3  ==  —  '^nPl  +  (t8i^iP2  -  kp\]P6  -^p\p\  —  ipl- 
Supposons  encore  qu'on  veuille  avoir  V,.  On  posera 

V4  =  Aipl  +  A,pI  +  A3/^4  +  a;, 
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puis 

^P\  r         dP-2  Q  '¥^ 

et 

On  a  d'abord 

d'où 

dA 

-^^-  ^^^PiPl  +  6/.^;.^  -I-  ^op.plpl  -  iSp]p,pl 

-^^P]plPi—  ^^PlPi^ 

et,  par  suite, 

A3  =  lUPiPl  —  6p]pl  —  Sopiplp.^  +  iSp'.PiPi 

—  ip'pl  —  i^pU 

d'où 

'■^=mpiPi-+^^Qpipz  -'^■S8p]p,p,^5/{p\p,, 

et,  par  suite, 

A2-  —  ^9^PJh  —  i^Sp]  -+-  lUp'iPi  —  ^IPU 
d'où 

^  =  -768/^3. 

et,  par  suite, 

Al  =:  256, 

ce  qui  achève  de  déterminer  la  valeur  de  V/,. 

Dans  le  cas  particulier  du  quatrième  degré,  on  peut 
mettre  sous  une  forme  commode  pour  le  calcul  arithmé- 
tique l'expression  du  produit  des  carrés  des  différences 
des  racines.  Prenons  l'équation  proposée  sous  la  forme 

aa-'"  -\-  ^b.x'^  -h  6c.r^  -f-  f{d.T  -f-  ^  rrr  o, 
S.  —  Jl:,--.  sup.,  I.  3o 
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et  soient 

l  =  ae  —  /lbd-i-3c'\ 

J  zn  ace  -\-  2  bcd  —  ad^  —  eb^  —  c\ 
On  aura,  en  désignant  les  quatre  racines  par  a,  o,  y,  â, 

««X(a-^)Ma-7)M«-'^)MP-7)'-(P--^7(7-^)^ 

=r:l6(P—  27J2). 

C'est  M.  Gayley  qui,  le  premier,  a  trouvé  cette  formule. 

Démonstration  nouvelle  de  la  forniule  de  Lagrange. 

204.  La  formule  de  Lagrange  a  fait  l'objet  des  re- 
cherches d'un  grand  nombre  de  géomètres  ;  Gauchj,  en 
particulier,  est  revenu  à  plusieurs  reprises  sur  cette  for- 
mule, et  il  en  a  donné  diverses  démonstrations.  Mais,  dans 
ces  derniers  temps,  M.  Eugène  Rouché  a  fait  une  étude 
nouvelle  et  plus  complète  de  la  question,  et  il  a  publié, 
dans  le  XXXIX*' Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Poljtech- 
nique,  une  démonstration  qui  ne  laisse  rien  à  désirer  sous 
le  double  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  simplicité;  nous 
croyons  utile  d'exposer  ici  l'analyse  de  M.  Rouché. 

Les  développements  qui  vont  suivre  ne  se  rapportent 
pas  seulement  aux  équations  algébriques  :  ils  s'appliquent 
également  aux  équations  transcendantes.  Rappelons  à  ce 
sujet  que,  si  f[z)  désigne  une  fonction  quelconque  ^ie/z 
déterminée  de  la  variable  z,  qui  s'annule  pour  z  ^=  z^, 
et  si,  IX  étant  un  entier  positif,  la  fonction 


a  une  valeur  finie  différente  de  zéro  pour  z  =  z^,  la  ra- 
cine Zi  de  l'équation  y  (z)  =  o  a  le  degré  de  multijdi- 
cité  (x  ;  les  règles  du  Calcul  différentiel  montrent  que  dans 


/ 
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ce  cas  les  [à — i  premières  dérivées  de  la  fonctiony(2r) 
s'annulent  pour  z  =  Zi,  tandis  que  la  dérivée  suivante 
prend  une  valeur  différente  de  zéro. 

205.  Soity(2r)  une  fonction  bien  déterminée  de  la  va- 
riable 

-     2  ==  p(cosw -I- /sinw)  =r  pe"^', 

i  désignant  ici  l'imaginaire  ^ — i.  Si  l'on  attribue  au 
module  p  une  valeur  déterminée,  la  fonction y(^)  ne 
dépendra  plus  que  de  l'argument  w;  donnons  alors  à  w 
les  71  valeurs 

2  77  2  77  .     2  T7 

G,      —      2 — ,       ...,       [n—i]  — î 
n  n  ^  '    Il 

et  désignons  par  z^^  z^,  .  .  .,  Z/^_<  les  valeurs  de  z  qui 
répondent  à  ces  arguments,  la  moyenne  arithmétique  des 
valeurs  correspondantes  àef[z),  savoir 


tendra  vers  une  certaine  limite  quand  le  nombre  n  tendra 
vers  l'infini;  cette  limite  sera  dite  la  valeur  moyenne  de 
f{z)  correspondant  au  module  p. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction 

/(z)=z"S 

7n  étant  un  entier  positif  ou  négatif;  la  valeur  de 


est 


n  ^  ~  n 


e 


dès  que  le  nombre  variable  n  sera  supérieur  à  w,  le  dé- 

3o. 
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nominateur  de  cette  expression  ne  pourra  s'annuler, 
car  m  est,  par  hypothèse,  différent  de  zéro;  d'ailleurs  le 
numérateur  est  nul,  puisque  m  est  un  entier;  donc  la 
moyenne  arithmétique  des  n  valeurs  de  z"^  considérées 
est  nulle  dès  que  Ji  surpasse  m.  Il  s'ensuit  que  la  valeur 
moyenne  de  la  fonction  z"^  est  égale  à  zéro.  Quand  le 
nombre  m  est  zéro,  la  fonctiony(2:)  se  réduit  à  l'unité  et 
dans  ce  cas  sa  valeur  moyenne  est  elle-même  égale  à  i . 
On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  la  proposition 
suivante,  qui  nous  sera  utile  : 

Théorème.  —  Si,  pour  une  valeur  déterminée  p  du 
module  de  la  variable  z,  la  fonction  f  [z)  est  dévelop- 
pable  en  une  série  convergente  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  entières  positives  et  négatives  de  z,  le 
coefficient  d'une  puissance  entière  quelconque  z^,  dans 
le  développement^  est  égal  à  la  valeur  moyenne  du 

quotient  -^* 

En  effet,  supposons  que,  pour  une  valeur  p  du  module 
de  z,  on  ait,  quel  que  soit  l'argument  w. 


m  —  -r  ' 


—2.      ' 

/«  z::  —  00 

on  pourra  écrire 


ou,  si  l'on  veut, 


Z' 


fi'-J         -X      .         ,„;_/. 


Z'  


c  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  l'en- 
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lier  M  tend  vers  Finfîni.  Prenons  les  valeurs  moyennes 
des  deux  membres  de  cette  égalité;  tous  les  termes  com- 
pris sous  le  signe  \    donneront  des    valeurs  moyennes 

nulles,  à  l'exception  de  celui  qui  répond  à  m  =z  h  et  qui 
aura  A/^  pour  valeur  moyenne.  Si  donc  on  désigne  par 

r,  la  valeur  moyenne  de  £,  et  qu'on  représente  par  OK  — — 

f  z] 
celle  de  — ~^  on  aura 

z'' 


mais  il  est  évident  que  //  =  o,  car  yi  est  la  limite  que 
prend,  pour  zi  =  oo  ,  la  moyenne  arithmétique 

Sp-f-  et  -h.  .  .-f-g;,-! 
n 

des  n  valeurs  de  e  ;  le  module  t)  est  donc  inférieur  à  la 
moyenne  des  modules  des  quantités  e,  et,  par  suite,  in- 
férieur au  plus  grand  des  modules  de  ces  quantités. 
D'ailleurs  celui-ci  s'annule  pour  M  =  oo  et,  en  consé- 
quence, le  module  dey;  se  réduit  en  même  temps  à  zéro. 
On  a  donc 

-^  =  A. 

206.  Lorsqu'on  attribue  une  valeur  déterminée  au 
module  p  de  la  variable  z,  et  que  l'on  donne  à  l'argu- 
ment w  toutes  les  valeurs  comprises  entre  zéro  et  2  7r,  le 
module  de  la  fonctiony(^)  prend  diverses  valeurs.  La 
plus  grande  de  ces  valeurs  a  reçu  de  Cauchy  la  dénomi- 
nation de  module  maximum;  le  module  maximum  de 
/(z)  est  donc  une  fonction  du  module  de  la  varial)le  z. 

Par  exemple,  soit 

f[z\='- -— » 
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rze"'  désignant  une  constante  et  m  nn  nombre  entier 
module  y (z)  sera  la  racine  carrée  de  l'expression 


—  [(«<?*'+  pc""j  («^-"'-^  pe-'"')]'". 


ou 

I 


-^[«2_|-.  2«pcos[w  —  a)H- p-]'", 

et  il  est  évident  que  le  maximum  de  cette  expression  ré- 
pond à  w  =  a  ;  il  s'ensuit  que  le  module  maximum  de 
la  fonction  y (^)  a  ici  pour  valeur 

[a-^pY" 


P 
Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Le  module  de  la  valeur  moyenne  d'une 
fonction  f(^)  est  inférieur  au  module  maximum  de 
cette  fonction. 

En  effet,  la  valeur  moyenne  ^V<-f[z)  de  la  fonction 
f[z)  est  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

/(zo)H-/(zi]-f-...-f-/(g^-ï) 

— î 

n 

quand  n  tend  vers  l'infini  ;  le  module  de  la  somme  qui 
figure  au  numérateur  est  inférieur  à  la  somme  des  mo- 
dules des  parties,  et  en  conséquence  il  est  inférieur,  quel 
que  soit  n,  à  n  fois  le  module  maximum.  Donc  le  mo- 
dule de  DK'f{z)  est  moindre  que  le  module  maximum. 

Corollaire.  —  Lorsque,  pour  une  valeur  donnée  du 
module  p  delà  variable  imaginaire  z,  une  jonction  f{z) 
est  développahle  en  une  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  positives  et  négatives  de  z^ 
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le  module  du  coefficient  de  -f  dans  le  développement, 

z 

est  inférieur  nu  module  maximum  du  pj^oduit  zf  (  z  ) . 

En  effet,  d'après  le  théorème  du  n°  205,  le  coefficient 

de  -  dans  le  développement  àef[z)  est  égal  à  la  valeur 

moyenne  du  produit -2r/(z),  et,  d'après  le  précédent  théo- 
rème, le  module  de  ce  coefficient  est  inférieur  au  mo- 
dule maximum  de  zf[z). 

207.  Ces  notions  préliminaires  étant  établies,  considé- 
rons une  équation  de  la  forme 

Zz=:t<^[.T,-\-z], 

dans  laquelle  t  el  x  désignent  deux  constantes  quel- 
conques réelles  ou  imaginaires,  et  où  <p  représente  une 
fonction  bien  déterminée  qui  reste  continue  pour  toutes 
les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur  à  une  cer- 
taine limite  R.  Nous  établirons  d'abord,  d'après  M.  Rou- 
ché,  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  la  fonction  ^[x-{-  z)  est  bien  dé- 
terminée et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont 
le  module  est  inférieur  à  R,  et  si  la  constante  est  telle^ 
que  le  module  maximum  de  la  fonction 

t<s^[x  -f-  z] 
z 

soit  moindre  que  V ujiité  pour  une  valeur  r  du  module  p 
de  z  inférieur  à  R,  l'équation 

z  =  tç[.x-h  z) 

aura  une  racine  unique  de  module  inférieur  à  r. 

En  effet,  soit  m  le  nombre  des  racines  z^,  Zo,  .  .  . ,  z„, 
de  cette  équation,  dont  les  modules  sont  inférieurs  à  /'; 
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on  aura 

(  I  )     Z  —  tff  [x  -^  z]  =  [z  —  Zy]  [z  —  Z^)  .  .  .  [z  —■  Z„j  )  ^}^  (  2  j , 

en  désignant  par  ^{z)  une  fonction  bien  déterminée, 
qui  reste  continue  et  qui  ne  s'annule  pour  aucune  valeur 
(le  z  dont  le  module  est  inférieur  à  /*;  on  tire  de  là 


r       to[.x-^z)'\      -     ,, 


=rlog{z  —  Zi^+.  .  .-4-l()g(3  —  3,„)—  log3, 

et,  en  différentiant, 

,  ,_L ±__-l_^^iM=_J_+...+-J 1. 

Donnons  maintenant  à  la  variable  z  le  module  /';  le 

,    ,       ,     /cp(.r  -4-  s)    ,  ,  .     ,  .,       .    , 

module  de  -^^ étant   alors    moindre  que    1  unité, 

par  hypothèse,  on  a 

d'ailleurs  la  fonction  ç&(a:-H^)  est  développable,  ainsi 
que  chacune  de  ses  puissances,  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z] 
donc  la  fonction 


r      tf^[x-\-z)'^ 

log|^i_-i— -J 


peut  être  développée  suivant  les  puissances  entières  po- 
sitives et  négatives  de  z.  La  même  chose  aura  lieu  aussi, 
par  un  théorème  connu,  à  l'égard  de  la  fonction 


./log  1^1- -^^-^—^-J 


dz 
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et  il  est  évident  que,   dans  le  développement  de  cette 
dernière  fonction,  il  n'y  aura  pas  de  terme  en  -• 


I 
z 
D'un  autre  côté,  la  fonction 


d\o^^[z]  _  •h'[z] 
dz  "^  (■^) 

est  évidemment  développable  par  la  formule  de  Maclau- 
rin,  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z, 
puisque  le  module  r  de  z  est  inférieur  à  R  ;  donc  il  n'y  a 

aucun  terme  en  -  dans   le  développement   du  premier 

membre  de  la  formule  (2). 

Passons  au  second  membre;  comme  on  a 


I 

I 

I 

I         z. 

—  -      1            1 

z  —  z. 

I 

z 

z        z^ 

il  est  évident  que  le  coefficient  de  ->    dans   ce  second 

membre,  est  égal  à  m  —  i  ;  ce  coefficient  doit  être  nul, 
et  l'on  a  en  conséquence 

208.  La  démonstration  de  la  formule  de  Lagrange 
est  contenue  dans  le  théorème  suivant,  qui  fait  connaître 
en  même  temps  quelle  est  celle  des  racines  dont  la  for- 
mule fournit  le  développement. 

Théokème  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  théorème  I,  si  Von  désigne  par  z^  la  racine  de 
r  équation 

z  —  ?y  [.r  -4-  z)  =r  0, 

dont  le  module  est  inférieur  à  r,  et  par  ¥  [x  -\-  z)  une 
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fonction  bien  déterminée  et  continue  pour  les  valeurs 
de  z  dont  le  module  n'est  pas  supérieur  à  r,  la  quantité 
¥  [x  -\-  z^)  sera  dés^eloppable  en  série  coincer  gente  par 
la  formule 

F(^-  +  ..)=FH+lF'W,(x)  +  ilî^î>)iiW]!+,.. 
\  .1.  .  .n  dr"^~^ 

En  effet,  l'équation 

z  —  f(p(.r  H-z)  =  o 

n'ayant  qu'une  seule  racine  z^  de  module  inférieur  à  7% 
on  a,  par  le  numéro  précédent 


.;,)      ,og[,_MfJ:^]_,og4(.)=.log(, 


^1 

Z 


et,  en  multipliant  parla  dérivée  F'[x  -\-  z)  de  F(x  -+-  -z), 
il  vient 


2) 


r  (.r  -h  z]  log  fi—  -^^•''J'^^n  ~  F'  (.r  +  z)\og^{z] 

Donnons  à   ^  le   module   /■,    développons   les    deux 
membres  suivant  les  puissances  de  Zj  et  égalons  entre 

eux  les  coefficients  de-- 

z 

Considérons  d'abord  le  premier  membre.   La  partie 

F' [x  -h  z)\og^[z)    ne  contiendra  aucun   terme  en   -•> 

car  log-^(z)  est  développable  suivant  les  puissances  en- 
tières positives  de  z,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  précé- 
dent, et  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  de  la  fonction 
F'{x-\-z)  qui,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  est  déve- 
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loppable  par  la  formule  de  Maclaurin .  Quant  à  la  pre- 
mière partie,  le  module  de  — — — —^  étant  inférieur  à 
I ,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

[t  t^ 

-  (p  (jc  H- z) -f- — ^  [9  (  j: -+- z)  P -4- .  .  . 
Z  2  5- 

Le  coefficient  de  z^^~^  dans  le  développement  de 
suivant  la  formule  de  Maclaurin,  est  égal  à 

l  ^^-iF'(.r)[,j;(x)l« 


expression  qu'il  faut  réduire  à 

F(.r).(.r) 

lorsque  n=  i;  d'où  il  résulte  que,  dans  le  développe- 
ment du  terme 


le  coefficient  de  -  a  pour  valeur 


I  .  2  .  .  .  «  7lx"-^  ' 

en  outre,   d'après  la  proposition  établie  au  n°  206,  le 
module  de  ce  coefficient  est  inférieur  à 

n 

p  étant  le  module  maximum  de  F'[x  -{-  z)  et  </  celui  de 
•    D'après  cela,  dans  le  développement  du  pre- 
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mier  membre  de  la  formule  (a),  le  coefficient  de  -  est 

z 

la  somme  de  la  série 

L  I        ^     /  '  ^     ^         ,2  ^  ^. 

1.1.  ..n  dr"-'  J' 

et  cette  série  est  convergente,  car  les  modules  de  ses 
termes  sont  inférieurs  à  ceux  de  la  série 

dans  laquelle  q  est<^i,  par  hypothèse;  il  est  évident 
que  cette  dernière  série  est  convergente  et  a  pour  somme 

Considérons  maintenant  le  second  membre  de  la  for- 
mule (2)  ;  sr  ayant  le  module  r,  chacun  des  facteurs  qui 
le  composent  est  développable  en  série  convergente, 
par  la  formule  de  Maclaurin,  et  l'on  a 

\Z  1Z^  ôz^  j 

Dans  ce  produit  le  coefficient  de  -  est  évidemment  la 
somme  de  la  série 

le  module  de  z^  étant  inférieur  à  /',  cette  série  est  con- 
vergente et  elle  a  pour  somme,  d'après  la  formule  de 
Maclaurin,  la  différence 

-[F(.r  +  ..)-F(.r)]. 
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De  tout  cela  nous  pouvons  conclure  que  l'on  a 

F(..  +  .,)=FH+  L  FH,(..)+  iL'^^' Wh(-ff  +. . .. 

I         ^    '  ^  '^    I         1^2  dx 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

209.   Si  l'on  fait  croître  le  module  p  de  la  variable  z 
depuis  o  jusqu'à  oo  ,  le  module  maximum  de  la  fonction 

(p(.r  +  z) 

j 

z 

qui  est  infini  pour  p  ■=  o,  ira  d'abord  en  décroissant,  et 
s'il  ne  redevient  pas  infini  pour  quelques  valeurs  finies 
de  p,  il  finira  par  croître  au  delà  de  toute  limite,  en  même 
temps  que  p,  à  moins  que(f(a:-f-  z)  ne  soit  une  fonction 
linéaire  de  z.  En  efi'et,  la  fonction  (5)  (x -H  ^)  restant  bien 
déterminée  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z,  sup- 

1               11                 •                 j     œ  (  .r  -f-  z  ) 
posons  que  le  module   maximum  de  ~ ne  puisse 

surpasser  une  quantité  donnée  -  \  le  module  maximum  de 


t(0{.T  -4-   2 


sera  dès  lors  inférieur  à   1 ,  quelque  grand  que  soit  le 
module  de  z    et  il  s'ensuivrait  (n'^SOT)  que  l'équation 

z  =  t(f[.v  -h  z) 

n'aurait  qu'une  seule  racine,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
dans  le  cas  où  '^[x  -h  z)  est  une  fonction  linéaire. 

Il  résulte  de  là  que,  p  croissant  à  partir  de  zéro,  le  mo- 
dule maximum  de  la  fonction 

©  f  .r  -f-  z  ) 
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passera  nécessairement  par  un  minimum.  Posons 


le  module  P  et  l'argument  Q.  seront  des  fonctions  con- 
tinues de  p  et  de  Cl);  la  valeur  de  w  qui  répond  au  maxi- 
mum de  P,  pour  une  valeur  donnée  de  p,  satisfera  donc 
à  l'équation 

doi 


(2)  -^=0. 


p  devient  alors  une  fonction  de  p  seul,  puisque  la  va- 
riable 0)  qui  y  figure  est  une  fonction  déterminée  de  p, 
et,  dans  le  cas  du  minimum  de  P,  on  doit  avoir 


dF 

df- 

dV 
d(x) 

7h    ~ 

o, 

condition 

qui 

se  réduit 

à 

(3) 

r/P 

di  ' 

=  o. 

en  vertu  de  l'équation  (2). 
Gela  posé,  comme  on  a 

dz  .       z        dz         ,       ^        , 

dû  p        <^<w 

si  l'on  différentie  l'équation  (i)  d'abord  par  rapport  à  p, 
et  ensuite  par  rapport  à  o),  on  aura 

f^'  i  r/P  da 

(.^.(.;^,_...__P.n.__. 
retranchant  ces  identités  l'une  de  l'autre  et  supprimant 
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le  facteur  e"',  il  vient 

r/P                 cl£l           dP 

p h/pP  —-z=l-— 

'    dp                    dp             <-/&> 

da 

d'où  l'on  conclut 

dP            da          dV 

(^)       .7^^^^7^'  ^di= 

479 


En  vertu  de  ces  formules  (o),  les  équations  (2)  et  (3) 
ne  peuvent  avoir  lieu  que  si  les  seconds  membres  des 
formules  (4)  s'évanouissent;  par  conséquent  la  valeur 
de  z  qui  répond  à  la  plus  petite  valeur  du  module  maxi- 
mum satisfait  à  l'équation 

ou 

z cp' ( .r  -f-  z )  —  o  (.r  -h  z)  =z  o. 

Désignons  par  ^  cette  valeur  de  z,  et  posons 

la  quantité  ^  sera  une  racine  commune  aux  deux  équa- 
tions 

z  —  T(p  f.r  +  z)  r=:  G, 
1  —  T<p'(.r4-z)r==0, 

et,  par  suite,  elle  sera  une  racine  double  de  l'équation 

z  —  T(p(.r  -h  z]  =::  O. 

Désignons  alors  par  t  une  constante  dont  le  module  soit 
inférieur  au  module  de  r,  et  attribuons  à  la  variable  z  e 
module  de  la  constante  (^;  il  est  évident  que  le  module 

maximum  de  -^ sera  eeral  au  module  de  -:  il  sera 

z  ^  T 

donc  moindre  que  i .  En  conséquence,  l'équation 

z  —  t(f[.x-\-z]  =  o 
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aura  une  racine  unique  de  module  inférieur  au  module 
de  ^,  et  le  théorème  du  n°  208  pourra  être  appliqué  à 
cette  racine. 

210.   Si  l'on  pose  z  =  a  —  x,  l'équation 

Z  —  t(f[.T  -h  z)  z=z  O 

se  transformera  dans  la  suivante  : 

u  =  .X  -^  t(ù[u 

et,  d'après  les  développements  qui  précèdent,  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  co{fi)  une  fonction  bien  déter- 
minée qui  reste  continue,  et  T  le  plus  petit  des  modules 
qu  il  faille  attribuer  à  t,  pour  que  l'équation 

«  rr:  .r  -h  ?  (jj  (  M  ] 

ait  deux  racines  égales.  Tant  que  le  module  de  t  res- 
tera inférieur  à  T,  celle  des  racines  u  de  la  même  équa- 
tion qui  a  le  plus  petit  module  sera  déweloppable  en 
séî'ie  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  t  ;  la  même  chose  aura  lieu  aussi 
pour  toute  fonction  continue  de  la  même  racine  u. 
On  a  (n°  208),  si  F(«)  est  une  fonction  continue, 

y(.)^-F(.r)  +  -r(.r)y(..)+--        2 


1.1.  ..n  dj:"-^ 

ce  qui  est  précisément  la  formule  de  Lagrange,  sous  la 
forme  que  cet  illustre  géomètre  a  adoptée.  Si  la  fonction 
F(zt)  se  réduit  à  u,  il  vient 

I  ^  ^     ^         1.2         dx 
\  .1.  .  .n        dx'^~^ 


SECTION     H.    CHAPITRE    II.  4^1 

La  forme  que  M.  Rouché  a  donnée  à  la  formule  de 
Lagrange  (n''  208)  est  souvent  préférable  dans  les  ap- 
plications à  celle  que  nous  venons  de  présenter;  au  reste, 
on  passe  de  Tune  à  l'autre  forme  par  un  simple  change- 
ment de  variable  (*). 

applications  de  la  formule  de  Lagrange» 
211.   Considérons  l'équation  trinôme 

(1)  UZ=Z.T^tu"K 

Pour  que  cette  équation  ait  deux  racines  égales,  il  faut 
qu'elle  ait  une  racine  commune  avec  sa  dérivée 

(2)  I==/72/«"'-l. 

L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  donne 

mr 
m  —  i 

et  l'équation  (2)  donne,  pour  t,  la  valeur  correspondante 

(/72—  l)'"-l 

Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  dont  le  module  est 
inférieur  au  module  de  ^^ — - — ...    .    ?  celle  des  racines  de 


l'équation  (i)  qui  a  le  plus  petit  module  est  dévelop- 
pable  en  série  convergente  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  entières  de  t.  Le  développement  sera,  d'après 


(*)  Dans  son  Mémoire  sur  la  série  de  Lagrange,  M.  Rouché  a  établi 
aussi  une  autre  formule  p'us  générale,  et  de  laquelle  il  a  tiré  une  dé- 
monstration très-simple  de  la  formule  par  laquelle  Waring  a  exprimé  la 
somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation  algébrique. 
Je  renverrai  pour  ces  développements  au  Mémoire  de  l'auteur. 

S.  —  Alg.  sup.,  I.  3i 
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la  formule  de  Lagrange, 

1.2  1.2 

nm  (  7im  —  t  ) .  .  .  f  7?m  —  n  ~\-  1 


.nm—n+\  *n 


l  .1.3.  ,  .71 

Le  terme  général  m„  de  cette  série  a  pour  valeur 
/zm  (  7?fn  —  I  ) .  .  .  (  Tim  —  «  -f  2  ' 


f'-i-.  .  .  . 


u„=z .r 


nm—n-hi.  tn 


1.2.3, 

et  l'on  en  déduit 


Tim  -{-  m][  nm  -\-  m  —  i  ) .  .  .  !  nm  -h  i  ) 


«„  71  -\-  i       ( 7im  —  71  -r-  Q.) .  .  .  [ 7im  —  n  -f-  m 

La  limite  de  ce  rapport,  pour  tz  =  00  ,  est 


et  l'on  vérifie  de  cette  manière  que  la  série  est  conver- 
gente, si  le  module  de  l  est  inférieur  au  module  de 

(m  — i)'«-i 


212.  L'emploi  de  la  formule  de  Lagrange  est  souvent 
avantageux  pour  obtenir  le  développement  en  série  des 
fonctions  explicites;  j'en  présenterai  ici  deux  exemples. 

Supposons  d'abord  qu'on  demande  de  développer  en 

série  ordonnée  suivant  les   puissances  entières  de  t  la 

fonction 

I 


\l\—  Itx  ->r  t'^ 

dans  laquelle  x  désigne  une  quantité  réelle  donnée  doni 
le  module  est  inférieur  à  l'unité. 
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Je  considérerai  à  cet  effet  l'équation  du  deuxième  degré 

r  u  z=  .X  ~\-  t ? 

dont  les  racines  sont  données  par  les  formules 
,     ,  i±  i/i—  2f.r  H-  i'^ 

M  «  = -, 

Pour  que  l'équation  (i)  ait  deux  racines  égales,  il  faut  que 
Ton  ait 

I —  2.t.r  -h  t^=:  O, 

d'où  l'on  tire 

t=.T-]-\/i  —  .x'^  y  —  I  ; 

X  étant  réelle  et  comprise  entre  —  i  et  -f-  i ,  le  module 
de  ces  deux  valeurs  de  t  est  égal  à  l'unité;  donc,  pour 
toutes  les  valeurs  de  t  dont  le  module  est  inférieur  à  i, 
celle  des  racines  de  l'équation  (i)  qui  aie  plus  petit  mo- 
dule est  développable  en  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  t.  Si  nous 
supposons  que  la  quantité  t  soit  réelle  et  comprise  entre 
—  i  et  4-  I,  on  aura,  d'après  la  formule  de  Lagrange, 


I Jl 2.t.X   -^  t^  .7 

1 —  .r  -f-  - 


i  f       \    1    /    r- 


2        I     '  clr  I  .  2 


d.x"-^  I    2 .  .  .  /^        '     *  ' 

et,  si  l'on  différentie  par  rapport  à  x  les  deux  membres 
de  cette  formule,  il  viendra 

=  =:  1+  Xi  ^  -h  X2  Z  2  -f-  .  .  .  -!-  X„  f«  +  .  .  .  , 
y/l—  1t.x  -+-  t'^ 

en  posant,  pour  abréger, 

"         1.1.  .  .71 1"-  dx"-         ' 

3i. 
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on  voit  que  celle  fonclion  X«  est  précisément  celle  dont 
nous  nous  sommes  occupés  aux  n°*  124  et  134. 

213.    Supposons  enfin    qu'on   veuille   développer  la 

fonction 

(t  —  t)'" 


(i-0"-^ 


suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

En  appliquant  la  formule  de  Lagrange  à  l'équation 

(i)  z=K-+-tf[z], 

où  z  désigne  une  fonction  des  variables  ^  et  t,  et  /(z) 
une  fonction  quelconque  de  z,  il  vient 


Zji  i  1.  .  .n 


./'-^[r(^)/(0"] 


et,  en  différentiant  par  rapport  à  '(, 

t-    d"[Y'{K)f{Kr] 


^)    ^'(^)|-27 


Maintenant  soient 

r[z)z=:z"'     et    /{z)  =  z-i, 
l'équation  (i)  donnera 

_  Ç  —  z        r/z  _       I 
^~~  1  — -  ^'      d^^  I  —  i' 

cl,  par  suite,  la  formule  (2)  deviendra 

( Ç  _  t)"'  "^         f'  d"  Ç'«  ( Ç  —  I  )" 

[T-^/p^  ~^  1.2.  .  ./^  ^/Ç^^^ 
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CHAPITRE  IIL 

DIGRESSION   SUR   LA    DÉCOMPOSITION    DES    FRACTIONS 
RATIONNELLES  ET  SUR  LES  SÉRIES  RÉCURRENTES. 


Théorie  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
en  fractions  simples. 

214.  La  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles esl  si  importante,  et  ses  applications  dans  l'Ana- 
lyse mathématique  sont  tellement  variées,  que  je  crois 
utile  de  la  présenter  ici  avec  tous  les  développements 
qu'elle  comporte. 

Nous  commencerons  par  établir  qu'une  fraction  ra- 
tionnelle   y  •',  dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes 

quelconques  premiers  entre  eux,  est  décomposable  en 
une  partie  entière  (qui  peut  être  nulle),  et  en  plusieurs 
fractions  simples  à  numérateurs  constants,  ayant  pour 
dénominateurs  Jes  diverses  puissances  des  facteurs  li- 
néaires qui  divisent  le  polynôme /"(a:).  Nous  démontre- 
rons ensuite  qu'une  fraction  rationnelle  n'est  décompo- 
sable ainsi  que  d'une  seule  manière,  et  nous  indiquerons 
enfin  le  moyen  d'eftectuer  la  décomposition. 

215.  Théorème  I.  —  Si  a  désigne  une  racine  de  /'e- 
quation  f{^x)  =  o,  a  son  degré  de  multiplicité^  en  sorte 
que  Von  ait 

f^  [x)  étant  un  polynôme  non  divisible  par  x  —  a,   la 
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fraction  rationnelle  -^i — (  »  supposée  in'éductible,  pourra 

toujours  être  décomposée  en  deux  parties  de  la  manière 
suivante  : 

F(.r)  _        A  . F^(.r) 

A  étant  une  constante,  et  Fi  [x)  un  polynôme  entier. 
En  effet,  on  a  identiquement,  quel  que  soit  A, 

et,  pour  que  le  deuxième  terme  du  second  membre  ne 
contienne  à  son  dénominateur  que  la  puissance  a  —  i  du 
facteur  x — a,  il  faut  et  il  suffit  que  le  numérateur 
F(x)  — Kfi  (^x)  s'annule  pour  x  =^a.  Posons  donc 

F(a)-A/,(«)=.o, 
on  aura 


cetle  valeur  deAsera  finie  et  différente  de  zéro,  puisque 
/i  (a)  et  F  [a)  ne  sont  pas  nuls  ;  si  l'on  fait  alors 

Y[.v)-kM:r.):=:[x-a)Y,[.r), 

on  aura 


F(.r]  A  Fi 


fU)  (x-af        [■^-ciY-'Â[-r-y 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  Si  l'on  a 

/[.r]  =  {.r-aY{^-b]K..{x-l]\ 

a,  b,  ...,  l étant  des  quantités  distinctes  et  a,   S,  ...,  / 
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F  (x) 
des  entiers  positifs,  la  fraction  rationnelle  -- — r  pourra 

être  décomposée  de  la  manière  suivante  : 
Yix)  A  At  -Aa_i 


f[x)        [x  —  aY        [x  —  ay-'^  '    x~a 

B  Bi  Bç_i 

^  [,^^bY         {.T—bY-'  x  —  b 


+  E    .r  , 


[x  —  lf         (.r  —  Zj^-i  .r  — / 

A,  A. ,  .  .  . ,  B,  B, ,  .  .  . ,  L,  L, ,  ...  étant  des  constantes 
finies,  et  E  [x)  une  fonction  entière. 

En  effet,  en  posant  comme  précédemment 

f[x)  =  [x-aYA[-^). 

on  a,  par  notre  théorème, 

F(.r)  _         A  Y,{x]  

[x  -  aYh  [x]  -[x-aY~^\x-  ay-'^Â  (•^)  ' 
F,  (^)  Al  ro(.r) 


? 

A,  A|,  ...  A„_j  étant  des  constantes  finies  et' détermi- 
nées, et  F<  (x),  F2  (x),  ...,  Fa  (x)  des  fonctions  entières. 
Il  faut  remarquer  que  la  constante  A  n'est  jamais  égale  à 
zéro,  mais  les  quantités  K^,  Ao,  ...,  ^o—\  peuvent  être 
nulles,  car  l'un  des  polynômes  ¥^  [x),  F2  [x],  ...  peut 
être  divisible  par  x — a\  en  ajoutant  les  égalités  qui  pré- 
cèdent, il  vient 

F(.r)^  FM  ^        A  ^  A,  ^         ,     A._,     ,    F.(.r)^ 

f[x]        [x—aY-fy[x)        i^,x  —  aY        [x—aY~'       "'~^x  —  a       Ji{^) 
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Si  l'on  pose 

/,(.:r)=r(x-è)^/,(.r), 

et  que  l'on  opère  sur  la  fraction  -^7 — /  comme   nous  ve- 

nous  de  le  taire  sur  —j — f  j  on  obtiendra  une  expression 
de  la  forme 

E'ojf)^ lA:_r] ^        B  B,  B,,_t         Y^^six) 

et,  par  suite, 


[■^■—Of         [.r—bf-'  .r—b  /^[x] 


B,  B,,  ...   étant  des  constantes  déterminées  et  F^+g(x) 
une  fonction  entière. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  évidemment  la  for- 
mule qu'il  s'agissait  d'établir. 

216.  Théorème  II. —  Une  fraction  rationnelle  n  est 
décomposai) le  f/ue  d'une  seule  manière  en  une  pairie 
entière  et  en  fractions  simples. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  ces  deux  valeurs  d'une 
même  fraction  rationnelle     ^ 


B 


.^,^    -h...-|-E(.r 
.r  —  b  \^  ^     ' 


r 

et 
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on  aura 

+  .  .  .4-E  fo:]  ==  — ^^.  4-.  .  .  + E' (.r). 


Gela  posé,  a  et  a!  étant  respectivement  les  exposants  des 

plus  hautes  puissances  de  x — «,  dans  les  deux  membres, 

je  dis   que  ex.  :=  a'  et  A  =  A'.  Supposons,  en  effet,  que 

a.  et  ol'  soient  inégaux  et  que  a   soit  ^a';   tirons   de 

A 
l'équation  précédente  la  valeur  de  -. — — - — r^5  et  réduisons 

tous  les  autres  termes  au  même  dénominateur;  on  aura 

ou 

cj)  et  t(<  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n'est  pas 
divisible  par  x  —  a.  D'ailleurs,  A  est  une  constante  ;  il 
faut  donc  qu'elle  soit  nulle,  car  l'équation  précédente 
donne  A=  o  pour  x  =a.  Si  donc  A  n'est  pas  nul,  on 
ne  peut  supposer  a  ^  a',  et  l'on  ferait  voir  de  même  que, 
si  A' n'est  pas  nul,  on  ne  peut  supposer  non  plus  a <:^ a'; 
on  a  donc  ce  =  a'. 

Je  dis  maintenant  que  A  =  A';  en  effet,  de  la  for- 
mule qui  exprime  Téeralité  des  deux  valeurs  de  — f^  ? 
on  tirera,  cd  étant  égal  à  «, 

A  —  A'  cpf.rl 


ou 


;.^_«)a-l^(:,,)' 


A'^(.._«)Li^, 
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cp  ett|>  étant,  comme  précédemment,  des  polynômes  dont 
le  second  n'est  pas  divisible  par  x  —  a;  la  différence 
A — A'  est  donc  nulle,  car,  pour  x=^  a,  le  second  mem- 
bre de  la  formule  précédente  se  réduit  à  zéro. 

Les  termes  qui  renferment  la  plus  haute  puissance  de 
X — a  en  dénominateur,  danslesdeux  valeurs  de  la  frac- 
tion rationnelle,  étiant  égaux  entre  eux,  on  pourra  les 
supprimer  et  les  deux  restes  seront  égaux.  En  raisonnant 
de  même  sur  ces  deux  restes,  on  voit  que  les  termes  qui 
contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance  du 
même  binôûie  x — a,  ou  d'un  autre  binôme,  sont  aussi 
égaux  entre  eux  ;   et,   en  continuant  ainsi,  on  reconnaît 

que  les  fractions  simples  des  deux  valeurs  de  ~—r  sont 

égales  chacune  à  chacune  :  il  en  résvdte,  par  conséquent, 
l'égalité  des  parties  entières  E(x)  et  E'(x). 

Corollaire.  —  La  partie  entière  qui  figure  dans  la 

valeur  d' une  fraction  rationnelle  -^r—x  décomposée  en 

fractions  simples  est  égale  au  quotient  entier  de  la  di- 
vision de  ¥  [x)  parf[x). 

Car,  si  l'on  désigne  par  E  [x)  le  quotient  et  par  ç  [x) 
le  reste  de  cette  division,  on  aura 


le  numérateur  de  la  fraction  ^|'   '.  étant  de  degré  inférieur 

au  dénominateur,  cette  fraction  s'annule  pour  x=i  00  ,  et 
en  conséquence  elle  ne  peut  renfermer  de  partie  entière. 
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Cas  d'iuie  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 
na  que  des  facteurs  simples. 

217.   Soit 

f[x)z=:[.T~a)(x-b)..,[x~l), 

a,h,  ...,  /étant  des  quantités  différentes;  siF(^)  désigne 
un  poljnôme  quelconque,  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

J  [x]         X  —  a        X  —  b  a:  —  /  ^     ' 

A,  B,  .  .  . ,  L  étant  des  constantes  déterminées  et  E(x) 
une  fonction  entière. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  le  polynôme  E  (x) 
peut  être  obtenu  en  effectuant  la  division  de  F(x)  par 
f\x)\  il  reste  à  déterminer  les  constantes  A,  B,  ...,  L. 
L'équation  (i)  devient,  en  multipliant  pary(x), 

Cette  égalité  a  lieu  identiquement;  si  l'on  y  fait  x  =  a, 
tous  lestermes  dusecondmembre  s'évanouirontà  l'excep- 
tion du  premier  qui  se  réduira  à  Af'[a),  ainsi  qu'on  le 
reconnaît  sur  la  formule 

/(.)=:  lfL^/'H+(f:^>(«,+.... 

On  a,  en  conséquence, 

F(«)=A/'(«),     d'où     A  =  JI^; 

d'ailleurs  a  est  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion f[x)=io;  donc 
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et  la  formule  (i)  devient 

F{x)__        F  [a)  ¥{b]  ¥(l) 

Si  le  degré  de  F  [x)  est  inférieur  au  degré  m  de  f[x)y  ^^ 
partie  entière  E  {oc)  se  réduit  à  zéro,  et  l'on  a  simplement 

F(x)__        i'(a]  Y[b)  F(/) 

Soit 

Si  l'on  multiplie  la  formule  (4)  par  f{x)  et  qu'on  or- 
donne le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes de  X,  le  coefficient  de  j:'"~*  sera  évidemment 

Fia]        Yih]  Fil] 


f'[a]        f[b]  f'[iy 

et  cette  somme  sera  égale  à  Pq  ;  on  a  donc 

le  signe  \  indiquant  qu'il  faut  remplacer  x  par  chacune 

des  ni  racines  de  l'équation  f(x)=z  o,  et  faire  la  somme 
des  résultats.  Si  la  fonction  F(x)  est  au  plus  du  degré 
m  —  2,  la  quantité  Pq  est  nulle  et  l'on  a  dans  ce  cas 

formule  qui  est  utile  dans  plusieurs  circonstances. 

Méthode  pour  effectuer  la  décomposition  d^une 
fraction  rationnelle,  dans  le  cas  général. 

218.  Le  théorème  I  du  n°2i5,  par  lequel  on  démontre 
la  possibilité  de  la  décomposition,  donne  aussi  le  moyen 
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de  l'effectuer.  En  effet,  si  l'on  fait 

nous  avons  vu  que  l'on  a 

F(x)  A  Fi{.r] 


en  posant 

Ji(fi)  X  —  a 

on  a  ainsi  l'une  des  fractions  simples  demandées,  et, 
pour  trouver  les  autres,  il  suffira  d'appliquer  le  même 
théorème  à  la  fraction  complémentaire 

Ft(x) 
[x^aY-'J\[x) 

Dans  le  cas  où  l'équation  f[pc)  =  o  n'a  que  des  racines 
simples,  on  retrouve  facilement  de  cette  manière  la  for- 
mule établie  au  numéro  précédent,  mais,  ce  cas  excepté, 
l'emploi  du  procédé  dont  il  vient  d'être  question  exige 
des  calculs  assez  pénibles. 

219.  On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  coef- 
ficients indéterminés  dont  nous  avons  déjà  fait  usage 
au  n"  217.  Soit  la  fraction  rationnelle 

F(.r) 

/(■^)  ' 
que  nous  supposons  irréductible  et  dont  le  dénominateur 
est  divisible  par  la  puissance  «^^^^  du  binôme  jc  —  «, 
mais  ne  l'est  pas  par  une  puissance  supérieure.  Pour 
trouver  les  fractions  simples  qui  répondent  à  la  racine  «, 
on  posera 

F(x)^       A  A^  .  Ag-,         {,r~aYTjx) 

f[x)        [x-ay^  [x-ay-^"^  '"       x-a'^         f[x) 
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conformément  au  théorème  I.  Si  l'on  multiplie  cette  for- 
mule par/(jc)  et  qu'on  remplace  x  par  a -h  h,  on  aura 


or  on  a 


1  1.2...  (a  —  i) 


.2...  a  l.2...(a-+- l) 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  on 
obtient 


,.2...(a_l)    •    ••• 

^JJIM^^,    /-W      ...  1 

Lï.2...a  1.2.  ..(a  +  l)  J 

^A.JlifL^,.    /-M      ,..1 

[_     1.2.  ..a  1.2.  ..(a  +  i)  J 

L  1 .2 ...  a  J  ' 

Cette  formule  a  lieu  quel  que  soit/z,  et  si  l'on  égale  de  part 
et  d'autre  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  h, 
jusqu'à  celles  de  degré  a  —  i,  on  aura 

^"'"'    =F(.,, 


I  .  2  ...  a 


Al H-  A ■ — 9 

I  .  2  ...  a  I  .  2  .  .  .  (  a  H- 1  )  I 

1.2. ..a  ^i.2...(aH-i)  i.2...(a-}-2)  i.2- 


A,_,/;ifL^,,,^  /-M  ,^...+,  /-'(«) 


1.2... a  1.2... (a  +  i)  1.2...  (2a  —  i)         1.2... (a— i) 
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Ces  relations  permettent  de  calculer  successivement  A, 
Ai,  ..  .,  A^_i,  et  les  valeurs  de  ces  coefficients  seront 
finies  et  déterminées,  cary*(<2)  est,  par  hypothèse,  diffé- 
rente de  zéro.  On  peut  obtenir  par  ce  procédé  les  frac- 
tions simples  qui  répondent  aux  diverses  racines  de 
l'équation  y (x)  =:  o;  quant  à  la  partie  entière,  on  la 
trouvera,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  en  divisant  F(jr) 
par/(x). 

220.  Enfin,  on  peut  effectuer  la  décomposition  par  un 
procédé  qui  n'exige  que  la  division  algébrique.  En  effet 
si  l'on  pose,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut, 

et  que  l'on  écrive  a -{-h  au  lieu  de  x,  la  formule  (i)  du 
numéro  précédent,  multipliée  par  /i"',  deviendra 

Aa-ih"-   ^4-  -— —7-75 


est  le  quotient  que  l'on  obtient  quand  on  divise  l'un  par 
l'autre  les  polynômes  F{a4-A)  et  f^[a-{-h)  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  h,  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  parvenu  à  un  reste  du  degré  a  ;  on  obtiendra 
donc,  par  cette  division,  les  fractions  simples  qui  se  rap- 
portent à  la  racine  a. 

On  pourrait  déterminer  ainsi,  indépendamment  les 
unes  des  autres,  les  fractions  qui  se  rapportent  aux  di- 
verse*^ racines,   mais  il  sera  plus  simple  d'appliquer  la 

même  méthode  à  la  fraction  ~~  qui  complète  les  termes 

déjà  trouvés;  on  obtiendra  ainsi  les  termes  qui  se  rap- 


F(. 

-f- 

4- 

r  A^-Al/^^ 

'r-A-Ji^^... 

etr 

on 

voit 

que  le  p( 

Dlynôme 

A  +  kyh-\-  k-Ji^  -h 
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portent  à  une  deuxième  racine,  et  une  troisième  fraction 
sur  laquelle  on  continuera  l'opération. 

221 .  La  méthode  précédente  a  surtoutl'avantage  de  faire 
connaître  l'expression  algébrique  des  numérateurs  des 
diverses  fractions  simples  dans  lesquelles  se  décompose 
la  fraction  rationnelle  proposée. 'En  effet,  la  division  des 
polynômes  F  (a -h//)  el  J\[a-{-h),  que  nous  avons  effec- 
tuée dans  le  but  d'obtenir  les  coefficients  A,  A,,Ao,  ..., 

revient  évidemment  a  développer  la  lonction  -^ — 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  h\ 
et,  comme  une  fonction  n'est  dé veloppable  que  d'une  seule 
manière  en  une  série  de  cette  espèce,  on  obtiendra  le 
même  résultat  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Mac- 
laurin.  Si  donc  on  pose 


on  aura 

1.2.  ..(a-i) 

en  désignant  par  A"R,   le  reste  de  la  série;  ici  R,  est 

une  fonction  rationnelle  de  h  qui  n'est  point  infinie  pour 

,                                        ,                                .          .     Y  (a  -h  h) 
liz=  o,  et,  par  conséquent,  cette  valeur  de  -7-7 ji  est 

identique  à  celle  trouvée  précédemment.  On  aura  donc 

Arr:^(rt),       Aj  —  q>'(«),       K^—   1--— ,    .  .  .  ^ 

A     -  _î!ll(«) 

•^ot— 1  — 


d'où  résulte  ce  théorème  général. 
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Théorème.  —  Si  l'on  a 

f[œ)  =  [x-aY(,x-bY...[x-l)\ 

que  F  ix)  désigne  une  fonction  entière  de  x,  dont  le 
quotient  par  f{x)  soit  E  [x)j  et  que  Von  fasse,  pour 
abréger. 


5       .  .  .  , 


le  lafr 


onaurala  valeur suis^ante de  la  fractionrationnelle-——  : 


[a]        ,         ^'(a)  ,  ^"[a 


—  E   .r 


[x  —  aY        (2:— «)*-i         I.2(j7  — «)*-2  I.2....  (a— l)  (^— «) 


H -, tt; — 7,  -i-...-r 


[x  —  lY  {,x  —  lY-'  1.2(0:  — /)^-2  I.2...(X—  l)(j; 

Forme  nouvelle   de   V expression  d^ une  fonction 
rationnelle  décomposée  en  fractions  simples. 

222.  Le  résultat  qui  précède  est  susceptible  d'une 
autre  forme  très-simple  et  très-élégante  que  nous  allons 
faire  connaître.  Désignons  par  F(a:)  une  fonction  ration- 
nelle quelconque,  par 

les  racines  de  l'équation 

fF)  =  "' 

s.  —  Alg.  sup.,  I.  32 
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et  par 


,    m. 


les  degrés  de  multiplicité  respectifs  de  ces  racines. 
Soit  aussi,  pour  abréger, 

^(a;):=:(a.-.r,)-.r(x), 

(p  [x)  désignant  une  fonction  qui  aune  valeur  finie  diffé- 
rente de  zéro  pour  x  ^^^  x^. 

Si  l'on  imagine  que  la  fonction  rationnelle  F  [x)  soit 
décomposée  en  fractions  simples,  la  somme  des  fractions 
relatives  à  la  racine  x^  sera 


X  ~—  o^i )'«!  "^  I .  ( X  —  x^yh-'^  "^" 


.rn,—i- 


4-...4- 


1.1... [m^  —  ;■— i)  (.r— xi)'+^       "'*        i.2...(w.i — i]  [x — .rj  , 

ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut.  Par  suite,  cette  somme  s'ob- 
tiendra en  faisant  '(:=::=  o  dans  l'expression 


[x  —  X^—^y^i  1.(07  — Xi—Ç)'"-l 


1  Xi 


i.l...[m^~-i  —  i)  (a;  — .rj— Ç)'-*-^       '  1.2...  (mj — \)  [x  —  x^  —  Ç 

Or  cp'(j:i -f-'(),  (p^^(xi -h^),  ...  peuvent  être  considérées 
comme  les  dérivées  de  9  (jt^i  H-  '()  par  rapport  à  la  va- 
riable Ç,  et  alors  il  est  aisé  de  voir  que  l'expression  pré- 
cédente se  réduit  à 

I  X  —  x^  —  Ç  ^ 


r  (  mj  )  JÇ'«  1-1 

r(jo)  désigne,  comme  au  n°  196,  le  produit  des  p  —  i  pre- 
miers nombres  si  p  est  plus  grand  que  i ,  et  il  doit  se  ré- 
duire à  l'unité  pour  p::=.  i. 
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Gomme  on  a 

la  somme  des  fractions  simples  relatives  à  la  racine  x^ 
sera  égale  à  la  valeur  que  prend,  pour  l^zszzo,  l'expres- 
sion suivante  : 


^'«1-1 


—  .r,,  —  <; 


r  (  mi  )  ^/ç'"i-i 

Si  donc  la  fonction  rationnelle  F  (x)  ne  contient  pas  de 
partie  entière,  on  aura 


Y(x 


liTin 


Dans  cette  formule,  il  faut  faire  Z^  zs=.  o,  après  les  difTé- 

ve„tiatio.s;  le  signe  sommatoirej;  s'étend  à  toutes  les 

racines  x^,  X2,  •••,  x^^.  Il  est  presque  superflu  d'ajouter 
que,  si  le  degré  de  multiplicité  d'une  racine,  de  Xi  par 

exemple,  est  égal  à  i ,  la  dérivée ; '—^ ^-   doit 

être  réduite  a — 

Si  la  fonction  F  [x)  contient  une  partie  entière  E  (x), 
on  a 


f(.)^.e{.)-hJ-1- 


,r  —  .771  —  c 


il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  E(a?).  Désignons  par  ji 
l'excès  du  degré  du  numérateur  de  F  [x)  sur  celui  du 
dénominateur;  «sera  le  degré  deE(.r).  Cela  posé,  si  l'on 

change  x  en  --  dans  l'équation  précédente  et  qu'on  mul- 

32. 
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tiplie  ensuite,  de  part  et  d'autre,  par  z",  on  aura 


11  s'ensuit  que,  si  l'on  développe  ^"F(-j  en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  dez,  la  somme 
des  termes  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n  sera  ^"E  (  -  )  • 

Or,  ^  désignant  toujours  un  infiniment  petit,  on  a,  par 
la  formule  de  Maclaurin^ 


^"KO  = '"K^  "' ^ 


^ç«F|i)   ^     ^,     ^^ç«f(J 


dC  1.2  ^^'2 

donc  on  a 


^■'E(-]r=.  'CF[^]-h- A^  -i-...-f 


.,.p(^) 


Z  )  '         \Çy      '      I  ^Î;  1.2.  .  .«  ^Ç'^ 

et,  par  suite, 


E  (.r)  —  ^'^  Ç«  F  (  -  )  +  ^'^-^  ^ 


'  I 


.._.    ^'  ^'^  f(^)  ,  ^'^?"E 


1.2  t/^2  I  .  2 .  .  .  ^^  c?Ç'^ 

On  peut  trouver  une  autre  expression  plus  simple  du 
polynôme  E(.r).  En  effet,  le  coefficient  de  ^^~^  dans  le 

développement  de  '('^F  [  -  j  ,  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  ^,  est  égal  au  coefficient  de  '("  dans  le  dévelop- 
pement de  Ç'^+'F(  -  );  d'ailleurs  ces  coefficients  sont  les 
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valeurs  que  prennent,  pour  Ç  mr  o,  les  deux  quantités 

donc  on  a,  pour  ^  =:=  o, 

et  il  faut  remarquer  que  le  premier  membre  doit  être 
réduit  à  ^'^  F(  -  j  dans  le  cas  de  i  ==z  n. 

D'après  cela,  la  valeur  précédente  de  E[x)  devient 


Ef.r] 


r  (  /z  -h  I  )  dx^' 


E 


x\ 


enfin,  comme  on  a  évidemment,  pour  Çci^ro,   et  pour 

"        dÏ!'  "~    ' 

on  peut  aussi  écrire 

ou  ^ 

</» — ^ 

I  I X^.T 

On  a  donc  la  formule  suivante  qui  donne  la  valeur  d'une 
fonction  rationnelle  quelconque  F(x)  décomposée  en 


■'(j) 
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une  partie  entière  et  en  fractions  simples,  savoir  : 


a:  —  .rj  — Ç 


)  cfÇ". 


la  quantité  f  devant  être  égalée  à  zéro  après  les  diffé- 
rentiations. 


Mode  paî'ticulier  de  décomposition  pour  les  fractions 
rationnelles  et  réelles  dont  le  dénominateur  a  des 
facteurs  linéaires  imaginaires . 

223.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  s'applique 

à  toutes  les  fractions  rationnelles  -A^?  et  les  coefficients 

peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imagi- 
naires. Mais,  lorsque  ces  coefficients  sont  réels  et  que 
parmi  les  racines  de  l'équation  y (.r)  =3^  o  il  s'en  trouve 
quelques-unes  qui  sont  imaginaires,  l'expression  de  la 

fonction  réelle  '■[  [  est  elle-même  compliquée  d'imagi- 
naires. On  a  cherché  à  modifier,  dans  ce  cas,  la  manière 
d'effectuer  la  décomposition,  etl'ony  est  parvenu  comme 
nous  allons  l'indiquer. 

224.  La  possibilité  du  nouveau  mode  de  décomposi- 
tion que  nous  avons  en  vue  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème  L  —  Si  x-  -^~px  -f-  q  est  le  produit  de  deux 
facteurs  imaginaires  conjugués  du  polynôme  réelf\x  )j 
n  la  plus  haute  puissance  de  ce  trinôme  qui  divise  f  i^x) , 
en  sorte  qu  on  ait 
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la  fraction  réelle  et  rationnelle  -rî — r  powra   être  dé- 
composée  en  deux  paj^ties,  de  la  manière  suivante  : 

F(.r)  _  P.r  -^^  Q FiJ^r) 

P  et  Q^  étajit  des  constantes  réelles,  et¥ ^[x)  un  poly- 
nôme réel. 

En  effet    on  a  identiquement 

Yix]  Yix] 


^  P^-Q  ._u  F(.r)-(P.r-^-Q)/,(^)  ^ 

[x^  -^  p  X  -\- q)'^     '        [.7:^--px -■;'  qy^J\[x)     ' 

et  l'on  peut  déterminer  P  et  Q  de  manière  que  le  numé- 
rateur de  la  deuxième  partie  du  second  membre  soit  di- 
visible par  X'-k-px-V-  q,  c'est-à-dire  de  manière  que  ce 
numérateur  s'annule  en  remplaçant  x  par  chacune  des 
racines  de  l'équation 

.r^  ~r-px  -r-  q  =z  O, 

Soient  h~i-k  y —  i  et  h  —  k  y —  i  ces  deux  racines,  et 
posons 

on  tirera  de  là 

P(Adz.V^)-i-Q-'^|^-(M3zN^-7), 
/,[h::lzls/~i) 

M  et  N  étant  des  quantités  réelles  dont  les  valeurs  sont 
finies  et  déterminées,  puisque,  par  hypothèse, jT,  (x)  n'est 
pas  divisible  par  x--h  px  -i-q.  L'équation  précédente  se 
décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

PÂ  +  Qr=M,     P/=rN, 
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lesquelles  donnent  pour  P  et  Q  ces  deux  valeurs  réelles 
et  finies, 

A"  /" 

Les  valeurs  de  P  et  Q  étant  ainsi  déterminées,  nous 
poserons 

oc"-  -\-  p X  -r  q  U     / ' 

Fi  [x)  désignant  un  polynôme  réel,  et,  par  suite,  on  aura 

Fj^) Pr-4-Q ^ Y^[x] 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  La  fraction  rationnelle  -——{  pourra 
se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

F(.r)  _  Pr  -f  Q  _^_  Pi  X  H-  Qi , 

P,  Q,  Pi,  Qi,  ...  désignant  des  constantes  réelles,  et 
F„  {jo)  un  polynôme  réel  aussi. 

225.  En  combinant  le  théorème  précédent  avec  le  théo- 
rème analogue  démontré  aun°215,  on  obtient  celui-ci  : 

Théorème  IL  —  Si  l'oji  décompose  le  poljnôme  f  {x) 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  deuxième  degré,  en 
sorte  qu  on  ait 

f[x)z-[x~aY[x—Vf,..[x—lY[x'^-\-px-\-qY..\xP'-^rx--\-sY\ 
on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  —, — r  de 
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■  la  manière  suivante  : 

F(..)       ^|^^j_^        A  A.  .  .     A,.. 


A— 1 


x  —  iy     [x  —  if-^  x  —  i 


R.^  H-  s  ^  Ri^  4-  Si  _  _  R,;,_i -r -f- S^_t 

•    ^:r}  ^  rx  ---  s)""-  ~^  (.^^.^  ^^^  __  ^Jm-i  " ~  •••"■"      ^2  _^  r.r  +  ;? 

E(:c)  désignant  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle,  et 
des  constantes  réelles. 

226.  Théorème  III.  —  Une  fraction  rationnelle  n'est 
décomposable  que  d'une  seule  manière  en  fractions 
simples  de  la  forme  qu'on  vient  de  considérer. 

Soient  deux  valeurs  d'une  même  fraction  rationnelle 

-4 — :'  On  démontrera,  comme  au  n°  216,  l'égalité  des 

fractions  simples  qui  correspondent  aux  facteurs  du  pre- 
mier degré  du  dénominateur,  et  quant  à  celle  des  frac- 
tions simples  qui  correspondent  aux  facteurs  du  second 
degré,  elle  peut  se  démontrer  d'une  manière  analogue, 

•       c    •  P.r-+-Q         , 

comme  nous  allons  voir,  boient  .—7 —  .  ,  le  terme 

[x^  ~\-  p.x  -j-  qy^ 

dont  le  dénominateur  contient  la  plus  haute  puissance 

F  (  .r  ) 
de  x--^px-hq  dans  la  première  valeur   de  y)— t'   et 

p'  _x  -4-  O' 
7— — —r  le  terme  analogue  dans  la  seconde  valeur. 

Je   dis  d'abord  que  n  ~-n.   Supposons,   en  effet,   que 
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cela  ne  soit  pas,  et  que  l'on  ait  n  ^'  7^'  :  de  l'égalité  qui  a 

F  [x] 
lieu  entre  les  deux  valeurs  de.  ^.        tirons  la  valeur  de 

P.r--i_Q  .       ^ 

, — -— —  :  cette  valeur  sera  exprimée  par  une  somme 

de  quantités  dont  aucune  n'a  en  dénominateur  une  puis- 
sance de  x'^-\-px-\-q  supérieure  à  la  (/z  —  lyème  gj^ 
réduisant  donc  toutes  ces  quantités  au  même  dénomina- 
teur, on  aura  une  égalité  de  la  forme 

P.r-!-Q  o(x) 


qY  (.r^--px-n^)"•"^^l.(.r) 


OU 


P.r  ~~  Q  — -  (  x^  -r- px  -:-  q 


X 


>  ^yx) 


(p(x)  et  ^(^)  désignant  des  polynômes,  dont  le  second 
'^[x)  n'est  pas  divisible  par  x'^ --- p x  ~'~  q .  Or  l'égalité 
précédente  est  impossible;  car,  autrement,  l'équation 
Vx  -4-  Q  rrr  o  dcvrait  admettre  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion x^  -^r  px  -I-  q  ~-  o,  ce  qui  ne  peut  arriver,  à  moins 
que  P  et  Q  ne  soient  nuls  en  même  temps,  contraire- 
ment à  l'hypothèse.  On  ne  peut  donc  supposer  n  >  Ji' ni 
7i'^>n,  pour  une  raison  semblable;  par  conséquent,  on 
2l  n'  =:=  n. 

Je  dis  maintenant  que  l'on  a  aussi  V  =^  P,  Q^;^~  Q.  Re- 
prenons, en  effet,  l'égalité  qui  a  lieu  par  hypothèse  entre 

les  deux  valeurs  de        '  U  mettons  dans  un  même  membre 

.       j                                   P.r-:-Q                       P'.r-4-Q'  , 

les  deux  termes  - — ^ ^= — ^  et  j—z ^  ?  etdans 

[x"-  ~r  px  -h  q]"'         [x^ -t- p  X -^  q  y- 

le  second  membre  tous  les  autres  termes. dont  les  dénomi- 
nateurs ne  contiendront  aucune  puissance  de  x'^-v-px  -f-  q 
supérieure  à  la  (/i  —  lyème.  réduisant  tous  ces  derniers 
termes  au  même  dénominateur,  on  aura  une  égalité  de 
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cette  forme 


(P-P')x  +  (Q-Q-)  _ 


OU 

{P-_p').r+  (Q_.  Q').^  (..^-u^..  +  ^)  ll^, 

a)(:r)et^(a?)  désignant,  comme  précédemment,  des  poly- 
nômes dont  le  second  n'est  pas  divisible  par  ^2  +  yy^-f-^, 
et  l'on  fera  voir  aussi,  comme  plus  haut,  que  cette  égalité 
exige 

F  ^r  ] 

Il  suit  de  là  que,  dans  les  deux  valeurs  de    }'  '  \  -,  les  termes 

.  .  •^(•'^^ 

qui  contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance 

d'un  facteur  du  second  degré  sont  égaux;  en  suppri- 
mant ces  deux  termes,  les  deux  restes  auront  encore, 
pour  la  même  raison,  deux  termes  égaux;  et,  en  conti- 
nuant ainsi,  on  voit  que  les  deux  valeurs  de  la  fraction 
considérée  ne  sont  formées  que  de  fractions  simples 
égales  chacune  à  chacune  :  il  en  résulte  en  même  temps 
l'égalité  des  parties  entières,  s'il  y  en  a. 

2^7.  Méthode  de  décomposition.  — Pour  effectuer  la 

décomposition  d'une  fraction  rationnelle    .  ";  -,  on  déter- 

minera  la  partie  entière  et  les  fractions  qui  correspon- 
dent aux  facteurs  réels  du  premier  degré  du  dénomina- 
teur, comme  on  l'a  vu  aux  n'^®  217  et  suivants.  Quant 
aux  fractions  qui  correspondent  aux  facteurs  réels  du 
second  degré,  on  pourra  les  déterminer  successivement 
par  le  procédé  même  qui  nous  a  servi  à  démontrer  le 
théorème  I.  On  pourra  aussi  faire  usage  de  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés. 

Dans  le  cas  où  les  racines  imaginaires  de  l'équation 


oo8  couTis  d'algèbre  stjpérieube. 

f(^x)-~  o  sont  toutes  inégales,  on  peut  déduire  la  nou- 

velle  expression  de  la  fraction  rationnelle  ,.,'      de  celle 

^  ^  /{^)  

qui  a  été  établie  au  n°  217.  Soient,  en  effet  h  -h  k  y/ —  i 

et  h  —  k  y —  i  deux  racines  simples  imaginaires  et  con- 
juguées de  réquationy(x)  =:  o;  l'expression  de  la  frac- 

tion  ~ — r  contiendra  les  deux  termes  suivants  ; 


^f/^  +  /•v/-I) 

I 

F(/^-/'V~I) 

I 

f'[h  —  hsj—l]   .r  — A-rA-V— i 
dont  la  somme  a  la  forme 

A  -u  B  \l'^  A   -  B  v/^ 


.r  —  h  —  k  \l —  I        .X  —  h  -h  k  sj —  i 

et  peut  en  conséquence  se  réduire  à  une  expression  telle 

que 

P.r  H-  Q 


(.:^_A)2_i_/-i 


Il  résulte  de  là  que  la  fraction  - — -'  \,^    -ri>?  où  P  et  O 

^  [a:  —  hy-r-k^  ^ 

désignent  des  constantes  réelles,  pourra  remplacer,  dans 
l'expression  de  -^. — J?  les  deux  fractions  simples  qui  cor- 
respondent aux  racines  h  riz  k  \j —  i . 

Conditions  pour  que  l'intégrale  d'une   différentielle 
rationnelle  soit  algébrique. 

228.  L'une  des  applications  les  plus  importantes  de 
la  théorie  qui  vient  d'être  exposée  est  l'intégration  des 
différentielles  rationnelles.  Nous   n'avons  point  à  nous 
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occuper  ici  des  détails  de  cette  intégration,  et  nous  nous 
bornerons  à  donner  les   conditions  pour  qu'une   diffé- 
rentielle rationnelle  ait  une  intégrale  algébrique. 
Soit  une  différentielle  rationnelle 

et 

a,  by  .  .  . ,  l  étant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires; 

on  mettra  la  fraction    ..;  '    sous  la  forme 

/(■^) 

F(-)^j,.    ^   ,  A         ,  A,  ,  ,     A._, 


B  Bi  B^_i 

L  Li 


^x-i 


Pour  avoir  l'intésrrale  de -r^ — {  dx,  il  faut  multiplier  par 

J[,x)  ^ 

(Ix  chaque  terme  de  cette  valeur  de     :'     ?  et  intégrer 

tous  les  résultats.  Or  les  seuls,  parmi  ces  résultats,  dont 
l'intégrale  n'est  pas  algébrique  sont  ceux  qui  ont  pour 
dénominateur  la  première  puissance  de  l'un  des  binômes 
X  —  a,  X  —  b,   .  .  . . 

On  a  en  effet,  si  ol'  n'est  pas  égal  à  i, 


h 


Kdx  A 

-, r-r— i  -+-  const 


[.X  —  af  [ex! 

et,  si  a! ^^i,  ... 

Kd.T 


h 


=  Alog(.r  —  a)  H- const. 
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/{■'■•) 


Donc,  pour  que  ^       dx  ait  une  intégrale  algébrique,  il 


faut  et  il  suffit  que,  dans  le  développement  de  /'  '  [  en 

fractions  simples,  il  n'y  ait  aucun  terme  dont  le  dénomi- 
nateur soit  du  premier  degré,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

A<,_i  r-  G,       B6_i  ~  O,       Cy_i  =::r  o,       

Gela  exige  d'abord  que  le  polynôme  y  (:?:)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  aun°221, 
qu'en  posant 

F  f  .r  ^  F  f  r  1 


on  a 


A 


a— 1 


.2...(a  — l)  "-'         i.2...(g  — i)'  ' 

-j-, — r  dx  soit  algébrique  sont 
donc 

quelles  que  soient  les  quantités  Uy  h,  ,  .  .  ,  c,  réelles  ou 

imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 

a,  b,  ,  .  . ,  /;  mais,  si  le  degré  de  ¥ [x)  est  inférieur  de 

deux  unités  au  moins  à  celui  dey(x),  l'une  d'elles  sera 

comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  m  le 

degré  de  /*(x),  et  supposons  que  ¥  [x)  soit  au  plus  du 

¥{x] 
degré  m  —  2  ;  la  partie  entière  E(x)  de     ,'  .  sera  nulle, 

et,  si  l'on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 

-f-, — r5  on  voit  sans  peme  que  le  numérateur  de  la  irac- 
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lion  ainsi  obtenue  contiendra  x"^~*  avec  le  coefficient 

A„_i  -h  B6_i  -I-  .  .  .  -î-  L)._i. 

Ce  coefficient  doit  être  nul,  puisque  F{x)  est  du  degré 
m  —  Q.  au  plus  ;  on  a  donc 


=  0 


1.2.  ..(a-l)     ■     1.2.  ..(6-1)         '■■    '     1.2. ..(X-l) 

et,    par    conséquent,    l'une    des    conditions   pour   que 


/ 


. /\  dx  soit  alerébrique  rentrera  dans  les  autres. 


L'équation  précédente  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  que  nous  avons  établie  au  n"  217. 

^application  à  un  problème  de  Géométrie. 

229.  Comme  application  des  considérations  que  nous 
venons  de  présenter,  je  traiterai  ici  succinctement  un  cas 
particulier  d'un  problème  dont  j'ai  donné  la  solution 
générale  dans  le  XXXV^  Cahier  du  Journal  de  V Ecole 
F oly technique,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Problème.  —  Trouver  toutes  les  cowbes  algébriques 
dont  l'arc  indéfini  s'exprime  par  un  arc  de  cercle,  et 
dont  les  coordonnées  rectilignes  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  la  tajîgente  trigonométrique  de  cet  arc. 

Si  l'on  désigne  par  i  l'imaginaire  sj —  i ,  par  k  une 
quantité  positive,  et  par  «  un  angle  réel,  puis  que  l'on 
fasse 

rt  et  a  étant  des  constantes  imaginaires  et  conjuguées, 
ainsi  que  Z>  et  ê,  c  et  y,  .  .  . ,  et  ni,  n,  p,  q,  ...  étant  des 
entiers  positifs,  la  solution  générale  du  problème  proposé 


\m 
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sera  donnée  par  la  formule 

(i)         .x^-ix=.k[cos^-^~ism^)  j-^^-^\j^^dz, 

pourvu  que  les  constantes  a,  b,  c,  .  .  . ,  ol,  ^^  y,  .  .  . 
soientchoisies  de  manière  que  l'intégrale  qui  figure  dans  la 
formule  précédente  soit  algébrique.  On  a  effectivement 

f       /^  l\ni 

dx  -f-  idr  z=:  Â-  (  cosw  +  ?  sin  w  ]  -  j-^ ~ — -  dz 

et,  en  changeant  i  en  —  i, 

dx  —  idr  nz  /-  (  ces  w  —  ;  sin  w  ]  -  -^ ^ dz. 

La  multiplication  des  formules  précédentes  donne 

k'^dz'^  . dz 

dx^  -f-  r/j2  —  __- d'où      ^Idx}  -i-  r/j2  —  X-  . _ 

\z      ,    \]  I  -t-  z 


et 


/ 


^d.T^  -+-  dy^  z=:  k  arc  tangz. 


Comme    le    degré    du    numérateur    de    la    fraction 

t  [z^-ty 


^2  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dé- 
nominateur, si  ^  désigne  le  nombre  des  constantes  «,  b, 
c,  .  .  . ,  ou  a,  ê,  y,  .  .  . ,  il  suffira  de  satisfaire  k  i^  —  i 
conditions  pour  rendre  algébrique  l'expression  de  a:  4-  ij. 
Lorsque  f  et  r  se  réduisent  à  l'unité,  notre  formule  ne 
donne  pas  d'autre  courbe  que  le  cercle;  le  cas  le  plus 
simple  est  donc  celui  dans  lequel  on  a 

la  formule  (i)  devient  alors 

/    ^  •  Il  •   •      ^    r{z~a]^+^z~i' 

(2)      .r-\-iyz:^A(coSM-hi&moi)    j   )  J. 


1-+-1 


Z-+-  l 


dz. 


et  une  seule  condition  suffira  pour  que  l'intégrale  soit 


SECTIOî^     II.    CHAPITRE    III.  oi3 

algébrique.  Pour  trouver  cette  condition  de  la  manière 
la  plus  simple,  soit  u  une  nouvelle  variable  et  posons 


z  —  i         a 

— 

i 

z  -1-  /         a 

-A- 

i 

Faisons 

aussi, 

pour  abréger, 

(3) 

* 

.         {a-.-i] 

(« 

—  i\ 

(«-0! 

[- 

-0^ 

on  aura 

dz               I 

a 

-  '  du 

[z-f-iY  ~~  2^• 

a 

-r-  / 

et 


puis 


-lY'dz  __i_  /«_. /y«+i 


z  —  iY'dz 

_  du, 

z 


a  ~-  i   u 


z  —  a         tx  ~\~  i   u  —  Ç 
D'après  cela,  la  formule  (2)  devient 

en  faisant,  pour  abréger, 

A  z=  —  /'  cosw  -r-  zsmw      I 

^i  '  yx  -\-  i  j        \a  -h  i 

On  voit  alors  que  la  condition  pour  que  x-j-ij  soit  algé- 
brique est 

(4)  ^. -o. 

Cette  équation  en  ^  est  du  degré //z  -h  i  ;  elle  a  une  ra- 
cine égale  à  I ,  et,  si  n  est  inférieur  à  m,  elle  a  m  —  n  ra- 
cines nulles;  le  nombre  des  racines  différentes  de  o  et 
de  I  est  donc  égal  au  plus  petit  des  nombres  m  Gin;  on 
reconnaît  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  inégales  et 
S.  —  Alg,  sup.,  I.  33 
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comprises  entre  o  et  i ,  en  appliquant  n  fois  de  suite  le 
théorème  deNRolle  à  l'équation 

qui  a  772  racines  nulles  el  n~\-  i  racines  égales  à  i .  Les  ra- 
cines nulles  de  l'équation  (4)  ne  peuvent  nous  convenir, 
car,  pour^=i::=o,  la  formule  (3)  donne  a=i  —  i  ou  «  =  -+-1; 
mais  l'une  de  ces  équations  entraîne  l'autre,  puisque  a 
et  a  sont  conjuguées  ;  les  facteurs  z  —  a,  z  —  a  de- 
viennent z -Ar  i,  Z  —  /;  par  suite  on  retombe  sur  le  cas 
où  les  polynômes  i  et  t  se  réduisent  à  l'unité.  Pour  ^  =  i 
l'équation  (3)  donne  a=--(x,  et  la  formule  (2)  se  réduit 
encore  à  celle  que  donne  l'iiypothèse  t  =z  x  =^^1, 

Mais  à  chacune  des  racines  Ç  comprises  entre  o  et  1 
répondent,  pour  a  et  a,  des  valeurs  imaginaires  et  con- 
juguées l'une  de  l'autre.  Remarquons  d'abord  qu'on  peut 
supposer 

(  5  )  fl  a  -  -  I 

sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution,  car  on  ramè- 
nera le  cas  contraire  à  celui-là  par  un  changement  de  va- 

z  —I—  s 

riable.  Il  suffira  cfTectivement  d'écrire  -— —  au  lieu  de  ^, 

I  —  ez 

en  prenant  pour  e  l'une  des  racines  de  l'équation 


t-  2 e  —  I  r—  G  : 

aa.  —  I 


par  la  transformation  dont  il  vient   d'être   question  la 
formule  (2)  devient 

X  -f-  ly  =  /  cosw  -1-  ;  smw    /    -, r —. ~ — dz, 

ai  et  a<  ayant  les  valeurs  suivantes  : 

a  —  s  a  ■ —  5 

1  -r  ae  I  -t-  ae 
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d'où  l'on  conclut  a^  c(.^  -^  i.  On  peut  donc  admettre  l'é- 
quation (5)  et  de  cette  équation  combinée  avec  (3)  on 
tire  alors 


I  'i-  Ç         I  -i-  ç   ' 
a  =  — -— -  -1 i  ; 

1  -t-  Ç  I  -r-   Ç 

en  donnant  à  a  et  à  a  ces  valeurs,   dans  la  formule  (2), 
l'expression  de  x  -f-  ij  sera  algébrique. 

Détermination  d'une  fonction  j^ationnelle  par  le  moyen 
des  valeurs  qui  répondent  à  des  ^valeurs  données  de 
la  "variable. 

230.  Une  fonction  entière  du  degré  m  de  la  variable  x 
est  entièrement  déterminée  lorsque  l'on  connaît  les  va- 
leurs de  cette  fonction  qui  répondent  à  m  -{-  i  valeurs 
données  de  x.  Quand  les  valeurs  de  x  dont  il  s'agit  for- 
ment une  progression  arithmétique,  la  fonction  peut  être 
obtenue  par  la  méthode  que  nous  avons  exposée  au  n*'  1 56  ; 
mais  il  est  important  d'avoir  une  formule  qui  embrasse 
tous  les  cas.  Cette  formule  est  précisément,  comme  on  va 
le  voir,  celle  qui  a  été  établie  au  n*'  217,  et  qui  exprime 
la  valeur  d'une  fraction  rationnelle  décomposée  en  frac- 
tions simples. 

Soient 

«0,   «1,  «2,  •  •  .,  «/« 

les  valeurs  d'une  fonction  F(jr)  du  degré  ztz,  correspon- 
dant aux  valeurs  données 

•^Oî     '^Xi     '^'t'i     •   ■    •  )     «^«t 

de  la  variable  x\  posons 

f[x)  r:r  [x  —  .ro)  [x  -  .rj)  [x  —  x^) .  .  .[x  —  .r,„), 

33. 
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on  aura 

.x-~X(,         .r  — .rj  ^  —  ■r„i 

et,  par  conséquent, 

/'(.7-.J  r_rz  (.r^  —  .ro)  (.r(,  —  ^i) .  .  .  (.r^  —  .r,„). 

CeJa  posé,  le  degré  def[x)  surpassant  d'une  unité  celui 
de  F(^),  on  a  (n°  217) 

r(.r)^F(.ro)         I  ^     F(.^,]         I  ^       ^   ^     F(.r,,)         I 

/(.r)  "     y  (.7-0  j  x  —  .x'o         y  (^1  )  .r  —  .x"i     '   *  ■  '       /'  (.^,„ )  -r  —  .r „,  ' 

et,  en  chassant  le  dénominateur y"(x),  il  viendra 


(  .r  —  .r,  )  (  .r  —  ^^2  ) .  . 

.{x~,T^)- 

(.^0  — .ri)(^o  — ^2).  . 

.{Xq  —  .T„,) 

{x  ~  .Tq]  [a:  —  x^^] .  . 

.{■--■-m)      , 

(.rj_.ro)(.ri— .r.,).  . 

.{xi~.x„,)  "" 

[x—.Tq){x  —  .t^]. 

..(.^-.^.-t) 

«37>>T  «xTa 


]  (  -^m        -^1  j  •  ■  •  ( •'^m        -^m-'i.  ) 

Cette  formule  donne  la  solution  de  la  question  propo- 
sée ;  d'ailleurs  celle-ci»  ne  peut  admettre  une  autre  solu- 
tion; car,  s'il  existait  une  fonction  F|(:c)  du  degré  m, 
différente  de  F(:r)  et  satisfaisant  aux  conditions  du  pro- 
blème, l'équation 

Fi{.x)  —  F(.r)~o, 

qui  est  au  plus  du  degré  m,  admettrait  les  m  -f-  i  racines 
Xq,  Xi,  .  .  . ,  Xm,  ce  qui  est  impossible. 

On  peut  encore  résoudre  la  même  question  en  raison- 
nant comme  il  suit  :  si  les  valeurs  données  Uq,  Ui,  .  .  . ,  u„i 
sont  toutes  nulles  à  l'exception  de  l'une  d'elles  u^^,  et 
que  celle-ci  soit  égale  à  l'unité,  il  est  évident  que  la  fonc- 
tion demandée  est  déterminée  et  a  pour  valeur 

X    —      (^  —  -^0 )  •  •  •  (-^  —  ■'^v-\ )  (-^  —  •^:^-+i  )  •  ■  ■  (-^  —  -y-rv  )     ^ 
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Cela  étant,  on  aperçoit  de  suite  que,  dans  le  cas  géné- 
ral, la  solution  du  problème  proposé  est  donnée  par  la 
formule 

F  (^ )  =  «0  Xo  -f-  «1  Xi  H-  ...  -h  u„,  X,„. 

231.  Il  est  souvent  plus  avantageux  de  donner  à  l'ex- 
pression de  la  fonction  demandée  F(.r)  la  forme  à  la- 
quelle nous  avons  été  conduit  au  n"  156,  dans  le  cas 
particulier  où  les  valeurs  données  de  la  fonction  répon- 
dent à  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable.  On  y 
parvient  facilement  par  la  méthode  des  coefficients  in- 
déterminés ;  car,  si  l'on  pose 

F  ( .r  )  nz:  Ao  -f-  Al  [x  —  a^o  )  •+  A2  (  -f  —  .^0  )  [^  —  ^\  ) 
H-  A3  (^  —  .^0  )  (x  —  a:.i  )  (.r  —  ^2  )  -f-  .  .  . 
-h  A,;,(.r  —  .ro).  .    {x~x^_^), 

les  constantes  Ao,  Ai,  ...,  A,;^  pourront  être  déterminées 
successivement  au  moyen  des  équations  de  condition 


«1  —  Ao  H- Al  (.ri  —  .ro), 

«2  ~-  Ao  -i-  Al  (0:2  —  ^0  )  -:^  A2  (.^2  —  Xq  )  ix^—x^), 

n„i--  Ao  •+•  Al  (.r,„      .^o  ]  -j-  .  .  .  -~  A,^  [x^j^       Xq^  . . .  '^x^^ —  .r„^_i). 

Lorsque  les  valeurs  données 

.ro,  .^1,    .  .  . ,    X/jj^ 

forment  une  progression   arithmétique    dont  la   raison 
est  h,  on  tire  immédiatement  des  équations  précédentes 

et  l'on  retrouve  la  formule  du  n°  156. 
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232.  La  formule  du  n°  230  n'est  qu'un  cas  particulier 
d'une  autre  formule  plus  générale,  que  Gauchy  a  fait 
connaître  dans  la  Note  V  de  son  Analyse  algébrique, 
qui  donne  la  solution  du  problème  suivant  : 

Problème.  —  Tromper  une  fonction  rationnelle  u  de 
la  "Variable  x,  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
soient  des  fonctions  entières  des  degrés  m  et  n  respecti- 
vement, connaissant  les  m  -f-  n  -f-  i  valeurs  de  u  qui  ré- 
pojîdent  à  m  -t~  n -i-  i  valeurs  données  de  x. 

Il  est  évident  que  ce  problème  ne  peut  admettre 
qu'une  seule  solution;  car,  si  deux  fonctions  distinctes 


1 


remplissaient  l'une  et  l'autre  toutes  les  conditions  de 
l'énoncé,  il  est  évident  que  l'équation 

qui  est  au  plus  du  degré  m  -\-  n,  admettrait  pour  racines 
les  w  H-  72  -h  I  valeurs  données  de  x,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Gela  posé,  soient 

Wq,    «1,     Wg,     .  .  .  ,     Um+n 

les  valeurs  de  u  qui  répondent  aux  valeurs  données  ^e  x, 

Supposons  d'abord  que  m  de  ces  m  -{- n  valeurs  de  u 
soient  nulles;  que  l'on  ait,  par  exemple. 


"«+1  --  o,     «,,+2  -~-  o, 


1     '^n-^m 


il  est  évident  que  le  numérateur  de  la  fonction  cherchée 
sera 
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A.  étant  une  constante  arbitraire;  par  suite,  le  dénomi- 


nateur sera  égal  à 


A(a:  — .r„+i)  [.t  ~  a:,,^^) .  .  .{. 


u 

et  si  l'on  donne  à  x  les  valeurs  successives  Xçs-,  ^i  ?  •  • .  Xn, 
il  prendra  les  valeurs  correspondantes  : 

Uq 

''1 


on  peut  donc  obtenir  l'expression  du  dénominateur  de  u 
par  la  formule  du  n^  230,  et  l'on  trouve  ainsi 

A  (x  —x^)   [x   —  x^)..  .[x  —x,,] 


(•^0  —  ^\]  (-^o        ■  ^ï]  •  •  •  (-^0  '^n  ] 


X Xc,\     \  X  X, 


2j 


1  •'n-^mi 


(.ri  —  Xq)  [xy  —x^]..,  (xi  —  x,^) 


A 


7Z         -'n-^ij  •  '  '  [-'n         •'  n-^mj  ]         '  '         w 


u„  '  ■  [Xfi        Xq]  \^Xfj  —  Xyj .  .  :[x^  — •  .r,^_i 

Alors,  en  donnant  à  la  constante  arbitraire  A  la  valeur 

A    -~=    Uq  UyU^.    .    .  11,1 

I 

X 


(•^«  —  -^«-f-l)  '  •  •[^n         •^n+m) 


I 

(.ro  — .r^^ij 

I 

(.ro 

'^n-hm  ) 

(•^1            •^rt-Hl] 

I 

(-1 

^n-i-ml 
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le  numérateur  de  la  fonction  u  sera 

et  cette  même  fonction  aura  pour  dénominateur  le  terme 

augmenté  des  n  termes  qu'on  en  déduit  en  faisant  toutes 
les  permutations  des  indices  o,  i ,  2,  .  .  . ,  7z. 

L'analj^se  du  cas  particulier  que  nous  venons  d'exa- 
miner nous  conduit  immédiatement  à  la  solution  du  cas 
général. 

Supposons  effectivement  que  les  quantités  mq,  Uf,  ..., 
Uii^m  soient  quelconques  ;  faisons  dans  chacune  des  ex- 
pressions (i)  et  (2)  toutes  lés  permutations  possibles  des 
m  -h  n  -t-  I  indices 

o,    I,    2,    .  .  .,    [m  -f-  n), 

et  ajoutons,  dans  chaque  cas,  tous  les  résultats  obtenus. 
La  première  somme  sera  le  numérateur  de  la  fonction 
demandée,  et  la  seconde  somme  sera  son  dénominateur; 
on  aura  ainsi 

^    ^  ~  „    „         „  {X^  —  X)  [X^—  X).  .  .[X,,_^  —  X) ^ 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  vérifier  ce  résultat;  faisons 
en  effet  x^^^x^j  le  numérateur  de  la  formule  précédente 
se  réduira  au  produit  de  Un  par  la  somme 

«n    U II..      , 


OÙ  les  termes  qui  suivent  le  premier  se  déduisent  de  ce- 
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liii-ci  en  faisant  toutes  les  permutations  des  m-f-  n  in- 
dices 

G,    I,    2,    ...,    n  —  I,   /z -i- I,    ...,    m-^n. 

Or  c'est  à  cette  somme  que  se  réduit  aussi  le  dénomi- 
nateur de  u  pour  x^=:::^Xa\  douc  la  formule  (3)  donne 
u=iUn  pour  X  ^=  Xn-j  et,  comme  tout  est  symétrique  par 
rapport  aux  indices,  on  diu:=  u^  pour  x  =:  x^,  quel  que 
soit  l'indice  ii. 

La  formule  (3)  subsiste  dans  le  cas  de  «  =  o,  pourvu 
qu'on  réduise  son  dénominateur  à  l'unité;  elle  coïn- 
cide alors  avec  la  formule  du  n^  230;  elle  subsiste  éga- 
lement dans  le  cas  de  m  =  o,  pourvu  que  l'on  remplace 
le  numérateur  par  Mo  Mi  .  ^  -u^' 

Dans  le  cas  de  7/?,=::=  «  -—  i,  la  formule  (3)  donne 


(•^o--3^,)K--^.)    '     '    •^(x,— .rj(^,-x„) 


Des  séries  récurrentes. 

233.   Une  série 

a^  H-  «1  x  -r-  «2  ^'  "i""  «3  -^^  -f-  .  .  .  -4-  a^ x"  H-  .  .  . , 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  entières  et  crois- 
santes de  la  variable  x,  est  dite  récurrente,  lorsque,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite, 
le  coefficient  de  x^  peut  s'exprimer,  quel  que  soit  7t,  par 
une  même  fonction  linéaire  des  coefficients  des  puis- 
sances inférieures  pris  en  nombre  fixe.  En  d'autres 
termes,  la  série  que  nous  considérons  sera  récurrente, 
si,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  une  cer- 
taine limite,  on  a  identiquement 

an «,,__,„  -f-  ai  a„_^,„.,  -{-  .  .  .  -h  a,,,_.,  o,,,  H-  a,,,  a„  zs.:  o, 
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m  étant  un  entier  quelconque,  et  a.Q,  a<,  .  .  .,  a„,  des 
quantités  constantes.  La  suite  de  ces  quantités 

ao,    ai,    .  .  .,    «,„ 

est  ce  qu'on  nomme  Véchelle  de  relation  de  la  série 
récurrente. 

Cela  posé,  nous  établirons  à  l'égard  de  ces  séries  les 
deux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Lorsqu  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  croissantes  de  la  uariahle  x  est  à  la  fois 
convergente  et  récurrente,  elle  a  pour  somme  une  frac- 
tion rationnelle. 

En  effet,  soient  cv  (x)  la  somme  de  la  série  proposée 

(  I  )  <2o  -•"  ^l  ^  -•-  «2  -^^  -f-  .   .  .  -4-  «„  X^''  -h  .  .   . 

et 

a^,    ai,    .  .  . ,    cc„i 
son  échelle  de  relation,  en  sorte  que  l'on  ait 

(  2)   ao  «„_,„  -h  aj  rt„-,„-M  -h  .  .  .  -f-  a^„j  «„_i  -f-  a,„  a^  z=z  o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine 
limite. 
Posons 

/(x  )  "  ao  .x"'  -h  ai  07'"-'  -h  .  .  .  ^-  Urn-l  ^  -1-  «m, 

et  multiplions  la  série  (i)  parle  polynômey(jr).  Chaque 
terme  de  ce  multiplicateur  donnera  pour  produit  une 
série  convergente,  et  la  somme  des  7?i  -h  i  séries  qui  ré- 
pondent ainsi  aux  /tz -h  i  termes  def[x)  sera  évidem- 
ment une  série  convergente  qui  aura  pour  somme  le 
produit  (^[x)f[x).  Or,  en  ordonnant  cette  dernière 
série  suivant  les  puissances  de  x,  on  trouve  que  le  coef- 
ficient de  x'^  est  précisément  le  premier  membre  de 
l'identité  (2);  et,  comme  ce  premier  membre  est  nul, 
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pour  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  une  certaine  limite, 
la  série  que  nous  considérons  se  réduit  à  un  polynôme 
F  i^x')  composé  d'un  nombre  fini  de  termes;  on  a  donc 

ï(x)/(.r)=.F(^), 
d'où 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Théorème  II.  —  Réciproquement ,  toutes  les  fois 
qu  une  fraction  rationnelle  peut  se  développer  en  une 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable,  cette  série  est  récurrente. 

En  effet,  supposons  que  la  fraction  rationnelle  — ^ — -' 

soit  développable  en  une  série  convergente  et  que  l'on 
ait 

r=  «0  4-  «l  .T  -I-  «2  •■^     -!-••.  -T-  Clji  X^  -:-  .  .  .  , 


pour  certaines  valeurs  de  la  variable  x.  Soit  aussi 

(2)        /(  J?)  ^^  ao  .r'«  -h  ai  x'^-'  +  .  .  .  ^J-  a^„i  x  -h  a,,,. 

Le  produit  de  la  série  (i)  par  le  polynôme  (2)  est  une 
série  convergente  qui  a  pour  somme  le  produit 

donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  une 
certaine  limite,  le  coefficient  de  x^  dans  le  produit  dont 
il  s'agit  doit  se  réduire  à  zéro.  Or  ce  coefficient  a  pour 
valeur 

donc  on  a 

«0  ^n-m  -t-  «1  «rt-^n+i  -i-  .  .  .  -f-  «m-l  «n-l  "^  «w  ««  ■=  O 
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pour  toutes  les  valeurs  de  7^,  à  partir  d'une  certaine  li- 
mite ;  cette  condition  exprime  que  la  série  proposée  est 
récurrente. 

234.  On  peut  obtenir  de  la  manière  suivante  le  déve- 
loppement d'une  fraction  rationnelle  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  variable. 

¥(.t] 
Décomposons  la  fraction  rationnelle  donnée  -r, — ï  en 

fractions  simples,  et  supposons  que  l'on  ait  trouvé 

Pour  résoudre  la  question  que  nous  avons  en  vue,  il 

suffît  de  développer  en  série,  par  la  formule  du  binôme, 

A 
chacune  des  fractions  simples— \a^^  A(x  —  «)~*. 


On  a  ainsi 

(.r-«)-^(-«)- 

(-■;)■■ 

"■,     ,     a.r     ^     al 

(aH-l).r^     , 

-(-«)-" 

I  a 

a(a^-I). 

1.2        a'     ' 

..(a  +  .z-,) 

et,  si  pn  désigne  le  coefficient  de  x'^  dans  E  [x),  le  terme 
srénéral  du  développement  de  ^rr-r  en  série  sera 


-'{nh--J( 


.     a  (  a  -4-  I  ] .  .  .  (  a 


2.0.  .  ./2 


Dans  le  cas  particulier  où  les  racines  a,  ...  dcf[x)  r^  o 

.        ,  .         Fia)     . 

sont  toutes  simples,  on  a  a  --  i  et  A  =  -r-, — -:  le  terme 
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général  se  réduit  à 


""LP"  Z  «"*'/'(«)] 


Ainsi  la  série  récurrente  dans  laquelle  se  développe  la 

fraction  -— — {  peut  s'obtenir  par  l'addition  de  plusieurs 

séries  provenant  des  développements  de  diverses  puis- 
sances négatives  et  entières  des  binômes  a — x,  h  — x^ 

D'ailleurs  ces  séries  sont  convergentes  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X,  dont  le  module  est  inférieur  au  plus  petit  des 
modules  des  quantités  a^h^  ...;  on  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante,  qui  est  un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème de  Gauchy  relatif  au  développement  des  fonctions  : 

Théorème.  —    Une  série  provenant  du  développe- 

ment  a  une  fonction  rationnelle  --)—,-  est  convers^ente 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  dont 
le  module  est  inférieur  au  plus  petit  module  des  ra- 
cines de  l'équation  fi^x)  =  o. 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  former  la  série  récur- 
rente dans  laquelle  se  développe  la  fonction 

P-i-Q.r 

*  ^     '  I  —  2.r  COSW  -f-  X^ 

OÙ  P,  Q  et  to  désignent  des  constantes  données. 

Décomposant  cette  fraction  en  fractions  simples  et 
employant,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  précédemment, 
la  notation  usuelle  des  exponentielles  imaginaires,  savoir, 


V— ^  =  cosco  dz  y  —  I  sinw, 


on  a 


V-i  I  —  .re-"v^-^ 
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A  et  B  étant  des  constantes  qui  ont  respectivement  pour 
valeurs 

A  =  -— -.==^  ,        B  zrr  ; --,:-,_-  . 

2sinwy — I  2smwy~i 

Développant  en  série  chacune  des  parties  de(p(x),  on 
trouve 

^  ( .r  j  ~  A  y  .rJ'  e"»^  V^  —  B  \  j;«  ^""'^  V^"* , 
ou,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs 


t(-)-J-^ 


2  siiîw  \l —  I 


En  remettant  à  la  place  des  exponentielles  imaginaires 
leurs  valeurs,  on  a,  toutes  réductions  faites, 


P  -1-  (^x  „  V  P  sin («  -}- 1 )  w  H-  Q  siii/zw 

I  • —  2.r  cosw  -h  x^       Z^  sinw 


iw  -h  ^^        ^ 

Le  terme  général  du  développement  est  donc 

[sin  { n  ~r  \\tù        ^  sin  /?  w  1 
P ^. -!-  Q  — . .t'\ 
smw                     smw  J 
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CHAPITRE  IV. 

DES    FONCTIOINS    ALTERNÉES    ET    DES    DÉTERMINANTS. 
APPLICATION   A   LA   THÉORIE    DES   ÉQUATIONS. 


Des  fonctions  alternées, 

235.  On  nomme  fonction  alternée  de  plusieurs  quan- 
tités toute  fonction  qui  change  de  signe,  mais  en  con- 
servant au  signe  près  la  même  valeur,  lorsqu'on  échange 
deux  quelconques  de  ces  quantités  entre  elles.  Nous  ne 
nous  occuperons  ici  que  des  fonctions  alternées  ration- 
nelles. 

Il  résulte  de  la  définition  précédente  que  le  carré 
d'une  fonction  alternée  est  une  fonction  symétrique. 

Quand  on  échange  plusieurs  quantités  entre  elles, 
d'une  manière  quelconque,  on  dit  que  l'on  a  exécuté  sur 
ces  quantités  une  substitution  :  la  substitution  qui  a  pour 
objet  de  remplacer  deux  quantités  l'une  par  l'autre  se 
nomme  transposition.  Nous  reviendrons  avec  détails, 
dans  la  suite  de  cet  Ouvrage,  sur  ces  importantes  notions; 
pour  le  moment,  il  nous  suffit  de  remarquer  que  toute 
substitution  qui  ne  se  réduit  pas  aune  transposition  peut 
être  exécutée  par  le  moyen  de  plusieurs  transpositions 
successives  ;  car,  si,  par  la  substitution  dont  il  s'agit,  une 
certaine  quantité  a  ào'il  venir  prendre  la  place  occupée 
par  la  quantité  b,  on  pourra  produire  ce  premier  effet 
par  la  simple  transposition  des  lettres  a  eX,  b\  la  quan- 
tité a  occupera  ainsi  la  place  qu'on  veut  lui  assigner,  et 
il  restera  à  exécuter  une  certaine  substitution  sur  les 
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quantités  restantes.  On  peut  appliquer  à  celle-ci  le  rai- 
sonnement que  nous  venons  de  faire  et,  en  continuant 
ainsi,  il  est  évident  qu'on  aura  exécuté  la  substitution 
proposée  au  moyen  de  plusieurs  transpositions. 

Cela  posé,  soit  V  une  fonction  alternée.  Une  première 
transposition  changera  V  en  — V,  une  deuxième  trans- 
position reproduira  la  valeur  primitive  V,  et  ainsi  de 
suite  ;  on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  substitution  qui  équivaut  à  un  nombre  pair  de 
transpositions  ne  change  pas  la  ^valeur  d' une  fonction 
alternéeY  \  au  contraire,  toute  substitution  qui  équivaut 
à  un  nombre  impair  de  transpositions  change  Y  en  —  V. 

236.  Il  est  facile  de  former  l'expression  générale  des 
fonctions  alternées  de  m  quantités 

(l)  «,    b,*c,   ^,    ..    ,    /,    /. 


Désignons,  en  effet,  par  P  le  produit  des 
différences 

(b  -  a], 

[c~a),    [c  —  b], 
(2)  {   [d~a),    {d~b),    (d-c). 


m  [m  —  I 
2 


(/-«),  {i-b),  (i-c),  ...,  (/-/•); 

je  dis  que  P  est  une  fonction  alternée.  En  effet,  soient  a 
et  G  deux  quelconques  des  quantités  (i),  dont  nous  écri- 
rons la  suite  de  cette  manière  : 

rt,    .  .  .,   e,    a,  ^,    .  .  .,    /i,   6,  y,    ...,/; 
la  différence 

fera  partie  des  facteurs  (2)  qui  composent  le  produit  P; 
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écrivons  ceux  des  autres  facteurs  de  P  où  la  quantité  a 
figure  en  regard  des  facteurs  qui  dépendent  de  o  : 


(.-a).    . 

..    [a-e]. 

(§-«),    .. 

-.,  (e-e 

{s--l  •• 

..    (A-a), 

(«-.-),    •■ 

.,   (S -A 

(y-'^),  • 

.,     (/-«). 

{/-«),    .. 

.,   (/-« 

Les  facteurs  qui  composent  l'une  quelconque  des  trois 
lignes  de  ce  tableau  peuvent  être  groupés  deux  à  deux, 
de  manière  que  le  produit  des  différences  d'un  même 
groupe,  tel  que 

(a  — «)(S  — «)      ou      (s'— a)(S— ^)      ou      (y  _  «)  (y  —  g), 

ne  change  pas  quand  on  transpose  a  et  S  ;  d'ailleurs,  par 
cette  transposition,  ê  —  a  se  change  en  a  —  ê;  donc 
aussi  P  se  change  en  — P,  et,  en  conséquence,  le  pro- 
duit P  est  une  fonction  alternée. 

Soit  maintenant  V  une  fonction  rationnelle  et  alternée 
quelconque  des  quantités  (i);  le  rapport 

V 
P 

ne  changera  par  aucune  transposition  ;  donc  ce  rapport 
est  une  fonction  symétrique  S  et,  par  conséquent, 

V  rz::^  SP. 

On  a  ainsi  cette  proposition  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  rationnelle  et  alternée 

de  m  quantités  est  égale  au  produit  d^ une  fonction 

,      .                      ,        m  (m  —  T^      i./r  ,  , 

symétrique    et    des    — aijjerences  obtenues    en 

combinant  deux  à  deux  les  m  quantités  données. 

Si  la  fonction  alternée  V  est  entière,  la  fonction  symé- 

S.,  Alg.  sup.  —  I.  34 
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trique  S  sera  aussi  entière.  En  effet,  V  se  changeant  en 
—  V  par  la  transposition  des  lettres  a  et  h,  il  est  évi- 
dent que  l'on  a  V  =  o,  quand  on  pose  b  z==i  a,  et,  en 
conséquence,  le  polynôme  V  est  divisible  par  la  diffé- 
rence b  —  a  ou  a  —  b.  D'ailleurs  aei  b  désignent  deux 
quelconques  des  quantités  données,  et  il  en  résulte  que 
V  est  divisible  par  P. 

237.  D'après  ce  qui  précède,  l'étude  des  fonctions 
alternées  est  ramenée  à  celle  de  la  fonction  P. 

Si  l'on  effectue  le  produit  des  différences  (2)  et  qu'on 
opère  la  réduction  de  termes  semblables,  on  aura  la  va- 
leur de  P  sous  la  forme  d'un  polynôme  homogène  du 

j        ,  m(m  —  i)  ^  ^.    ,  7 

degré  — ^ par   rapport  aux  quantités  a,   b,   .... 

L'inspection  du  tableau  des  différences  (2)  montre  que, 
dans  la  partie  de  P  multipliée  par  Z"^  ^ ,  le  coefficient  de 
r^~^  s'obtient  en  rejetant  la  dernière  ligne  du  tableau  (2) 
et  en  faisant  le  produit  des  différences  restantes;  pa- 
reillement, dans  la  partie  de  ce  coefficient  qui  est  mul- 
tipliée par  k^~'^,  le  coefficient  de  k^~-  s'obtient  en  re- 
jetant les  deux  dernières  lignes  du  tableau  (2)  et  en 
multipliant  les  autres  différences;  en  continuant  ainsi, 
on  reconnaît  que  la  fonction  P  renferme  le  terme 

avec  le  coefficient  -|-  i .  Nous   donnerons  à  ce  terme  le 
nom  de  terme  principal. 
Cela  posé,  je  dis  que  l'on  a 

P  — y  zL  aH'c^cP..  .  k"'-H'"-K 
Dans  cette  formule,  le  signeN   embrasse  les  1.1... m 
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termes  qu'on  peut  former,  par  les  substitutions,  au 
moyen  du  terme  principal.  Celui-ci  a  le  signe  -}-,  et  cha- 
cun des  termes  qui  suivent  a  le  signe  -f-  ou  le  signe  — 
suivant  qu'il  se  déduit  du  terme  principafpar  un  nombre 
pair  ou  par  un  nombre  impair  de  transpositions. 
Pour  justifier  notre  assertion,  soit 

un  terme  quelconque  du  second  membre  de  la  formule 
précédente,  les  exposants  a,  ê,  y,  . . . ,  A  étant  les  nombres 
o,  I,  2,  ...,  (ttz — ^i)  pris  dans  un  certain  ordre.  La 
même  fonction  renfermera  aussi  le  terme 

qui  se  déduit  du  précédent  par  la  transposition  des 
lettres  a  elb)  ces  deux  termes  ont  d'ailleurs  des  signes 
contraires,  car  les  substitutions  au  moyen  desquelles  on 
les  déduit  du  terme  principal  équivalent  l'une  à  un 
nombre  pair,  l'autre  à  un  nombre  impair  de  transposi- 
tions ;  enfin  la  somme  des  deux  mêmes  termes  est  divi- 
sible par  b  —  a.W  résulte  de  là  que  la  fonction  considérée 
est  divisible  par  le  produit  des  différences  (2),  c'est- 
à-dire  divisible  par  la  fonction  P;  en  outre  elle  est  du 
même  degré  que  celle-ci  et  elle  a  avec  cette  fonction  un 
terme  commun  :  donc  elle  lui  est  égale. 

On  doit  remarquer  qu'au  lieu  d'exécuter  les  substitu- 
tions sur  les  lettres 

a,    b^   c,    .  .  . ,    /•,   /, 

on  peut,  si  on  le  juge  à  propos,  les  faire  porter  sur  les 

exposants 

o,    I,  2,    .  ..,   (m  — i). 

34. 
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Des  déterminants. 


238.   Considérons  les  nî^  quantités 


(«) 


Cq. 


{   a.. 


^ni—\i     ^m—\i    ^rn—lt 


qui  forment  m  lignes  horizonta 
m  termes,  ou  m  colonnes  vertica 


'0' 

")  ^ni- 


es comprenant  chacune 
es  également  composées 


de  m  termes,  et  reprenons  la  fonction  alternée 
des  m  quantités 


p,i-2in,-l 


/•,     /. 


Su])posons  que  dans  chacun  des  termes  de  P  on  remplace 
tous  les  exposants  par  des  indices  de  même  valeur,  et 
désignons  par  D  le  résultat  qu'on  obtient  ainsi  ;  on  aura 


N 


-I 


Z_  «0  ^1  <^î  •  •  •  ^>m~2  ^ 


m— 2  ''m—l' 


La  règle  que  nous  avons  donnée  pour  former  les  diffé- 
rents termes  de  P  s'applique  aussi  à  la  fonction  D  ;  ainsi 
dans  cette  fonction  chaque  terme  a  le  signe  -f-  ou  le 
signe  — ,  suivant  qu'il  faut  un  nombre  pair  ou  un  nombre 
impair  de  transpositions  pour  le  former  au  moyen  du 
terme  principal 


«0  ^1  ^2 


^*m— 2  ^ 


m— 2  '^rn—l' 


La  quantité  D  est  une  fonction  des  m^  quantités  (i)  : 
elle  est  dite  le  déterminant  de  ces  quantités  et  l'on  écrit 
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habituellement 

«0 

h 

Co           .  .  .       /o 

(3)         D.^ 

ai 

h 

c,             ...        l, 

^m^l 

^m-l 

I 

Ï33 


Les  substitutions  nécessaires  pour  former  les  termes  de  D 
au  moyen  du  terme  principal  peuvent  porter  indifférem- 
ment, soit  sur  les  lettres  a,  b,  ...,/,  soit  sur  les  indices  o, 
1 ,  . . . ,  {m  —  I  ) ,  d'où  l'on  peut  conclure  cette  proposition  : 

Un  déter^mlnant  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on 
remplace  les  colonnes  verticales  par  les  lignes  horizon- 
tales, de  manière  que  le  terme  principal  reste  le  même. 

Le  déterminant©  est  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  m  quantités 

et  si  l'on  pose 

(4)         D  -siz  Ao^o  -;-  Ai«i  --,-  A2«2  -:-•••  -:-  Ki-i^m^^, 

la  formule  (  i  )  montre  que  Aq  n'est  autre  chose  que  le 
déterminant 


./ 


m— 2  '/«—Il 


ou 


:  h 

;  h 

Ao  :zr        b.^ 


b, 


dans  lequel  le  terme  principal  est  Z>  ^  C2  • . .  Im- 1  •  Si ,  dans  la 
partie  Aq^o  du  déterminant  D,  on  transpose  les  indices  o 
et  I,  on  obtiendra  les  termes  en  «<  changés  de  signe, 


534 


COURS  D  ALGÈBRE  SUPÉRIEURE. 


mais  les  signes  seront  rétablis  si  l'on  fait  ensuite  la  trans- 
position des  indices  o  et  m  —  i  ;  on  a  donc 


Ai  = 


m—i      ^m— 1 


[X+I 

C-^-^-l       ' 

•  Vi  ! 

... 

i 

in—i 

>m-l     • 

1 

0 

^0 

.   i. 

... 

■    ■■■ 

1^-1 

Cy-i       .. 

■  V. 

et,  en  continuant  ainsi,  on  voit  facilement  qu'on  obtien- 
dra, quel  que  soit  p, 


(5) 


Il  résulte  de  là  que,  sachant  former  le  déterminant  re- 
latif à  (ttz  —  i)2  quantités,  on  saura  former  également  le 
déterminant  qui  se  rapporte  à  m^  quantités. 

Comme  la  fonction  P  change  de  signe  qi^and  on  trans- 
pose deux  des  lettres  a,  b,  ...,  ou  deux  des  exposants  o, 
I,  2,  ...,  il  est  évident  que  le  second  membre  de  la  for- 
mule (2)  changera  également  de  signe  si  l'on  transpose 
soit  deux  lettres,  soit  deux  indices;  on  a  par  conséquent 
cette  proposition  : 

Un  déterminant  change  de  signe  en  conservant  la 
même  ^valeur  absolue  quand  on  échange  entre  elles  soit 
deux  lignes  horizontales,  soit  deux  colonnes  verticales. 

Et  il  en  résulte  cette  conséquence  : 

Un  déterminant  s^ é\^anouit  lorsque  deux  lignes  hori- 
zontales ou  deux  colonnes  verticales  sont  composées  des 
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mêmes  termes,  ou  lorsque  les  termes  de  l'une  sont  pro- 
portionnels aux  termes  de  l'autre. 

Ainsi  la  formule  (4)  donnera 

G  --  Ao  ^0  -^-  Al  ^1  +  .  .  .  4-  A,„_i  ^m-l> 
G  --  Ao  Cq  -\-  Al  cj  -{-  .  .  .  -+-  A;„_i  c^_  1, 


Ai'/i  -t-.  .  .4- A„j_i  /„,_i. 

239.  Remarquons  encore  que  les  fonctions  P  et  D  de- 
viendront identiques  si  l'on'a,  quel  que  soit  a, 

a^  '—  av-,      b^  11-  b'^,     .  .  . ,      l.^  r-  /:% 
d'où  il  résulte  que  la  fonction 

y(^  [c  —  a)  [c  —  b) 

X  [d—a]  [d~-b)  (d—c) 


X  [l  —  a][l-~  b)  [l--c].  .  .(/  —  /■) 
est  égale  à  l'un  ou  à  l'autre  des  déterminants 


I 

I 

.  .  .      I 

a 

b 

.  .  .     l 

Dr. 

«2 

b"- 

...  P    ! 

1 

! 

I 

a 

a"     .  . 

.      «'«-1 

I 

b 

b-     .  . 

.      ^>'«-i 

■ 

c 

c2     . 

.      c'«-i 

I 

l 

/2     .. 

im—\ 

D'ailleurs,  si  l'on  pose 

F  (.r)  -.-zz  [x  —  a)(.T-b)[:^^c)...{x  —  /), 

on  a 

Y'[a)  —  [a  —  h)[a-~c].  .  .[a  —  l), 

r(b):=^{b-a)(b-c)..  .[b~l). 


F'(/)  —  [l—a]  [l  —  b).  ..  (^  — /•)■ 
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et  l'on  conclut  de  là 


240.  Résolution  de  jn  équations  du  premier  degré 
A  m  inconnues.  —  Les  formules  du  n*'  238  donnent  im- 
médiatement la  résolution  d'un  système  d'équations  du 
premier  degré  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues.  Car 
soient  les  m  équations 


^0-^  ^•-  '%j-' 

-c,z-'~. 

. .  -;-  Iq  u  r 

-  ^0, 

rt,x-r-  ^ijH 

c,z  -■-. 

...-/,^:: 

-•^1, 

•  » 

entre  les  m  inconnues  a:,  j,  z,  ...,  u.  Conservons  les  no- 
tations du  n^  238,  et  ajoutons  les  équations  proposées, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

-^05    -A-i,    A2,     .  •  .  ,    ^m—ù 

on  aura,  par  les  formules  (4)  et  (6)  du  n^  238, 
ou 

DrrzzX, 

en  désignant  par  X  ce  quedevientle  déterminant  D  quand 
on  remplace  la  lettre  a  par  s,  en  conservant  l'indice. 
Si  donc  on  représente  par 

X,  Y,  Z,    .    . ,  U 

les  valeurs  que  prend  D,  quand  on  remplace  par  la 
lettre  s  chacune  des  lettres 

a^    bf   c,    ...,/, 

successivement,  les  valeurs  des  inconnues  seront  repré- 
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sentées  par  les  expressions  suivantes  : 

X  Y  Z  U 

"^^D'     ^==D'      ^=D'     •••'      '^^D' 

dans  lesquelles  le  dénominateur  commun  est  précisé- 
ment égal  au  déterminant  D. 

241 ,  Il  n'entre  pas  dans  nos  vues  de  présenter  une 
étude  complète  des  déterminants,  et,  pour  ce  qui  re- 
garde les  détails  de  cette  théorie,  nous  renverrons  le  lec- 
teur au  Mémoire  de  Jacobi  publié  dans  le  tome  XXII  du 
Journal  de  Crelle,  Mémoire  dans  lequel  l'illustre  géo- 
mètre a  présenté  une  exposition  d'ensemble  qui  ne  laisse 
rien  à  désirer.  Nous  nous  bornerons  ici  à  établir  les  pro- 
positions qui  sont  indispensables  pour  l'objet  que  nous 
nous  proposons. 

Il  convient,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  faire  une  légère 
modification  aux  notations  dont  nous  avons  fait  usage 
jusqu'à  présent.  Au  lieu  d'introduire  plusieurs  lettres 
affectées  d'un  indice,  pour  représenter  les  quantités 
données,  je  n'emploierai  désormais  qu'une  seule  lettre 
affectée  de  deux  indices. 

D'après  cela,  un  système  de  m-  quantités  données  sera 
représenté  par 


l.lJ       "2.H 


.  ,    a, 


l'expression  générale  de  ces  quantités  sera  ainsi 
chacun  des  indices  i  et  y  pouvant  prendre  les  m  valeurs 


m. 
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et  le  déterminant  sera 

(2)  D— y  ir:«i,iûf2.2-  .-«/n.m; 

quant  au  terme  principal,  il  sera  toujours 


et  tous  les  autres  s'en  déduiront  en  conservant  la  série 
des  premiers  indices  dans  l'ordre  naturel,  et  en  exécu- 
tant sur  la  série  des  seconds  indices  toutes  les  substitu- 
tions possibles.  Chacun  de  ces  termes  sera  d'ailleurs 
pris  avec  le  signe  -h  ou  avec  le  signe — ,  suivant  que  la 
substitution  qui  l'a  fourni  équivaut  à  un  nombre  pair  ou 
à  un  nombre  impair  de  transpositions. 

Il  est  évident  qu'au  lieu  de  faire  porter  les  substitu- 
tions sur  les  seconds  indices,  on  peut,  si  on  le  juge  à 
propos,  les  exécuter  sur  les  premiers  indices. 

242.   On  doit  remarquer  que,  si  l'on  a 


pour  toutes  les  valeurs  de  i  inférieures  à  y,  le  détermi- 
nant (2)  se  réduit  à  son  terme  principal.  En  effet; 
quelles  que  soient  les  quantités  (i),  on  a  (n*^  238) 

-^-«3.1/^— «4.2'«5,3---«/ 


^m,?n—2^l.?n—i  "2, m 


dans  notre  hypothèse,  les  déterminants  partiels  de  cette 
expression  s'évanouissent  tous,  à  l'exception  du  premier, 
car  chacun  des  termes  dont  ils  sont  formés  renferme  un 
facteur  égal  à  zéro.  On  a  donc 


I>zz:za^,\dza^, 


2"3,3  •  •  ■'^'■m.rny 
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par  le  même  raisonnement,  on  trouvera 


et  Ton  a,  par  conséquent, 

D  :=:::  ^1,1  <^2>2  •  •  •  ^m.m' 

243.  Soient  D  le  déterminant  de  m?  quantités  aij  et 
D'ce  qu'il  devient  quand  on  donne  à  chaque  élément  atj 
l'accroissement  aij\  il  est  facile  de  trouver  l'expression 
de  D'  ordonnée  par  rapport  aux  accroissements  a. 

Le  déterminant  D  étant  une  fonction  linéaire  et  ho- 
mogène des  quantités 

[l]  ^1,17    ^2,1:    •  •  •  •-     ^niAi 

si  l'on  donne  à  ces  quantités  les  accroissements  respectifs 

(2)  «1,1,    «2,1.     •  •  -1    ^m.U 

D  deviendra 

D  +  Di, 

en  désignant  par  D|  ce  que  devient  D  quand  on  y  rem- 
place les  quantités  (i)  par  les  quantités  (2). 

Si,  dans  cette  dernière  expression,  on  donne  aux  quan- 
tités 

(3)  «1,2,     «2.2,    •  •  -,    «m,2 

les  accroissements 

(4)  <^l,27     «2,2^     •  •   •  '     am,2» 

et  que  l'on  désigne  par  Do  et  D  1^2  ce  que  deviennent  D 
et  Di  par  la  substitution  des  quantités  (4)  aux  quan- 
tités (3),  on  obtiendra  pour  résultat 

D  -f-  (Di  -f-D2)^~Dl,2; 
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en  poursuivant  cette  série  de  substitutions,  on  parvien- 
dra à  l'expression  de  D'  qui  sera  évidemment 

dans  cette  formule  Sj^  désigne  généralement  la  somme 

,       m  [m  —  i] .  .  .{m  ■ —  y.  -I-  i  )    , ,  .  , ,  , 

des  — ^ ^ determmants  que  1  on  ob- 

I  .  2  ...  p.  ^ 

tient,  quand  on  remplace  la  lettre  a  par  a  dans  w  lignes 

horizontales  du  déterminant  D. 

Nous  pouvons  tirer  de  ce  résultat  une  conséquence 

qui  nous  sera  utile.  Si  les  quantités  ajj  sont  telles  que 

soient  proportionnelles  à 


pour  toutes  les  valeurs  des  indices  p.  et  v,  chacun  des 
déterminants  contenus  dans  les  sommes  S2,  S3,  ...,  Sm 
s'évanouira;  car,  dans  chacun  d'eux,  deux  lignes  hori- 
zontales seront  formées  de  quantités  proportionnelles . 
La  formule  précédente  se  réduira  donc  à 


ou  a 


D<,  D2,  .  .  . ,  T>rn  étant  les  valeurs  que  prend  D  quand 
on  remplace  a  par  ol  dans  chacune  des  lignes  horizontales 
successivement. 

244.  Nous  compléterons  ces  notions  sur  les  détermi- 
nants en  démontrant  un  théorème  qu'on  doit  regarder 
comme  fondamental  et  auquel  Binet  et  Gauchy  sont  par- 
venus l'un  et  l'autre,  en  généralisant  des  résultats  obte- 
nus précédemment  par  Lagrange  et  par  Gauss. 
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Théorème.   —  Etant  donnés  deux  systèmes  de  mn 
quantités,  savoir  : 


4,1        "2,1 


^1,1        h,l       •  •  .         ^r 


a 


^i.2        ^2.2        ••■        ^n.2  (  U\      ]        l'2         ^2,2        •••  ^/i,2 


posons 

<^i.k  =  «1,/  b\,k  -î-  «2,j  ^2,/c  +  .  .  •  4-  <a5„,i  hn,k^ 
et  formons  le  déterminant  de  nx^  quantités ,  savoir  : 


"2,1  •  •   '       ^m,i 


\,m      *^1,m      •  •  •       ^m,m    I 

Si  m  est  supéj^ieur  an,  on  aura 

Si  m  est  égal  an,  et  que  Von  désigne  par  A  ei  B  les 
déterminants  formés  avec  les  quantités  [a)  et  [b]  res- 
pectivement, on  aura 

C=:AB. 

Enfin,  si  m  est  inférieur  à  n,  et  que  Von  désigne  par  A 
le  déterminant  formé  en  prenant  m  colonnes  ^verticales 
du  tableau  (a),  par  B  le  déterminant  formé  avec  les 
colonnes  correspondantes  du  tableau  (^),  de  manière 
que  ^  se  déduise  de  A  par  la  transposition  des  lettres  a 
etb,  on  aura 

Crr^VAB, 

le signe\  embrassant  autant  de  produits  AB  que  Von 

peut  former  de  combinaisons  avec  n  choses  prises  m 
à  m. 
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En  effet,  si  l'on  représente,  pour  abréger,  par 

la  valeur  de  Ci^k,  le  terme  principal  du  déterminant  C 


sera 


y^lAKl)    (     >  «i.,2^I^,2J    (   \  «v,3^v,3) 


chacun  des  m  nombres  À,  |!x,  v,   ...  devant  recevoir  les 
valeurs  1,2,  .  .  .,  tz;  on  peut  écrire  aussi 


'l>1^2,2 


■y    (<^>>,l<^p.,2<^v,3-"^X,l  ^[*,2^v,3'   •  •)• 


Cela  posé,  pour  avoir  le  déterminant  G,  il  faut  ajouter  à 
ce  terme  principal,  avec  un  signe  convenable,  tous  ceux 
qu'on  en  déduit  quand  on  échange  entre  eux,  de  toutes 
les  manières  possibles,  les  seconds  indices  des  lettres  c, 
en  laissant  invariables  les  premiers  indices.  D'ailleurs, 
par  ces  substitutions,  les  deux  indices  de  chaque  lettre  a 
restent  invariables  dans  l'expression  de  c,-^^,  et  les  se- 
conds des  indices  des  lettres  b  changent  seuls.  On  a 
donc,  par  la  formule  précédente, 

C  =\    Ux,l  «5.a,2  a,^3.--\±.  K\  ^V.i  ^,3  •  •  •  j  ' 

ou 

c  —  \    Olb^X,!  «H.,2  «v,3  •  •  •  ^ 

en  posant 

iPo^N     ±lh,ib^,2.  ..^,3. 

Dans  cette  dernière  formule  les  m  indices  X,  [j.,  v,  ... 
sont  invariables,  et  comme  chacun  d'eux  doit  avoir  l'une 
des  n  valeurs  i,  2,  ...,  tz,  on  voit  que,  si  m  est  supérieur 
à  71,  deux  au  moins  des  indices  >^,  p,  v,  ...  seront  égaux 
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entre  eux;  il  y  aura  donc  deux  colonnes  verticales  iden- 
tiques dans  le  déterminant  ift)  et  l'on  aura  lib  =  o,  d'où 

Gr=o. 

Si  l'on  a  m  =  7Z,  le  déterminant  ifî>  sera  encore  nul,  à 
moins  qu'on  ne  prenne  pour  la  suite 

>,   p.,    V,    .  .  . 

celle  des  m  nombres 

I,   2,    3,    .  .  . ,  m; 

dans  ce  cas,  soit  s  le  nombre  des  transpositions  qu'il 
faut  effectuer  dans  cette  dernière  suite  pour  la  faire  coïn- 
cider avec  la  précédente,  on  aura  évidemment 

ili,==(— i)^B, 
et,  par  suite. 

Or  il  est  évident  que  la  somme  contenue  dans  le  second 

membre  de  cette  formule  est  égal  au  déterminant  A  des 

quantités  («);  donc 

C  =:  AB. 

Supposons  enfin  m<^n;  pour  que  1)1)  ne  soit  pas  nul, 
il  faut,  comme  précédemment,  que  deux  quelconques 
des  indices  X,  p.,  v,  ...  soient  inégaux.  Quand  il  en  est 
ainsi,  ift)  coïncide  au  signe  près  avec  le  déterminant  B 
formé  en  prenant  m  colonnes  verticales  du  tableau  (è); 
alors,  sis  désigne  le  nombre  des  transpositions  qu'il  faut 
faire  subir  aux /?7'e77iie/\ç  indices  du  terme  principal  de  B 
pour  obtenir  la  suite  A,  m,  v,   .  .  . ,  on  aura 

puis 
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Si  l'on  se  borne  à  donner  aux  indices  "k,  [jl,  v,  ...  les 
valeurs  qu'on  leur  a  assignées  pour  former  B,  le  second 
membre  de  la  formule  précédente  se  réduira  à 


c'est-à-dire  à 
On  a  donc 


AB. 

C  r  rV  AB, 


le  signe  \   embrassant  tous  les  produits  AB  qui  répon- 

,  n  [n  —  i) .  .  .in  —  m  --.-  i  )  ,  ,         , 

dent  aux  — — systèmes  de  valeurs  que 

I .2. .    m  ^  ^ 

l'on  peut  attribuer  aux  indices  A,  a,  v,  .... 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  définir  les  quantités  C/,/, 
comme  nous  l'avons  fait,  on  pose 

le  déterminant  des  ii^  quantités  c,yf  est  égal  à  zéro  quand 
m  est  inférieur  à  n.  Lorsqu'on  a  m  =  zz,  ce  déterminant 
est  égal  au  produit  des  déterminants  formés,  l'un  avec 
les  quantités  a,  Tautre  avec  les  quantités  h.  Enfin,  lors- 
que m  est  >A2,  le  déterminant  des  quantités  c/^^  est  égal 
à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  déter- 
minant formé  avec  n  lignes  horizontales  quelconques  du 
tableau  (a)  par  celui  qui  est  composé  des  lignes  corres- 
pondantes du  tableau  (Z>). 

Effectivement,  on  fera  rentrer  cet  énoncé  dans  celui 
du  théorème  que  nous  venons  d'établir,  si  Ton  dispose 
les  tableaux  [a)  et  (h)  de  manière  que  les  lignes  hori- 
zontales deviennent  les  colonnes  verticales,  et  qu'on 
change  les  lettres  m  et  n  l'une  dans  l'autre. 

Corollaire.  —  Soient  mn  quantités  ai^\,   l'indice  i 
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variant  de  i    à  n  et  l'indice  k  de   i   à  m.  Si  l'on  a 


m  <Z  ou  '.=  n  et  que  l'on  fasse 

le  déterminant  des  quantités  c  sera  égal  à  la  somme  des 
carrés  de  tous  les  déterminants  que  V on  peut  former 
a^ec  m^  quantités  a  composant  m  colonnes  verticales  du 
tableau  formé  avec  les  quantités  a,  c'est-à-dire  que  l'on 
aura 

2^-^:^1,1  ^2,2-  •  .^mw«=  §    f^^  — ^V.l«/^2.--«î:"^.m)     > 

le  signe  S  se  rapportant  à  toutes  les  combinaisons  r'\ 
r",  .  .  . ,  r^"^^  des  nombres  i,  2,  .  ,  .,  n,  pris  m  à  m. 

Pour  démontrer  ce  corollaire,  il  siilfit  de  remarquer 
que  les  déterminants  représentés  par  A  et  B  dans  le  théo- 
rème précédent  deviennent  ici  égaux  entre  eux. 

245.  Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  conduit 
à  de  nombreuses  conséquences  dont  on  verra  le  dévelop- 
pement dans  ce  qui  va  suivre.  Mais  nous  ne  pouvons  nous 
dispenser  ici  de  remarquer  qu'on  en  déduit  immédiate- 
ment ce  théorème  d'Euler. 

Théorème.  —  Le  produit  de  deux  sommes  de  quatre 
carrés  est  lui-même  la  somme  de  quatre  carrés. 

On  a,  en  effet,  d'après  le  théorème  du  n°  244, 

(^^1,1  «2,2  —  '«1.2  «2,1  )  (  ^1,1  ^2,2  —  ^1.2  ^2,1  ) 

=  (  «1,1   ^\A  -i-  ^%A  ^2,1  )  (  «1,2  ^1,2  ~-  «2,2  ^2,2  ) 
—   («1.1  ^1,2  -^  «2,1  ^2,2)   («1,2  ^1,1  -i-  «2,2  ^2,1). 

Cette  égalité  ayant  lieu  identiquement,  soient 
a,   b,   c,   d, 

/?,   <7,   /•,   s 
S.  -  Alg.  Slip.,  I.  35 
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huit  quantités  quelconques  et  posons 


«1,1  -~--'r-«  -4-  h  v'— I, 

^1,1  — -!-p  --qsj—i, 

«2,2  --  -:-  «  —  ^  \/ — I, 

h,^^:-p~qs,l~i. 

«1,2    -"H-  C    -f-  d  y/ I, 

^1,2  '---  r  -\-  s  v^— I, 

«2,1  ^  —  ('  ---  d  \l I  , 

^2,1  --  —  ^-1-  -h/— i; 

notre  identité  deviendra 

[  «2  -u  62  -;--  c2  -;-  (P)  [p^-  -i~  cf-  -;--  r^  _|_  ^2  ) 

r^  («/p  —  ^(7   —  CT'  —  dsY  -V-  [aq  -^  bp  —  es  —  dr]"^ 
-r-  [ar  —  bs  —  cp  -\-  dq)^  -h  (^as  H-  br  -h  cq  -+-  ^j^, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Il  convient  de  remarquer  que  l'égalité  précédente  peut 
être  écrite  de  plusieurs  manières  différentes,  car  on  a  le 
droit  de  changer  de  signe  de  l'une  quelconque  des  huit 
quantités  «,  b,  c,  d,p,  q,  r,  s. 

Des  fonctions  entières  et  homogènes  du  deuxième 
degré. 

246.  INous  avons  fait  connaître  au  n°  192  une  pro- 
priété importante  des  fonctions  homogènes  du  deuxième 
degré;  cette  propriété  et  les  notions  que  nous  venons  de 
présenter  forment  la  base  sur  laquelle  repose  l'analyse 
que  nous  nous  proposons  de  développer  ici.  On  recon- 
naîtra toute  l'importance  de  cette  analyse,  en  étudiant 
les  conséquences  que  l'on  en  tire  pour  la  théorie  des 
équations 

Soit  y  une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième 
degré  des  m  variables 


Nous  représenterons  indifféremment  par  laij  ou  i^j^i 
le  coefficient  du  produit  des  deux  variables  distinctes 
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JCi,  jcj;  quant  au  coefficient  du  carré  de  l'une  des  va- 
riables Xi,  nous  le  désignerons  par  a,^,.  D'après  cette 
notation,  l'expression  de/^sera 


iz=m     jz=m 


f=24  2j''^'J''^-''j^ 


avec  la  condition 

Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  variables,  on  aura 

i=zi     7  —  2 

/=^      2^  ai,J  XiXj  r.i:  «1^1  x\  -;-  2  «1,2  -^1  «^2  "i"  «2.2  •^^ 
1  =  1       y=:l 

Désignons  par 

Xi,  X2,   .  .  . ,  X„j 

w  nouvelles  variables,  et  posons 

•^1      =^     «1,1      Xl      -f-     a2,l        X,      -f-    .      .      .     -i-      a;„,l      X;^, 

•^2  =  2Ci,2  X,  -f-  «2,2  X2  H-  .  .  .  -i-  a,„,2  X,„, 

■^/7z  =  «i,/«Xi  -}-  «2,^X2  -I-  ...  -4-  a,„^„,X,„, 

les  quantités  a,^y  étant  des  constantes  arbitraires.  Si 
l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  (i)  de  /', 
celle-ci  se  changera  en  une  fonction  F  des  nouvelles  va- 
riables qu'on  peut  représenter  par  la  formule 


F-J       Va,,X,X,; 


1  =  1         y^l 


les  coefficients  A/j  sont  des  fonctions  entières  des  coef- 
ficients «/j  de/et  des  coefficients  a/,y;  on  a,  en  outre. 
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Le  déterminant 


^1,1  °'2.1 


sera  dit  le  déterminant  de  la  substitution  linéaire  (2). 
Si  ce  déterminant  n'est  pas  nul,  on  pourra  résoudre  les 
équations  (2)  par  rapport  aux  variables  X  qui  seront 
ainsi  des  fonctions  linéaires  des  variables  x.  Alors  cha- 
cune des  formules  (i)  et  (3)  pourra  se  déduire  de  l'autre 
par  le  moyen  d'une  substitution  linéaire. 

247.  Nous  avons  démontré  au  n"  192  que  la  fonc- 
tiony  peut  être  exprimée  par  une  somme  de  carrés  de 
fonctions  linéaires,  et  que,  dans  le  cas  général,  le  nombre 
de  ces  carrés  est  égal  au  nombre  m  des  variables.  Cette 
décomposition  de  la  fonction^ en  carrés  peut  se  faire  de 
plusieurs  manières  différentes  ;  cela  résulte  évidemment 
du  procédé  dont  nous  avons  fait  usage  pour  l'effectuer, 
et  on  le  reconnaît  immédiatement  aussi,  quand  on  em- 
ploie, pour  le  même  objet,  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés.  Effectivement,  si  l'on  pose 


iz=m      J  —  in  1*  —  ni 


ii       ;r   l 


que  l'on  effectue  les  opérations  indiquées  dans  le  second 
membre,  et  qu'on  égale  entre  eux  de  part  et  d'autre  les 
coefficients  des  termes  semblables,  on  formera  seulement 

m  (m  -4-  i]   , 


équations  de  condition,  tandis  que  le  nombre 

des  indéterminées  K^,^  est  égal  à  m-. 

Considérons  l'un  quelconque  des  systèmes  de  valeurs 
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des  indéterminées  A^  ,^  telles,  que  l'équation  (i)  ait  lieu 
identiquement.  Posons 


(  ^''" 

^1,1-^1 

-i-A2,i.r2- 

-  .  .  .-;- A^,i.r„j, 

(2) 

X2  =:-  Al, 2  OTi 

H- A2, 2-^-2  - 

h.  .  .— A^,2.r,„, 

\    X,„:-::- Ai,,„.r 

l'''--^2,m^2 

-.-...     1-  A.ffi^jji.Tifji 

on  aura 

/--x; 

-;-x;-r. 

m 

Si  le  déterminant 

Ai,i 

^2,1         ■    •   . 

■^m,\ 

D=rz 

Al,2 

^2,2        •  •   • 

Kn.2 

■^Um 

^2, m       •   ■   ' 

■^niytn 

n'est  pas  nul,  on  pourra  tirer  des  équations  (2  )  des  va- 
leurs déterminées  des  variables  .r,  savoir 


/    X^   — :  «1,1  Xi   -h  a2..i  X2 
1    .^2  -  ::  aj^jXi  -'-  «2,2X3 


•^m   --<^l,wXi    1- a2,,„X2 -i- .  .  .   -'-  ^•,n,m^mi 

et,  en  conséquence,  la  réduction  de  la  fonction  f  à  une 
somme  de  carrés  pourra  être  réalisée  par  le  moyen  de  la 
substitution  linéaire  (3);  il  importe  d'examiner  ce  cas 

avec  attention. 

7/» 

La  dérivée  - —  de  la  fonction 


/::=^        ^«,,,.,,r, 


7^1 


par  rapport  à  .r/f  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  de  ses 
termes  ;  or  la  dérivée  de  atjXiXj  par  rapport  à  ^/e  est  nulle 
à  moins  que  l'on  n'ait  i  ---.  k  ou  y  -^==  A  ;   dans  le  premier 
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cas,  la  dérivée  est  a^j  Xj,  elle  est  ai^kOCi  dans  le  second 
cas;  enfin,  si  i=j=^1x,  celte  dérivée  est  la^jk^Ok  ou 
(^k,kOCk-V-ak,h  Xk-,   d'où  il  suit  que  l'on  a 


^'  ^^=E"""'- 


Si  l'on  multiplie  par  ajc;^  cette  équation  (4),  qu'on  donne 
ensuite  à  k  les  valeurs  i,  2,  .  .  . ,  m,  et  qu'on  ajoute  tous 
les  résultats,  on  obtiendra  la  formule 

il^\  df  df  df 

dx^  dx<i  d,Xj^ 

qui  exprime,  dans  un  cas  particulier,  une  propriété  des 
fonctions  homogènes. 

Gomme  on  a  aussi,  par  hypothèse. 


V--- 


2,  (^l^!^-^l 


/--    7   (Ai,a.î^i  -!-  A2,j*X2  -h  .  .  .  -h  A,„  „  .r, 


il  viendra,   en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres 
par  rapport  à  Xk  et  divisant  par  2, 


La  comparaison  des  formules  (4)  et  (6)  donne 


^i.k^"  y,^^''"-^'-^' 


c'est-à-dire 

^i.k  =^  A/,1  A/^.i  -h  A/,2  Aa.,2  -;-  •.•  •  --  Ai,„i  kk,„i. 
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pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i  et  A.  Si  donc  on  pose 


A  — 


"2,1 


a. 


on  aura  (n^  244,  Remarque) 

(8)  Az:=D2. 

Il  résulte  de  là  que  le  déterminant  de  la  substitution  (2) 
ne  peut  être  nul  que  dans  le  cas  où  l'on  a  A  =^  o. 

Ce  déterminant  A,  formé  avec  les  coefficients  des 
fonctions  linéaires 

i    df        i    df  i    df 

— - —  5      — I—  5    •  •  •  5      -  — —  1 
1  d.x^         2  d.X2  '2  d,T„^ 

joue  un  rôle  considérable  dans  la  théorie  qui^  nous 
occupe.  M .  Sylvester  lui  a  donné  le  nom  àHnvariant,  qui 
est  adopté  aujourd'hui  par  les  géomètres. 

D'après  cela,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Si  V  LTwariant  d'une  fonction  liomogène  du  deuxième 
degré  n'est  pas  nul,  toute  réduction  de  la  fonction  à 
une  somme  de  carrés  pourra  être  obtenue  par  le  moyen 
d'une  substitution  linéaire. 

248.  La  dénomination  d'invariant,  donnée  au  déter- 
minant A,  se  trouve  justifiée  par  la  proposition  suivante  : 

Théoiiï:me.  — Lorsque,  dans  une  fonction  entière  et 
homogène  du  deuxième  degré,  on  substitue  aux  m  va- 
riables des  fonctions  linéaires  de  m  nouvelles  variables^ 
V invariant  de  la  transformée  est  égal  à  V invariant  de 
la  proposée,  multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la 
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substitution  ;  en  sorte  que,  si  ce  dernier  déterminant  est 
égal  à  I,  l'invariant  n  est  pas  altéré  par  la  substitution. 

En  effet,  la  fonction  proposée  y  pouvant,  dans  tous 
les  cas,  être  réduite  à  une  somme  de  carrés,  posons 


(l)  /--^{^l,/.-^l 


h  — 


et  considérons  la  substitution  définie  par  la  formule 

(  2  )  -^ix  =  «(*,!  Xi  -I-  a^,2  X2  -f-  .  .  .  -r  (x.^,,,1  X„j, 

OÙ  ^  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  i,  2, ...,  ni.  Si  l'on 
exécute  cette  substitution,  y"  se  changera  en  une  fonc- 
tion F,  telle  que 

(  3  )         F  ~-    \  ( Cl,/,.  Xj  -!-  Ca,^,- X2  -I- .  .  .  -^  C,„,;tX„j  )'^, 

et  l'on  aura  évidemment 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  /r,  ce  qui  montre  que  le 
déterminant  des  quantités  di^k  est  égal  au  déterminant 
de  Ci^k  multiplié  par  celui  des  ai^h.  Mais,  si  l'on  nomme  A 
l'invariant  de/,  à!  celui  de  F,  et  D  le  déterminant  delà 
substitution  (2),  les  déterminants  des  quantités  G/^^,  c,y^ 
seront  respectivement  égaux  (n°  247)  à  y  AS  y/ A;  donc 
on  a  y/A'  :.3:  D  y/Â  ;^  d'où 

A— AD2, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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De  la  fonction  adjointe. 


249.  C'est  ici  l'occasion  de  présenter  la  notion  de  la 
fonction  adjointe  que  Gauss  a  le  premier  introduite 
dans  l'Analyse. 

Reprenons  la  fonction  homogène  du  deuxième  degré 


(l, 

où  l'on  suppose 


supp( 


(2)  <lj,i^^i.j- 

Posons 

•J  j        -    -7—  —  A.,, -  —  A2,      .  .  ■  ,        — —  ^, 


ou 


«1,1  .^1  H-  «2,1  ^2  --  •  •  •  H-  ^h?t,l  ^m  ''-'-  Xi, 
^2,2-^2  ~'~  •  •  •  ""t"  ^m,2^m  ~-  -^21 


/    «1,1 '^l 
1    «1,2-^1 


V    «l,m-^'l'   "«2,m-^2    '     •  •  •     ■    «A«,m '^m      - -^mi 

et  rappelons  que  l'on  a 

i  =.  m 

(5)        /=:.  Xi-r,  H-  X2.r2  -- .  ,  .  H-  X„,.r,„  =  ^  X,.r,. 

i  =  l 

Nous  nous  proposons  de  résoudre  les  équations  (3) 
ou  (  4  )  par  rapport  aux  variables  x  et  de  trouver  la  fonc- 
tion F  dans  laquelle  se  change/,  lorsqu'on  y  remplace  les 
variables  x  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  nouvelles 
variables  X. 

Si  l'on  résout  les  équations  (4)  par  rapport  aux  va- 
riables X,  le  dénominateur  commun  des  expressions  que 
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l'on  obtiendra  sera  précisément  l'invariant  A  de  la  fonc- 
tiony.  Mais  je  supposerai  que  l'on  calcule  A  sans  faire 
les  réductions  auxquelles  donnent  lieu  les  équations  de 
condition  exprimées  parla  formule  (2),  et  que  l'on  opère 
comme  si  les  coefficients  aij  étaient  des  indéterminées 
n'ayant  entre  elles  aucune  dépendance.  On  aura  alors, 
pour  l'inconnue  xi,  la  valeur  suivante  : 


ou 

(6) 


jz=zm 


en  représentant  par 


\daj^i! 


la  dérivée  partielle  de  A  prise,  par  rapport  à  cij^i,  dans 
l'hypothèse  où  les  quantités  a  sont  indépendantes. 

La  fonction  cherchée  F  est  égale  à  la  valeur  que  prend 
le  second  membre  de  la  formule  (5)  quand  on  substitue 
aux  variables  x  les  valeurs  tirées  de  la  formule  (6);  on 
a  donc 

i:=im  y; 


1  =  1       ;: 


2(i^,i^'-'- 


11  est  permis,  à  cause  des  relations  (2),  de  transposer 
les  deux  indices  de  chaque  lettre  a  dans  les  équations  (4), 
et,  en  faisant  cette  transposition,  on  aura,  au  lieu  de  la 
formule  (6), 
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La  comparaison  de  cette  valeur  de  xi  avec  celle  déjà 
trouvée  montre  que  l'on  a 

en  vertu  des  relations  (6)  ;  alors  la  formule  (7)  donne 


2  6?X/ 


;^1 


et,  en  conséquence,  les  formules  (6)  se  réduisent  à 

I    ^ 


*^^~2  ^: 


Désignons  maintenant  par  - —  la  dérivée  de  A  prise 

par  rapport  à  «,-^y,  en  ayant  égard  aux  relations  (2).  On 
aura,  à  cause  de  la  formule  (8),  si  i  et  j  sont  inégaux, 


da; 


J  "^  \daij)  ~^  \daj,i)~''^\daj,ij 


et,  SI  J  --  i, 

da. 


la  formule  (7)  peut  alors  être  écrite  de  la  manière  sui- 
vante : 

i=:zm  ]'  —  i 

(-)  *'-iSK:,^'-^- 

OU 

Ar  ==: A.   --  -7 Aj  -I-  ...  -1- A,^ 

da^  i  da^,^  ^^rn,m 

11)   ( 

rfA  dA  dA 

-h  — •  Xi  X2  -h Xi  X3  -r-  ...  4-  -  X„j_i  X^/i- 

"«1,2  "^1,3  "^m-i,m 
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Le  produit  AF  de  la  fonction  F  par  l'invariant  A  est 
ce  que  Gauss  a  nommé  Injonction  adjointe  de  la  fonc- 
tion f. 

Soit  A'  l'invariant  de  F  ;  comme  la  fonctiori*/'  se  dé- 
duit de  F,  en  exécutant  dans  celle-ci  la  substitution  (3), 
dont  le  déterminant  est  A,  on  a  (n°248)  A  —  A'  A^,  et, 

par  conséquent, 

I 

il  résulte  de  là  que  l'invariant  de  la  fonction  adjointe  AF 
est  égal  à  A'^~^ 

250.  Pour  trouver  la  fonction  F,  on  peut  suivre  une 
autre  marche  que  nous  devons  indiquer,  parce  qu'elle 
nous  conduira  à  une  conséquence  importante.  Il  est  évi- 
dent qu'on  atteindra  le  but  proposé,  en  éliminant  les 
m  variables  x  entre  les  m  équations  (4)?  savoir  : 


I    df  V 

i  =  l 

et  l'équation 

il-?.)  F  =:  Xi  .T,  -i-  X2  ^2  +  •  •     H-  ^m  '^m    =  \    X,-  .r,-. 

i  =  l 

Pour  faire  cette  élimination,  multiplions  les  équa- 
tions (4)  par  l'équation  (12),  nous  obtiendrons  m  équa- 
tions qui  se  déduiront  de  la  suivante  : 


>3) 

i  =  l 


^(F«,,y-X,X,-).r,r^O, 


en  donnant  à  j  les  valeurs    i ,  2,  .  .  . ,  tu.   Les  m  équa- 
tions (i3)  sont  homogènes  par  rapport  aux  variables  x; 
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donc,  pour  éliminer  ces  variables,  il  suffit  d'égaler  à  zéro 
le  déterminant  des  m'^  quantités 

(i4)  Fa,j-X,Xj. 

Ce  déterminant  peut  se  conclure  très-facilement  de  celui 
des  quantités  Faij,  lequel  est  égal  à  F'^  A.  En  effet,  l'in- 
dice j  étant  le  même  pour  tous  les  termes  d'une  même 
ligne  horizontale,  il  est  évident  que  deux  lignes  quel- 
conques du  déterminant  X^Xy  sont  formées  de  quantités 
proportionnelles;  dès  lors,  d'après  ce  qui  a  été  établi  au 
n®  243,  le  déterminant  des  quantités  (i4)  s'obtiendra  en 
retranchant  du  déterminant  des  quantités  Faij  chacun 
de  ceux  qu'on  en  déduit  quand  on  y  remplace  successi- 
vement chaque  ligne  horizontale  par  la  ligne  horizontale 
correspondante  du  déterminant  des  quantités X^X/.  Or, 
en  conservant  les  notations  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage,  on  a 


/  d^ 

F'^A  =z  F'" 


■l'J 


F'^^  I  I  a 


et  si  l'on  remplace 

F«i,y,        F«2.y,      .   .    .,        Frt,„,y 

par 

Xi  Xy,  ,        X2  Xy,      .  .   .  ,         X,„  Xy, 

on  obtiendra  pour  résultat 

donc,  pour  avoir  le  déterminant  des  quantités  (i4)?  il 
suffît  de  faire  la  somme  des  valeurs  que  prend  l'expres- 
sion (i5)  quand  on  donne  à  y  les  valeurs  i,  2,...,  m,  et 
de  retrancher  ensuite  cette  somme  de  F"'- A.  Si  enfin  on 
égale  à  zéro  la  différence  obtenue  et  qu'on  supprime  le 
facteur  F'"~* ,  on  aura  une  équation  qui  donnera  précisé- 
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ment  pour  F  la  valeur  (7)  trouvée  plus  haut  et  de  laquelle 
nous  avons  conclu  l'expression  définitive  (10). 

251.   Voici  maintenant  la  conséquence  que  l'on  tire 
de  la  méthode  précédente.  Si  l'on  pose 

ç  z=.  F/-  (  X,  .rj  +  X2  .r^ -h  .  .  . -+- X^.r^  )2, 

les  équations  (i3)  seront  évidemment 

l     d<o  l     dm  l     dm 

d'où  il  résulte  que  le  déterminant  des  quantités  (i4)  n'est 
autre  chose  que  l'invariant  (D  de  ^  considérée  comme 
fonction  des  variables  x^,  x^,  ..-,  Xm-  Gela  étant,  consi- 
dérons la  substitution  quelconque 


16 


™      _  ^  JO)  _,_  (0)  _^_  (0) 


:ai,,„4"'-4-  Cf.^,mXt'-^-  •••-+-«; 


dont  nous  désignerons  le  déterminant  par  J.  Par  cette 
substitution,  yse  changera  en  une  fonction  y  ^*^^  que  nous 
représenterons  par 

et  si  l'on  pose,  en  outre, 

I    Xj   ~—  a^^i  Xi  -+-  ai,2  X2  -4-  .  .  .  H-  ^\,m  -^/m 
I    0\  I    Xg    -=  a2,i  Xi  -t-  a2,2  X2  -h  .  .  .  -f-  <^i.m^m-> 

!••; • , ' 
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la  fonction  cp  se  changera  en  une  fonction  cf  ^^^  ayant  pour 
valeur 

et  dont  l'invariant  sera  égal  à  (D^-.  L'équation 

CD  =  o, 

qui  peut  servir  pour  calculer  F,  s'obtiendra  donc  en 
égalant  à  zéro  l'invariant  de  (p  ou  de  ç^*^^  à  volonté. 

En  employant  successivement  ces  deux  invariants,  on 
conclura  deux  valeurs  de  F  qui  devront  être  identiques, 
et  il  en  résulte  ce  théorème  : 

La  fonction  F  reste  invariable,  quand  on  y  remplace 
les  coefficients  aij  par  «[^l,  pourvu  qu'au  lieu  des  varia- 
bles Xj^  on  mette  en  même  temps 

Supposons  que  la  substitution  (i6)  soit  choisie  de  ma- 
nière à  réduire  y  à  une  somme  de  carrés;  l'équation  (17) 
prendra  la  forme 

(,9)      /(«)r=.,xr+^.xr-!-...+.,„.r;:2'; 

il  est  évident  que  l'invariant  àef^^^  est  égal  au  produit 
ei  £2.  .  .  em  et  l'on  a  (n"  247) 

(20)  £lS2...      £„--A^% 

ce  qui  montre  que,  si  l'invariant  A  est  différent  de  zéro, 
ainsi  que  le  déterminant  de  la  substitution  (16),  aucune 
des  quantités  e  ne  pourra  être  nulle.  On  tire  de  l'équa- 
tion (19) 
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et  en  substituant,   dans  la  même  équation   (19)?  les  va- 
leurs de  x''^\  xf ,  ...,  tirées  de  ces  formules,  il  vient 

Cela  étant,  pour  avoir  la  fonction  F,  il  suffit,  d'après 
ce  qui  précède,  de  substituer  à  XJ^',  X^"',  ...,  dans  la  for- 
mule précédente,  les  valeurs  tirées  des  équations  (18). 
On  aura  donc,  en  se  servant  de  la  formule  (20)  et  en  con- 
servant les  variables  X^^^  qui  sont  des  fonctions  linéaires 
des  variables  X, 


21 


l^Tr     ,  rx<:n^ 


Supposons  maintenant  que  l'invariant  A  soit  nul; 
d'après  la  formule  (20),  l'une  au  moins  des  quantités  £ 
sera  nulle,  et  par  conséquent  tous  les  termes  du  second 
membre  de  la  formule  (21)  disparaîtront  à  l'exception 
d'un  seul.  On  peut  conclure  de  là  cette  proposition  : 

Théorème.  —  Si  l'inyariajit  A  d' une  fonction  homo- 
gène du  deuxième  degré  est  nul,  la  fonction  ad- 
jointe AF  est  un  carré  parfait. 

252.  Exemples.  —  Considérons  en  premier  lieu  la 
fonction  homogène 

des  deux  variables  x  et  j.  On  aura 

2    CIX 

if  =^B.+C,-       Y, 
1  dy 

et 
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l'invariant  A  a  ici  pour  valeur 

A~AC  — B% 
et  l'on  a 

ex  —  BY  AY  —  BX 

A  -^  A  ' 

en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  /,  on  ob- 
tient la  fonction  adjointe  AF,  savoir  ♦ 

AF  ^  CX2  —  2BXY  -4-  AY2. 

On  vérifie  immédiatement,  dans  ce  cas  simple,  la  propo- 
sition démontrée  à  la  fin  du  numéro  précédent  ;  car,  si 
A  =  o,  la  fonction  proposée /et  la  fonction  adjointe  AF 
sont  évidemment  des  carrés  parfaits. 

Considérons  en  deuxième  lieu  la  fonction  homogène 

des  trois  variables  x,  j,  z.  On  a  ici 

-  -^-  =  kx  -f-  Wy  -i-B'z  ^  X, 
2  dx 

-  4-—  B'^^  -;-  A'  r  -1-  BZ  rrz  Y, 

I  df 

-  -^=B'j:  m-  Bj  +  A"zz=z  Z, 
0^  dz  -^ 

et 

/::■-   X.r-1-  Yj-;-Zz. 

L'invariant  A  a  pour  valeur 


A 

B'' 

B' 

A  — 

B'^ 

A' 

B 

B' 

B 

A'^' 

ou 

AzzzAA'A'^H   2BB'B'' 

-AB^ 

-A'B'2- 

-A^'B^''^^ 

S.  -  Jlg.  sup.,  I. 
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et  l'on  a 

a:=z-  [(  A' A'^  -  B^)  X  -r-  (BB'  -  A'^B^')  Y  -h  (BB'^  —  A'B'j  Z], 
X  =  -  [(BB'—  A''B'^)  X  4-  (  AA'^  -  B'^)  Y  -f  (B'B"  -  AB)  Z], 

z  =  L  [(BB'^  —  A'B'  )  X  -î-  (B' B''  —  AB )  Y  -+-  (  AA'  —  B''^  )  ^j. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'expression  de  / 
donne  la  fonction  adjointe  AF,  savoir  : 

AF  rrz  (  A' A"  -  B2  )  X^  -f-  (  AA'^  —  B'^  )  Y^  +  (  AA'  —  B'^'-  j  Z^ 
-+- 2  (B'B'^  —  AB  )  YZ  4- 2  (BB'' —  A'B' )  XZ 

-l-2(BB'  — A''B'')XY. 

Posons 

A'  A''  -  B2  :r:z  a,        AA'^         B'^  ~^:=-  a' ,        AA'  -  B''2  rrz  a'^ 

on  aura 

(B'B''--AB)2      ::^a'a''—  AA, 

(BB'^    —  A'B')2  r-_-  aa'^    —  A' A, 

(BB'     —  A"B'')2z^aa'     —A'' A, 

et  quand  l'invariant  A  est  nul,  ces  formules  se  réduisent  à 

B'B"  — AB     ■=.s[^\l'^\ 

BB'^        A'B'  -^  v/â  v/ô^, 

BB'      -  A"B''=:v/âv^?; 

donc  la  fonction  adjointe  AF  se  réduit,  dans  la  même 
hypothèse,  au  carré  de  la  fonction  linéaire 

X  y/a  -h  Y  v/^  4-  Z  sjV'. 

Remarque  sur  la  réduction  à  une  somme  de  carrés. 

253.  Nous  terminerons  ces  considérations  générales 
par  une  remarque  importante  relative  à  la  réduction  d'une 
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fonction    entière    et  homogène    du    deuxième  degré   à 
une  somme  de  carrés. 
Soit 

une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième  degré  des 
ni  variables 

dans  laquelle  les  coefficients  ont  des  valeurs  indétermi- 
nées. En  appliquant  ici  le  procédé  indiqué  au  n^  192,  on 
pourra  exprimer  la  fonction  y  par  une  somme  de  carrés, 
de  la  manière  suivante  : 

/--  Si  (.ri  H-  aa^i  ^2  "^  «3,1-^3  4-  •  •  •  H-  cc^^i  ,t„,)^ 

-r-  63  [^2  ~'~  ^3,2  "^3  ~!"  .   •   •  -T-  a,/i,2  "^m  j 


"^  ^m~-\  (•^7«— 1  +  '^111, m— \  '^m  ] 

en  sorte  que  la  fonction 

se  changera  en  y,  par  la  substitution 


Xi  rrr  Xi  -f-  a,,!  ^2  H-  .  .  .  -h  «^ 
X2  ~- J^a   4-  «3,2  ^3  H-  •  •  .  H-  «; 


dont  le  déterminant  est  égal  à  i.  Les  fonctions  F  et^ont 
dès  lors  le  même  invariant;  or  l'invariant  de  F  est  évi- 
demment £<  £2.  .  .  £,«:  si  donc  on  désigne  par  A^^  celui 


àe  f,  on  aura 


Si  l'on  pose 


"^//i  —  Oj      •^-"//t— 1  — -  o, 


3fl. 
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/"  se  réduira  à  une  fonction  des  ?n  —  i  variables 

et  nous  désignerons  par  ^m-i  l'invariant  de  cette  fonc- 
tion. Il  est  évident,  par  ce  qui  précède,  que  l'on  aura 

nous     admettrons    que    cette    formule    subsiste    pour 
i=z  m  —  I ,  ce  qui  revient  à  poser 

On  aura,  d'après  cela, 

Al      —El, 
A2     -^  Si  £2, 
A3    --fiiegEa, 


£l£2 


d'où  Ton  tire 


A,  A:, 

Al,       £2  ■=  ■-. 


^1  ^2  A„,_i 

il  résulte  de  là  que  la  fonction  y  peut  être  représentée 
par  la  formule 

/  —  AiX,   ^-    -X,  -,~   •--X3  -r-.-.-r-- ^X„^, 

iil  1^2  ^OT— 1 

Xi,  X2,  ...,  X„i  étant  des  fonctions  linéaires  des  varia- 
bles Xo  Xo,  ...,  Xm-  M.  Hermite  a  tiré  de  cette  formule, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  des  conséquences  de  la  plus 
haute  importance. 

Nous  avons  supposé  que  les  coefficients  de  la  fonction  J 
étaient  des  constantes  indéterminées  ;  mais  il  est  évident 
que  tous  les  résultats  qui  précèdent  subsisteront  quand 
on  donnera  à  ces  coefficients  des  valeurs  particulières 
quelconques,  pourvu  cependant  qu'aucun  des  invariants 

Al,      A2,    .  .  .,      A,„ 

ne  se  réduise  à  zéro. 
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Théorème  relatif  aux  fonctions  entières  et  homogènes 
du  deuxième  degré  à  coefficients  réels. 

254.  Dans  l'étude  que  nous  venons  défaire,  nous  n'a- 
vons fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  des  coefficients 
des  fonctions  que  nous  avons  considérées.  Nous  suppose- 
rons ici  que  ces  coefficients  soient  des  quantités  réelles; 
alors,  en  appliquant  le  procédé  du  n^i92  à  une  fonction 
entière  et  homogène  du  deuxième  degré,/,  pour  la  ré- 
duire à  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires,  il 
pourra  arriver  que  quelques-unes  de  celles-ci  contiennent 
le  facteur  y' — i.  En  d'autres  termes,  la  fonction  y  sera 
exprimée  par  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
réelles,  multipliés  par  certains  coefficients  positifs  ou 
négatifs. 

On  peut  dire,  avec  M.  Hermite,  que  deux  fonctions 
entières  et  homogènes  du  deuxième  degré  sont  de  même 
espèce,  lorsque,  ces  fonctions  étant  exprimées  par  des 
sommes  de  carrés,  le  nombre  de  ces  carrés  dont  le  coeffi- 
cient a  un  signe  donné,  est  le  même  dans  l'une  et  dans 
l'autre  fonction. 

Gela  posé,  nous  présenterons  ici  une  proposition 
fort  importante  avec  la  démonstration  qu'en  a  donnée 
M.  Hermite. 

Théorisme. —  De  quelque  manière  quon  transforme 
un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré  à  coefficients 
réels  et  dont  V invariant  n  est  pas  nul,  en  une  somme 
de  carrés  de  fonctions  linéaires  réelles,  ces  carrés  étant 
affiectés  de  coefficients  numériques  également  réels,  le 
nombre  de  ces  coefficients  qui  auront  un  signe  donné 
sera  toujours  le  même. 

Soit 
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une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième  degré  des 
m  variables 


et  dont  Tinvariant  A  ne  soit  pas  nul.  Dans  cette  hypo- 
thèse, toute  réduction  àefk  une  somme  de  carrés  pourra, 
comme  on  sait,  être  réalisée  par  le  moyen  d'une  substitu- 
tion linéaire  et  réelle  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul. 
Supposons  donc  que,  par  la  substitution  réelle, 


on  obtienne 


[X=zl 


£;x  étant  un  coefficient  réel  positif  ou  négatif;  et  qu'une 
autre  substitution  réelle, 


(3)  U^=:   \Ai,,,Xi, 

donne 


[i  — W 


4)  /^^E,X^„ 


Ej^  étant  encore  un  coefficient  réel.  Il  s'agit  de  prouver 
que  dans  les  deux  suites 


Si,    e,,   .  .  . ,    £,„, 
El,   Eo,  .  .  .,   E,n, 


il  y  a  un  même  nombre  de  termes  ayant  un  signe  donné. 
Supposons  négatives  les  quantités  £<,  £2?  •••?  £/  et  po- 
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sitives  les  suivantes  £/^i,  .  .  . ,  e^;  supposons  aussi  que 
El,  E2,  •  .  . ,  Ea  soient  négatives  et  que  E^+i,  .  •  .  ,  E„, 
soient  positives;  dans  le  cas  où  toutes  les  quantités  e 
ou  E  sont  positives,  on  aura  i--  oouk=  o.  Nous  allons 
démontrer  qu'il  est  impossible  que  les  nombres  i  et  k 
soient  inégaux;  par  exemple,  qu'on  ne  peut  pas  avoir 
/r>ï.  Admettons  effectivement  cette  hypothèse  deA">i 
et  examinons  les  conséquences  qui  vont  en  résulter. 
On  a  l'identité 


^..i 


les  variables  x  étant  liées  aux  variables  X  par  m  équa- 
tions qui  se  déduisent  de  la  suivante  : 

l  —  m  II  -m 

(6)  \  «x,ix-^i--  \  Ax,[,Xa, 

1  =  1  >^=:l 

en  donnant  à  p. les  valeurs  i,  2,  ...,  m.  Le  déterminant 
de  la  substitution (1)  n'étant  pas  nul,  il  est  évident  que 
les  équations  (6)  pourront  être  résolues  par  rapport  aux 
variables  x,  et  la  même  chose  aura  lieu  encore  si  l'on 
écrit  partout 


au  lieu  de  x^,  et  X,„  ±ie^  et  ztiE^  désignant  les  valeurs 
absolues  de  z^  et  de  E^.  Alors  l'équation  (5)  devient 

et  cette  équation  (7)  doit  se  réduire  à  une  identité,  par  le 
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moyen  d'une  substitution  linéaire  telle  que 

>.  =  ;« 
1=1 

Cela  posé,  soit  o  un  angle  indéterminé;  la  formule  (7) 
ne  changera  pas  si  l'on  remplace  X,  et  X2  respective- 
ment par 

Xi  cosip  -h  X2  sin  cp,     Xi  sin(p  —  Xscosip, 

lorsque  le  nombre  k  sera  supérieur  à  i.  Mais  alors  l'in- 
déterminée (ps'introduitdansles  équations  (8),  etl'onpeut 
en  disposer  pour  faire  disparaître  Xi  de  l'expression  Xt. 
On  a  effectivement 

•^i--(ai,iCOSç)— a2,isin(p)Xi-;-  (ai,isinç)— aa^i  coswjXa -h  •  •  ., 

et,  pour  remplir  l'objet  demandé,  il  suffira  de  détermi- 
ner (p  par  la  relation 

ai,iC0S^-ha2,isin  (f  :-  o. 

Ainsi,  par  un  changement  de  notation  qui  ne  change  ni 
l'équation  (7)  ni  la  forme  delà  substitution  (8),  on  peut 
faire  disparaître  X^  del'expressionxi  ;  en  d'autres  termes, 
on  peut  supposer 

Pareillement,  lorsque  /r  est  >  2,  l'équation  (7)  ne  change 
pas,  si  l'on  remplace  X2  et  X3  respectivement  par 

X2C0S(}>  -i-  X3  sincp,     X2  sin©  • —  Xgcos^, 

et  Ton  peut  disposer  de  la  nouvelle  indéterminée  o  pour 
faire  disparaître  Xo  de  l'expression  de  .r^ .  Il  suffira,  en 
eff'et,  de  déterminer  cet  angle  (p  par  la  formule 

a2,iC0S(p -h  ag^i  sin(y  r;z:  o, 
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et  il  est  évident  qu'on  peut  continuer  la  même  série 
d'opérations  sans  changer  l'équation  (7),  ni  la  forme 
réelle  delà  substitution  (8),  jusqu'à  ce  qu'on  ait  fait 
successivement  disparaître  les  variables 

Xj,   X2,   •  .  • ,   X/^._i 

de  l'expression  de  Xi . 

Cela  étant  établi,  on  voit  que,  par  une  série  d'opéra- 
tions toutes  semblables,  on  pourra  faire  disparaître  les 
variables 

de  l'expression  de  Xo.  Gomme  nous  nous  arrêtons  ici  à 
^k-2  et  que  la  dernière  opération  consiste  à  remplacer 

X;t_2  et  X^_|  respectivement  par 

X/^._2  coso  —  ^/c—i  siiiip,     X/^._2  sin<})  — •  X;^._i  cosy, 

on  ne  verra  reparaître  dans  Xi  aucune  des  variables  que 
l'on  a  d'abord  fait  disparaître  de  son  expression. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  à  l'égard  des  va- 
riables ^3,  X/t,  .  .  . ,  x/(_i  ;  l'expression  de  x^  ne  contien- 
dra plus  les  variables  X|,  X2,  ••  ,  X/f_3,  la  dernière  va- 
riable x/f_]  ne  renfermera  plus  X^.  Ainsi  l'on  aura 

:i,i     r"-0,      a2,i     —G,    ...,      a/,_j,ir-o, 

4^2       .r:  O,        a2,2      -—  O,      •  •  •  .        «A— 2,2  ^^^  ^i 


(9) 


Of.i,k-2^'-  O,       a2,A_2---  O, 


Le  nombre  k  étant  supérieur  à  i,  si  l'on  substitue  les  va- 
leurs (8)  des  variables  x  dans  l'équation  (7),  et  qu'on 
égale  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  X',  on  aura 


«L+l  -■-  ^U-H2  -^-  •  •  •  -^  <^lm 


et  cette  équation  ne  peut  être  évidemment  satisfaite  par 
des  valeurs  réelles  des  quantités  a.  On  ne  peut  donc  ad- 
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mettre l'inégalilé  des  nombres  i  et  h,  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

Tîiéorèrne  de  M.  Sjlvester  relatif  aux  fonctions  aux- 
quelles conduit  r applicatioji  du  théorème  deStwin. 

255.  Le  théorème  dont  il  s'agit  ici  a  pom^  objet  de 
faire  connaitre  l'expression  algébrique  des  fonctions  qui 
interviennent  dans  l'application  du  théorème  de  Sturm 
à  une  équation  donnée.  M.  Sylvester  l'a  publié  sans  dé- 
monstration dans  le  Philosophical  Magazine  (dé- 
cembre 1839);  ^^  Sturm  l'a  établi  ensuite  dans  un 
article  qui  fait  partie  du  tome  VII  du  Journal  de  Ma- 
thématiques  pures  et  appliquées.  Nous  présenterons  la 
démonstration  de  Sturm  en  y  apportant  quelques  sim- 
plifications dont  l'illustre  géomètre  a  d'ailleurs  indiqué 
la  principale  en  terminant  son  Mémoire . 

Le  théorème  de  M.  Sylvester  peut  être  énoncé  comme 
il  suit  : 

Théorème.  — SoitY --  o  une  équation  quelconque  du 
degré  m  à  une  inconnue  x,  dans  laquelle^,  pour  plus  de 
simplicité,  le  coefficient  dex"^  sera  pris  égal  à  l'unité,  et 
dont  les  racines  supposées  inégales  seront  désignées  par 
a,  b,c,  ...,hj  l.  Soit  \  ^  la  déj'ii^ée  de  V.  Concevons  qu'on 
cherche ^par  le  procédé  ordinaire ,  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  V  e^  V^  en  ayant  soin  de  n  introduire  et  de 
ne  supprimer  aucun  facteur  indépendant  de  x,  et  en 
changeant  toujours  les  signes  des  restes  avant  de  les 
prendre  pour  diviseurs.  Désignons  par  V2,  V3,  ...,  V„, 
ces  restes  pris  avec  des  signes  contraires  dont  les  degrés, 
par  rapport  à  x,  sont  respectivement  nr — 2,  in  —  i ,  . .., 
1.^0,  dans  le  cas  général.  Les  polynômes 
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s^  exprimeront  en  fonction  de  x  et  des  racines  a,h,c,  ..., 
A\  l  de  r équation  \  =  o,  de  la  manière  suivante  : 

j  V  zz=(.r  — «)  {,x~b)  (.r— c).  .  .(.r— /), 
V,=         ^{.v-b)(a:~c]...{.r-l), 

l)U,=    '-y{a^b)'-(a~-cY-[b-c)^:,~d)...{.r^l), 

V4  =  -  y  («  —  «■)"  (a~cf  [a—dY  [b—cY  [b—dY  (c—dY  (.T-e]...[.r-l), 


V„,:=.  --  [a-bY{a-^cY.  .  .(a~-lY  [b-cY-  .  .[/.--lY, 

les  quantités  Xo,  X3,  ...,  y^m  étant  déterminées  par  les 
formules 


(^: 


>4- 


iP2 
\Pi 

-Ci 


[h 


Pilh 


)  ' 


\  Pi  =  ^^ 

(3)      P3-J(--^)M«--)M^--)% 

P,^S  (a-bY[a--cY[a-dY[b-cY[b-dY{c-d)\ 

j 

\  ;,,„=.  [a-bY  (a-cY  .  .  .  [a^lY  [l^-cY  ■  ■  ■  ('f-^)^ 
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et  chaque  somme  \  représentant  une  fonction  symé- 
trique des  racines  dont  tous  les  termes  se  déduisent,  par 
les  substitutions,  de  celui  qui  est  écrit  sous  le  signe. 

La  première  des  formules  (i)  exprime  la  composition 
de  l'équation  proposée,  et  la  deuxième  a  lieu  par  un  théo- 
rème connu.  Il  reste  à  établir  les  suivantes. 

Soient 

Qli    Q2î    •  •  •  '    Qm-l 

les  quotients  que  fournit  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur;  ces  quotients  seront  du  premier  degré 
en  X,  dans  le  cas  général,  et  l'on  aura 

(4)  \y^   ^y,Q,-y,. 


*  m— 2  -  —  ^  ;«- 1  \l/n—l  ^  m  • 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  exprimer  successi- 
vement 

y 2.  V3 V,, 

en  fonction  des  polynômes  V,  Vi  et  des  quotients  Q  ; 
on  trouve  ainsi 

V3--V,(Q,Q,-i)-VQ„ 
^    '      1  V4.:.Vi(Q,Q,Q3-Q,-Q3)-V(Q,Q3-i), 

et  il  est  évident  que  l'on  aura  généralement 

(6)  V^  ::.=.■  Vi  S,  -VT„ 

S^  etTj^  étant  des  polynômes  des  degrés  ^â  —  i  et  ^ — 2 
respectivement. 
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Si  l'on  écrit /(.x)  au  lieu  de  \ ,  f  [x]  au  lieu  de  V^ 
la  relation  (6)  prendra  la  forme 

(7)  I^=/'(.r)- !?/(-); 

il  résulte  de  là  que,   si  l'on  donne  successivement  à  x 

les  m  valeurs 

rt,  ^,  c,   .  .  . ,   /■,  l. 


la  fraction  rationnelle 

y, 
s 


(8) 


prendra  les  m  valeurs  correspondantes 

d'ailleurs  les  degrés  des  polynômes  Vj^,  Sj^  sont  respecti- 
vement m  —  /ix,  fji  —  I  et  la  somme  de  ces  degrés  est 
m — I.  On  pourra  donc  déterminer  la  fonction  (  8  )  par 
la  méthode  qui  a  été  exposée  au  n"  232. 

Supposons  que  h  occupe  le  fji'^"^^  rang  dans  la  suite  des 
m  racines 

(9)  a,   b,  c,    .  .  .,   e,  g,  h,   /,   .  .  .,  y,    k,   l-, 

d'après  la  formule  générale  du  11°  232,  les  polynômes  V^ 
etS^  seront  égaux  respectivement,  à  un  facteur  constant 
près,  savoir  :  le  premier,  V^,,  à  la  fonction  symétrique 
des  racines  (9),  dont  l'un  des  termes  a  pour  valeur 

et  le  second,  Sj,,  à  la  fonction  symétrique  des  mêmes 
racines  dont  l'un  des  termes  est 

[a  —  x)[b  —  x] .  .  .[g  —  .x) 
rW[b)...f\S,  {[^a-^h)[a-i]...[a^l)\...i[s~U)[S-i]...[g-l]\ 
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Or  on  a 

f'[a)^[[a-  b).  .  .[a-  n)]{[a-  i).  .  .[a-  1)1 
J'[b].-[(b-a)...[h-h)][[b~i)...[b^l)l 

f'[h).-^{[h-  a).  .  .[h  -  g)][[h-i].  .  .[h-l)l 
et  il  résulte  de  ces  formules  que  les  produits 

f[a)f[b)...f{h),     f'(a]f'[b]...f[g) 
ont  respectivement  pour  valeurs 

(-1)  '  [(«-6)M^-^)^--U— /0'^J[(^-O--(«-O]--[(^-O--(>^^-O]' 

alors  on  aura,  en  désignant  par  \  un  facteur  indépen- 
dant de  X, 

'',=  l^{l-bY-[a--cY...[g-hY(x-i)..J,r-k)...{:,-l), 

il  est  évident  (n"  232)  que,  dans  le  cas  de/ixr-r  m,  ces  for- 
mules doivent  être  réduites  à 

1 


lO 


-cY..Jj~kY[;r-a]  {.x-h)..  Jx-f.-]  ; 


il  faut  remarquer  aussi  que,  pour^-^i^  i,  les  formules  (lo) 
se  réduisent  à 

et  que  l'on  doit  faire  en  conséquence  Xj  =i. 
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On  voit,  par  la  première  des  formules  (lo),  qu'il  ne 
nous  reste  plus  qu'à  déterminer  la  constante  1^,. 
A  cet  effet,  substituons,  dans  l'égalité 

(i3)  V,^,r=V,Q,-V,_i, 

les  valeurs  de  Vj^  et  de  \^_i  tirées  de  la  formule  (6)  et 
de  celle  qu'on  en  déduit  par  le  changement  de  |:/  en  |U  —  i , 
on  aura 

V,4-,  =  Vi(S,Q,-S,_.)-V(T,Q,-T,_i), 
d'où  il  suit  que  l'on  a,  par  la  notation  convenue, 
(i4)  S,^,:=.-S,Q,-S,_i. 

Les  formules  (i3)  et  (i4)  donnent 

d'où,  par  la  multiplication, 


et  l'on  conclut  de  là,  pour  x  =  ao  , 


Imi     •            =1. 

ictions 

se  réduisent  à  l'unité  pour  .r=-  ce  ,  et  il  en  sera  de  même 
du  produit  de  ces  fonctions;  en  sorte  que  l'on  aura 

S,      V 
lim    ''"^^    '"  z:-»  I      (  pour  x--Od]. 
Si  V 
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Or  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  en  x  dans  le  pro- 
duit S(^^<  Vj^  a  pour  coefficient 


Wi  l2j^'' 


ou^ 


b]^a~c)\..[g-kY-T, 


Pi 


'^\>.  ^[i.+ 


en  adoptant  les  notations  exprimées  par  les  formules  (3); 
on  a  d'ailleurs  Si  =:=i,  d'après  les  formules  (12),  et  le 
coefficient  de  x"^  dans  V  est  égal  à  i .  L'expression  pré- 
cédente se  réduit  donc  à  l'unité,  et  l'on  a 

il  est  évident  que,  dans  le  cas  de  /x  ==  i ,  le  second  membre 
de  cette  formule  doit  être  remplacé  parm^,  ce  qui  est 
conforme  aux  formules  (  3  ) .  On  a  donc 


^1'— I>        ^>l  ^2 P\i        HH--Piy    ■••>       '^tn—O^m  —  P 


m—\f 


d'où  l'on  conclut  immédiatement  les  formules  (2),  ce 
qui  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

Il  faut  remarquer  que  la  quantité  p^  ne  figure  pas  dans 
notre  analyse,  mais  nous  introduirons  cette  quantité  dans 
ce  qui  va  suivre,  et  c'est  pourquoi  nous  l'avons  com- 
prise dans  le  tableau  (3). 

256.  Nous  allons  faire  connaître  maintenant  une  con- 
séquence importante  du  théorème  de  M.  Sylvester. 

Les  quantités /?o  /?2,  p^,  ■",  sont  des  fonctions  symé- 
triques et  entières  des  racines  de  l'équation  V  =  o,  et  en 
conséquence  elles  sont  exprimables  rationnellement  par 
les  coefficients  de  V.  Si  donc  ces  coefficients  sont  réels. 
Pi,  P2j  Ps,  •••  seront  aussi  des  quantités  réelles;  dès 
lors  les  facteurs  Xa?  ^3?  •••   ^m  seront  des  nombres  essen- 
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tiellement  positifs,  et  l'on  pourra  les  supprimer  des  for- 
mules (i)  lorsqu'il  sera  question  d'employer  les  fonc- 
tions V,  Vi,  V2,  ...,  pour  la  recherche  du  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équation  \  :=  o  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données. 

Cela  posé,  si  N  désigne  le  nombre  des  racines  réelles 
de  l'équation  V^^^o,  N  sera  égal,  d'après  le  théorème 
de  Sturm,  à  l'excès  du  nombre  p'o  des  variations  que  pré- 
sente la  suite  V,  Y^,  Vo,  ...,  pour  x  =:^  —  ce,  sur  le 
nombre  i^i  des  variations  que  présente  la  même  suite 
pour  j:  ::rz  -H  00  ,  et  il  est  évident  que  i^o  et  i^^  expriment 
aussi  les  nombres  de  variations  contenues  respective- 
ment dans  les  deux  suites 

I,  Pu  /'2»      •••7  Pm- 

La  somme  t^o  4-  ^i  est  évidemment  égale  km;  on  a,  par 
conséquent, 


d'où 


N  r=  m  —  2  (>. 


2^'^  est  donc  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion proposée,  et  de  là  résulte  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  de 
V équation  V  =  o  est  égal  au  nombre  des  variations  de 
signes  que  présente  la  suite  des  quantités 

I>      P\y      P%.    •  •  -7       Pni' 

257.  Dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  XII  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  M.  Bor- 
chardt  a  donné  au  précédent  théorème  une  forme  très- 
élégante  que  nous  indiquerons  ici. 

S.  —  Alg.  sup.,  I.  37 
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On  a 
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p,...^[a-^bY(a-. 


|2  /    (T 

I    •  •  •  Vb 


/0^ 


le  nombre  des  racines «,  b,c,  ...,  g,  h,  qui  figurent  dans 
chaque  terme  étant  égal  à ^;  on  a  vu  d'ailleurs  (n°239) 
que  le  produit 

est  égal  au  déterminant  formé  avec  les  p?  quantités 


I 

I 

I 

I 

a 

b 

c 

.  .        h 

a" 

b^ 

C2 

.           A^ 

a^ 

b^ 

c3 

.  .     h^ 

a^^~' 

bv--' 

ci^-1      . 

.  .     h^- 

donc  p^  est  la  somme  des  carrés  de  tous  les  déterminants 
que  l'on  peut  former  en  prenant  ^  colonnes  verticales 
du  tableau 


I  I 

b  c 

2  b'-  C\ 


I  I 

/  l 

/2  72 


I    «1-1       fcl--l       d^-l         .       .  ,     /i^-'       h'--' 

qui  renferme  77zp.  quantités.  Alors,  si  l'on  pose 

a,,p==  «^-^  «?-^ -1- ^'-^.  ^^-^  H- -  ^- ^-'-'- '^■'"' -- ^'"~'- ^'~'' 
on  aura  (n«244) 

Or  a^^p  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  puissances  de 
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^79 


degré  1-i-  p  —  2  des  racines  de  l'équation  V  -~  o,  et  nous 
ferons  en  conséquence  ^ 


ax,ç 


*  A-t-p— 2 1 


on  voit  que  p^  peut  être  représenté  par  un  déterminant 
de  [À^  quantités,  savoir  : 


^0 

Si       . 

. .    -v-i 

-^1 

^^2        . 

.  .     s^ 

.V2 

.93        . 

■        «^ix+1 

^,-1 

■V        . 

.     .u,^_^ 

Pv- 


La  proposition  que  nous  avons  obtenue  au  numéro 
précédent  peut  alors  être  énoncée  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Soit  proposée  une  équation  V=::o  du 
degré  m.  Des  coefficients  de  cette  équation  déduisons 
les  sommes  des  puissances  semblables  de  ses  racines,  jus  - 
qu  à  V ordre  im — 2  inclusivement,  et  avec  ces  sommes, 
que  nous  désignerons  par  Sq,  s,^,  s^,  ...,  ^o,  ...,  S2m~2^ 
formons  les  quantités  p^,  p^,  . . . ,  pm  gu  posant 


Pi  = 

Sq   = 

m, 

p^-- 

^^0 

is, 

Si 
•^2 

■) 

^0 

^1 

^2   ! 

Pz^ 

Si 

•^2 

'^3    1    . 

S2 

^^3 

*4    ! 

^0 


^2 


Pm 


'^2m~2    i 


^^. 
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l'équation  V=o  aw^a  autant  de  couples  de  racines 
imaginaires  quilj  aura  de  ^variations  de  signes  dans 
la  suite 

I,    Pu   P2,    •  •  -,    Pm- 

Corollaire  I.  —  Il  y  a  au  plus  —    ^variations  dans 

la  suite  i,  pi,  P2y  ■■,Pm' 

Corollaire  II.  —  Pour  que  Véquatioji  Y=o  ait 
toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  les  quan- 
tités 

Pi,  Pz,  •  •  -  Pm 

soient  toutes  positives. 

application  du  théorème  de  Stur m  à  une  classe  remar- 
quable d'équations  algébriques. 

258.    Considérons  les  m  équations 


gXy    r-    âfi,i  .ri    -1-^2,1^2     + 


g^i 


d^  2  '^1     "T"  ^1,1  '^2 


•  •     I    ^in.l  ^mi 


g-^m  —  «l,w  ^1  -+-  «2 


"m, m  "^mi 


dans    lesquelles   les  coefficients  a  sont  des  constantes 
réelles  données  satisfaisant  à  la  condition 


'i,j  —  "y,/- 


Ces  équations  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  variables  x;  et,  si  l'on  désigne  par  F  le  déterminant 
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l'équation  en  ^,  F  =  o,  qui  est  du  degré  m,  sera  le  ré- 
sultat de  l'élimination  des  variables  x  entre  les  équa- 
tions (i).  Cette  équation  comprend  comme  cas  particu- 
liers celle  dont  dépend  la  recherche  des  axes  principaux 
des  surfaces  du  deuxième  ordre,  ainsi  que  celles  au 
moyen  desquelles  on  détermine  les  inégalités  séculaires 
des  éléments  elliptiques  des  corps  célestes. 

Nous  nous  proposons  ici  de  démontrer  une  propriété 
fort  importante  de  l'équation  F  -_  o;  elle  consiste  en  ce 
que  toutes  les  racines  de  cette  équation  sont  réelles.  On 
possède  plusieurs  démonstrations  de  cette  proposition  ; 
mais  la  plus  remarquable  est  celle  que  M.  Borchardt  a 
présentée,  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité, 
comme  une  application  du  théorème  de  Sturm.  D'après 
ce  théorème  (n*^  2o7),  la  réalité  des  racines  d'une  équa- 
tion dépend  des  signes  de  certaines  quantités  que  l'on 
sait  former;  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  se  présente 
cette  circonstance  singulière,  que  chacune  des  quantités 
dont  il  s'agit  est  une  somme  de  carrés.  Nous  croyons 
utile  de  reproduire  ici  la  belle  analyse  de  M.  Borchardt. 

Multiplions  chacune  des  équations  (i)  par  g  et  substi- 
tuons, dans  les  seconds  membres,  à  gXi,  gx^j  ...,  gXm 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i)  :  nous  obtiendrons 
le  nouveau  système 


(2) 


-h« 


m,\  -^mi 


OU 


S''  .^2 

(2)                ,          (2) 

(2) 

S'^-'^m 

'2)                 ,          (2) 
--  «J,m-^1  -i-«2,m"^2-'--  ■ 

«S-«^^->,''-«^, 
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Si  l'on  multiplie  chacune  des  équations  (2)  par  ^  et 
que  l'on  substitue  à  gJCi,  gX2,  •  .  ■  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (i),  on  obtiendra  un  troisième  système 
d'équations  qui  se  déduira  du  système  (i)  en  remplaçant 
g  par  g^  et  les  quantités  aij  par 


Il  __  rri  /i  -^   '   —  //t      IL        —  lit. 


En  continuant  ainsi,  nous  obtiendrons  le  système  d'é- 
quations qui  correspond  à  la  puissance  r**^"^^  de  g  : 


/   g''  .Ti  r-  a^y  x^    -h  ai\  X^  -4-  . 

{'•) 

)     g^'  Xg  L- ::  a,^^  Xy    -\~  «2^2  X^    -,-  . 
1 

\    foc  m  :::--  «i'I  X^  H-  «l^'L  .^3  H-  . 

où 

-Û  ^^ 

,^^')«aC'),a<^->  •  ■ 

«/i(0, , 


V       0-1) 


Si  l'on  multiplie  les  équations  du  système  (/')  par^^' 
et  qu'oTi  substitue,  dans  les  seconds  membres,  les  va- 
leurs de  g^'x^y  g^'x2,  ..-,  tirées  du  système  d'équa- 
tions (7'),  le  résultat  obtenu  devra  être  identique  avec 
le  système  d'équations  (/'-j-/''),  et  l'on  aura,  en  consé- 
quence, 


h  =  m 
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OU,  en  écrivant  q  et  r —  /y,  au  lieu  de  v  et  r' , 


3)  4;'=S"''>'^" 

A  =  i 


Cette  équation  (3)  subsistera  pour  toutes  les  valeurs 
de  q  moindres  que  r,  savoir,  i,  2,  .  .  . ,  /'  —  i  ;  dans  le 
cas  des  valeurs  extrêmes,  on  doit  supposer 

(4)  «'^i  =  «w- 

L'équation  (3)  subsistera  même  pour  les  valeurs  q  =  o, 
q  z=^  7-,  si  l'on  convient  de  faire 

^^.  \  a^.j  ^=  o,  quand  i  et  y  sont  inégaux, 

(  =1,   quand  i  ^-  j. 

Cela  posé,   revenons  à  l'équation  r--o;   le  premier 
membre  F  est  ce  que  devient  le  déterminant 

V 

lorsqu'on  diminue  de  g  chacune  des  m  quantités 
On  aura  donc 

1    g      ^  «1,1   -I-  <22,2  -+-..--  «/«,/«  ]  S  H-  .    .   .  , 

et,  par  suite,  la  somme  S\  des  racines  de  l'équation 
r  — -:  o  sera 


En  appliquant  le  même  raisonnement  au  système  d'é- 


Si 

.^)«l 
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quations  (;)  qui  conduit  à  une  équation  du  degré  m  en 
^'',  nous  obtiendrons 


2-" 


OU,  à  cause  de  l'équation  (3), 

i  r=zin       j:=.  m 


7) 


1=1        7=1 


cf  ayant  une  valeur  quelconque  de  zéro  à  j\ 
Soit  maintenant,  comme  au  n^  257, 

I 


Sq  .Vj       .Çg 


Pv- 


V-1 


Vh-1 


>— 1      ''iJ.      •^;*-f-l 


2:0.-2 


d'après  l'équation  (6),  les  quantités  dont  se  compose  ce 
déterminant  peuvent  être  représentées  de  la  manière 
suivante  : 


/i    •>'     '.1 


?     .V^_,     r= 


»      .S 


i^+l 


y«<"  «!^-" 


V-i 


'     ••     '      •^2a-2 


Zj      ''^  ''-^ 


les  sommes  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  1,2,  ...,  tw 
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des  indices  i  et  /.  D'après  cela,  si  l'on  fait 


i=zm     jzntn 


2j  "'J  "'.J 


on  aura 

P'^  --  y     i  ^  «0,0  «1,1  •  •  •  ^V-l>  !^-l)' 

et,  en  appliquant  aux  [âtti'^  quantités 

(0)      ^(1)         (2)  J''--'^^ 

"ij'  ""i.r  "/.,/'  •••'  ""u 

le  théorème  du  n^  244  (Corollaire),  on  mettra  p^  sous 
la  forme 

(7)  ^v=  !S[Z"  ''^'  '''^■''  ^"'•'"  ^^ v-twc^-i)J  ' 

i,  y,  i',  /,  i!',  f,  .  .  .,  i(^'-^\f^-^^  représentant  a  sys- 
tèmes quelconques  de  deux  indices  i,  j  et  la  somme  ^ 
se  rapportant  à  toutes  les  combinaisons  ^  k  [i.  des  m- 
sysj:èmes  i,  j. 

La  formule  (7)  montre  que  chacune  des  quantités  p^ 
est  une  somme  de  carrés.  Ces*quantités  sont  donc  toutes 
positives;  il  en  résulte,  comme  on  l'a  vu  au  n"^  257,  que 
l'équation  F  ^nr  o  a  ses  m  racines  réelles. 

Méthode  de  M.  Hermite  pour  déterminer  le  nombre 
des  racines  réelles  d'une  équation  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données. 

259.  Nous  nous  proposons  d'exposer  ici  une  méthode 
extrêmement  remarquable  de  M.  Hermite  pour  déter- 
miner le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation, 
comprises  entre  deux  limites  données.  Cette  méthode 
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repose  sur  les  propriétés  des  fonctions  homogènes  du 
deuxième  degré  qui  ont  été  établies  dans  ce  Chapitre. 
Soient 

(i)  F,>)==.o 

une  équation  du  degré  m  à  coefficients  réels,  et 

a,  b,  c,  .  .  . ,   /,  / 
ses  m  racines. 

Désignons  par  t.  une  indéterminée  et  considérons  la 
fonction  homogène  du  deuxième  degré 

I 


f- 


,m—\  y.  \2 


'  ,ro  -1-  b.x^  H-  62.r2  -h     .  .  -\~  b'^^^K 


b~  t 


Lt, 


des  m  variables  Xq,  x^,  .  .  . ,  Xm-i-  Il  est  évident  que/ 
est  une  fonction  symétrique  rationnelle  des  racines  de 
l'équation  (i);  on  pourra  donc  l'exprimer  rationnelle- 
ment par  les  coefficients  de  cette  équation,  et  comme 
ces  coefficients  sont  supposés  réels,  la  fonction  y  sera 
également  réelle,  pourvu  qu'on  attribue  à  l'indétermi- 
née t  des  valeurs  réelles.  Au  reste,  on  peut  calculer  très- 
simplement  les  coefficients  aij  de  la  fonction/^ramenée 
à  la  forme 

(3)  -^"^Zj         s     ''''•^■■^"^■■^•'■* 

i  =  0  y  — 0 

On  a  effectivement 

(  4  j  •       «/,y  --= -f-    ,-     -  H-  ...  -h   " ; 

a  —  t        0  —  t  l  —  t 
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or,  si  l'on  décompose  la  fraction  rationnelle 

f '■+■/■  F'(f) 

en  fractions  simples,  on  trouvera 
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f^J'F'it' 


F  u: 


Ef/' 


ai+-j       y-^j 


li+j 


t  —  a        t  —  h 


t—i 


E(i)  étant  le  quotient  entier  de  la  division  de  V-^JY'(t) 
par  F(^);  donc,  si  l'on  désigne  par  Yi^jit)  le  reste  de 
cette  division,  on  aura 


¥(t)    ~~  t~  a  ~     t—  b 


t  —  î 


et,  par  suite, 

i^im  —  1    i^r.m  —  1 
i=0  7=0 

Désignons  par  ^rn-\  l'invariant  dey*,  d'après  ce  qu'on 
a  vu  au  n"  247,  cet  invariant  sera  égal  au  produit  de 


[^a--t][h  —  t)..  \l—t] 
par  le  carré  du  déterminant 


\    \     a    a- 

\    \     h     h^ 


im-l 


^>>..      ^^i 


i  I     z    /2    , 

lequel  est  égal  (n°  239)  à 

±[a-b)[a-c)...{a-l){b-c)...{A-l); 

on  a  donc 


'''•v^,    / 
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ce  qui  montre  que  l'invariant  de/"  ne  sera  jamais  nul  si 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales. 

On  peut  encore  tirer  l'expression  de  Am-t  d'une  autre 
considération  qui  fournit  en  même  temps  l'invariant 


de  la  fonction  à  laquelle  se  réduit/",  quand  on  y  suppose 
nulles  les  //  —  i  variables 

La  fonction  dont  il  s'agit  sera  donnée  par  la  for- 
mule (3),  si  l'on  suppose  que  les  indices  i  etj  ne  varient 
que  de  zéro  à  m  —  ^;  la  formule  (4)  donnera  les  coef- 
ficients aijy  et,  comme  elle  peut  s'écrire 

.     aJ                   bJ                        .     V 
a-.j  =  a' h  h' -4-  .  .  .  -1-  /' , 


l'invariant  ^m-^  sera  égal  (n°  244)  à  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  l'un  par  l'autre  les  dé- 
terminants formés  respectivement  avec  m  —  fx -h  i  co- 
lonnes verticales  des  tableaux  dont  les  lignes  horizontales 
sont  représentées  généraleinent  par 


et 


•)     •  •  •  5     -, ') 


a  —  t     b  —  t  l  —  t 

chacun  des  indices  i  elj  ayant  les  valeurs  o,  i,  2,   ..., 
m  —  ix.  Si  l'on  suppose  que  les  racines 

a,   b,   .,.,  g,  h 

soient  au  nombre  de  m  —  |:x  4-  i ,  le  premier  des  déter- 
minants dont  il  s'agit  sera  égal  à 

±[a-b)[a  —  c)...[a-h][b-c)[b-h)...[g—h). 
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et  le  second  sera  égal  au  quotient  de  la  même  expression 
par 

on  aura  donc 


1)    ^m-y. 


t)(b-t)...[h-t] 


le  signe  \     se    rapportant   à   toutes  les    combinaisons 

m  —  fJt.-1-i  à/72  —  |:x-f-i  des  m  racines  a,  b,  c,  ...,  l. 

Enfin,  si  l'on  suppose  que  toutes  les  variables  deys'an- 
nulent  à  l'exception  de  Xq,  et  qu'on  désigne  par  Aq  le 
coefficient  du  carré  de  la  variable  restante,  on  aura 


8)  Ao=:y— ^. 


La  fonction  y  étant  réelle,  elle  peut  être  ramenée,  comme 
nous  l'avons  vu,  par  une  substitution  réelle,  à  la  forme 

(9)  /=:A„x;  +  ^x;  +  ^xj  +  ...+  ^-ix,'„_,, 

260.  Cela  posé,  nous  démontrerons,  d'après  M.  Her- 
mite,  le  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Etant  donnée  V équation  F(^)  =2  o  du 
degré  m,  à  coefficients  réels  et  dont  les  racines  suppo- 
sées inégales  sont  a,  b,  c^  ...,/,  soit  la  fonction  homo- 
gène réelle 


fz=. [x^  H-  ax^  -\~  a^x^ 


^-1-  (.ro  -f-  bx.  H-  b\T^  H-    .  .  +  b"^-^x„,_,] 


+  j^-^  (-^0  +  lx,-^l^x^^...-^  l"'-'^m~'iy- 
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des  m  variables X(i^  x^,  ...,  Xni_^  et  dans  laquelle  t  dé- 
signe une  indéterminée  réelle;  si,  par  une  substitution 
réelle,  on  ramène  la  fonction  f  à  une  somme  de  carrés 
de  fonctions  linéaires  réelles,  le  nombre  des  carrés  af- 
fectés de  coefficients  positifs  sera  égal  au  nombre  des 
couples  de  racines  imaginaires  de  V équation  F  (^)  m:  o, 
augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  supérieures  àt. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n"  259,  l'invariant  de  la 
fonction^ n'est  pas  nul,  et  si  l'on  désigne  par  Xq  ,  Xi ,  . . . , 
^m-K  '^^  nouvelles  variables,  les  équations 

Xo  -1-  «.^1  Ar  a^x.^-\-  .  .  .  -\-  a"^--KT„^_^i  r=:  Xq, 

X,  H-  b.Xi  -I-  ^2^2  -r-  .  .  .  +  b"'-Kx',,,_i  -z^  X,, 


pourront  être  résolues  par  rapport  aux  variables  x;  en 
substituant  ces  valeurs,  l'expression  dey  deviendra 

Si  toutes  les  racines  a,  b,  c,  ...,  l  sont  réelles,  la  sub- 
stitution (2)  sera  également  réelle,  et  l'on  voit  que,  dans 
la  formule  (3),  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs  est  précisément  égal  au  nombre  des  racines 
qui  sont  plus  grandes  que  t.  D'ailleurs,  toute  autre  sub- 
stitution, réduisant/"  à  une  somme  de  carrés,  donnera 
le  même  nombre  de  coefficients  positifs  (n°  254);  donc 
le  théorème  énoncé  se  trouve  établi,  dans  le  cas  où  les 
racines  a,  b,  .  .  . ,  l  sont  toutes  réelles. 

Si  les  racines  a,  b,  c,  ...,  /ne  sont  pas  toutes  réelles, 
la  substitution  (2)  ne  sera  plus  réelle,  mais  il  est  facile 
d'en  déduire  une  autre  qui  le  soit;  car,  supposons  que« 
et  b  forment  un  couple  de  racines  imaginaires  conju- 
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guées,  et  que  l'on  ait 

a  =  r(cosa  +  v/— i  siaa),      b  =  r(cosa  —  V^~^  sina); 

aux  indéterminées  Xq  et  X,  substituons-en  deux  autres 
Yo,  Yi  telles  que 

Xo  =:.  Yo  -h  Y,  v' -T,     Xi  -^--  Yo  -  Yi  v/ ~^. 

Il  est  évident  que  les  deux  premières  des  équations  (2) 
seront  équivalentes  aux  deux  suivantes  : 

x^ -f-  rxy  cos  a  -\-  J^ .^2  cos  2a  -f-  • .  --  r'""^  •'^m-x  cos  [m  —  i  )a  r-  Y^ , 
rx^  sin  a  -4-  A^ .^2  sin  2  a  -i- . . .  --i-  r"'"^  -^m-i  sin  (/?2  —  i  )a  =  Y^ , 

lesquelles  ne  renferment  que  des  quantités  réelles.  On 
opérera  de  la  même  manière  pour  chaque  couple  de  ra- 
cines imaginaires,  et  il  est  évident  que  la  substitution  (2) 
deviendra  réelle  par  le  simple  changement  de  Xq,  X, ,  . . . , 
en  Yo  -h  Yi  y/ —  1 ,  Yq  —  Y^  y' —  i ,  .... 

Les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  a  et  h  don- 
neront dans/" la  partie 

l'indéterminée  t  étant  réelle,  posons 

=p(cos©  -i-v/—  isincp), =p(cosa/  — v'— isincp), 

la  partie  de/que  nous  considérons  deviendra 
P  r  fcos  I  +  v/"^  sin  1)  ( Yo  -1-  Yi  v'^^jl ' 
H-  p  [(cos  I  -  v^-=7sin  ^^  (Yo  -  Y,  sj'^i)\. 

ou  bien 

2 


2  p  f  Yo  cos  ^  —  Yi  sin  -  ]    —  2  p  f  Yq  sin  -  -h  Yi  cos  -  j 
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ce  qui  montre  que,  par  notre  substitution,  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  introduisent  dans /deux  carrés 
dont  l'un  est  affecté  d'un  coefficient  positif  et  l'autre 
d'un  coefficient  négatif. 

On  peut  donc  conclure  que  toute  substitution  réelle 
qui  ramènera  f  à  une  somme  de  carrés  de  fonctions 
réelles  introduira  autant  de  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  ra- 
cines imaginaires  de  l'équation  F(^)  ■=.  o,  augmenté  du 
nombre  des  racines  réelles  supérieures  à  if;  ce  qui  est 
précisément  le  théorème  énoncé. 

Corollaire.  —  Si  Von  désigne  par  [t)  le  nombre 
total  des  carrés  affectés  de  coefficients  positifs  dans  la 
fonction/,  le  nombre  des  racines  de  V équation  F{^)  =  o 
comprises  entre  deux  nombres  donnés  to  et  t^  ^  ^0  sera 
égala  (to)  —  {ti). 

Car,  si  l'on  désigne  par  No  le  nombre  des  racines  su- 
périeures à  ^0?  par  N<  le  nombre  de  celles  qui  sont  su- 
périeures d  ti,  et  par  2I  le  nombre  des  racines  imagi- 
naires, on  aura,  par  le  théorème  précédent, 

(/,)-=  Ni -4- I,     (^o)-=No-l-I, 
d'où 

261 .  Le  théorème  de  Sturm  peut  être  regardé  comme 
un  corollaire  du  précédent  théorème.  En  effet,  les  quan- 
tités Ao,  A,,  ...,  A„i_i  étant  définies  comme  au  n*' 259, 
la  fonction  y  peut  être  mise  sous  la  forme 

/=  AoX^  4-  ^  Xî  -^  .  .  .-H  ^  X;„_,; 

le  nombre  désigné  par  (t)  exprime  donc  combien  il  y  a 
de  quantités  positives  dans  la  suite 

Ao      A,      A,  A,„_, 

I        Ao      Aj  A,,,,  2 
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Nous  avons  donné  au  n^  259  les  expressions  des  in- 
variants A„,_j^,  et  l'on  voit,  en  se  reportant  à  ces  expres- 
sions et  au  théorème  de  M.  Sylvester,  que  si  l'on  dé- 
signe par  Vi  la  dérivée  du  polynôme  V  --  F(^),  et  par 
Vo,  V3,  .  .  . ,  V„i  les  restes  changés  de  signe  que  l'on 
déduit  de  V  et  Vi ,  par  l'opération  du  plus  grand  com- 
mun diviseur,  on  a 


Ao_       Vi     Al  V2     A2  V, 


V     Ao  V/   A/  V/  A^,"       V, 


donc  le   nombre  (t)  exprime   aussi   combien  il  y  a  de 
quantités  négatives  dans  la  suite 

Vi     V,     V3  V,,. 


*  "^  1         '^  2  *  m— 1 

et  il  est  égal,  en  conséquence,  au  nombre  des  variations 
contenues  dans  la  suite 


On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  variations  perdues 
par  la  suite  précédente,  quand  on  passe  de  t  =  to  à 
t  =^ti  >  to,  est  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion V  -~  o,  qui  sont  comprises  entre  ùq  et  f, ,  ce  qui  est 
précisément  le  théorème  de  Sturm.  La  démonstration 
nouvelle  de  ce  célèbre  théorème  est  bien  remarquable, 
car  on  n'y  emploie,  comme  le  remarque  M.  Hermite, 
aucune  considération  de  continuité. 

262.  J'arrive  maintenant  à  la  méthode  pratique  donnée 
par  M.  Hermite  pour  déterminer  le  nombre  représenté 
parle  symbole  (t).  D'après  ce  qui  précède,  il  suffira, 
pour  remplir  cet  objet,  de  ramener  à  une  somme  de  car- 
rés, par  une  substitution  réelle  quelconque,  la  fonction 
désignée  par/ et  que  nous  savons  former. 

S.  —  ^/^.  sujj.,  l.  3g 
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Soient,  comme  précédemment, 

<2,    h,    c,    .  .  .,    / 

les  m  racines  de  l'équation  proposée 

( ,  )  F  (z)  =  z-  +/., .'"-  -'  -;-  p,  z"--  M-  . . .  +  ;,„,_, ,  +  /,„  ^  o  ; 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 

cp(z)  =:  .r,'o  -1-s.ri  -+-  z^.x^  _i-  .  .  .  +  2'«-i.r^_j, 
l'expression  de  la  fonction  y  sera 

Désignons  par 

Xq,   Xi,    .  .  . ,   X^j_i 

de  nouvelles  indéterminées,  et  posons 

$  [z]  :.---  Xo  -h  zX,  H-  z^X^  H-  .  .  .  -1-  2'"-^X^_,. 

Nous  ferons  en  premier  lieu  la  substitution  propre 
à  rendre  identique,  relativement  à  l'indéterminée  z, 
l'équation 


Zjr:.:^, 


t\^[z 


en  égalant  entre  eux  les  coefficients  des  mômes  puis- 
sances de  a,  on  formerait  les  équations  nécessaires  pour 
exprimer  les  variables  x  en  fonction  des  variables  X. 
Mais  ce  calcul  ne  nous  est  pas  utile,  et  il  suffît  de  re- 
marquer qu'en  remplaçant  z  par  chacune  des  racines  «, 
h,  ...,/,  l'équation  précédente  nous  donne 

La  fonction^,  définie  par  l'équation  (2),  se  changera  dès 
lors  en  une  fonction  §  des  nouvelles  variables,  et  l'on  aura 

(3)    §^:^{^a-t]^''[a]-^,~[h  —  t)  <î)2(_è)+...-!-(/-if)4>2(Z). 
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Cette  première  transformation  étant  effectuée,  nous  en 
ferons  une  seconde,  définie  par  les  équations  suivantes, 
où  Zoy  Zi,  .  .  .,  z„i  désignent  les  nouvelles  variables  : 


Xo  ---  Z^_i  -^p^  Z^_2  -f-y^2  z„,^^  -f-  .  .  .  -r-p^^i  Z,, 
Xi  =:  2;,„_2  -+-  Pi  ^m-3  +  •  .  •  -^Pm-2  ^0, 


(4) 


X,r=: 


Pl^f 


Pm—3  ^0, 


■^m-2  --  ^1  ~^Pi  Zq, 
X;n— 1  ~-  2!o . 


Le  quotient  de  F  {^)  par  ^  —  «  est  évidemment 


P2 


-^  Pm-\ 

-^Pm-%a 


et  si  l'on  remplace,  dans  cette  expression,  les  exposants 
de  z  par  des  indices  de  même  valeur,  on  obtiendra, 
d'après  les  formules  (4),  le  résultat  suivant  : 

Xo  -f-  «Xi  -;-  «2X2  -f-  ...  +  «^-ix,„__i, 

c'est-à-dire  ^  (rz).  D'après  cela,  on  peut  écrire 


^[a] 


^,      .(.l^Zl^ 


z—  b 


^  i 


FjzJ 
z-~i 


pourvu  que,  les  divisions  ayant  été  exécutées,  on  rem- 
place partout  ^0,  2«,  z'^,  ...,z^-^  par  ^0,^1,  ...,^.^_,. 
Pareillement  on  pourra  écrire 

^    ^       z~a  z'~a 

z'  étant  une  indéterminée  à  laquelle  on  doit  appliquer  ce 
qui  vient  d'être  dit  relativement  à  z,  en  sorte  que,  la 

38. 
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division  faite,  on  remplacera  toute  puissance  telle  que 
z'^  par  z^. 

D'après  cela,  la  formule  (3)  deviendra 

,   ¥iz)     Fiz'] 


§^. 


a  —  t 


le  signe  \    se  rapportant  aux  racines  a,  b,  ...,/.  Dans 

cette  formule  symbolique,  le  second  membre  est  une 
fonction  entière  des  variables  z  qIz'\  on  peut  l'écrire  de 
diverses  manières,  et  le  résultat  définitif  sera  toujours 
exact,  quand,  la  fonction  §  ayant  été  ordonnée  par  rap- 
port à  z  et  à  z' ,  on  remplacera  les  puissances  z\  z'^  par 
Ziy  Zj  respectivement.  Cela  étant,  on  a  successivement 

^=Fiz]¥\ 


j/^  [z — ■  cl]\z'  —  « ) 
^^  z  —  a       /^  z  — 


z  —  z' 


On  a  d'ailleurs 


^  z  —  a        ^  '  ^  z  —  a 

^ z  —  a  '  ^z  —  a 


it 


r[z) 

F{z)' 
F(z')' 


donc  on  a  définitivement 

t-~z)r[z]¥[z']-~[t^z')r[z']Y[z 


5)        ^ 


expression  de  laquelle  ont  disparu  les  racines  a,  ^,  c,  — 
Donc,  pour  avoir  le  nombre  représenté  par  (i),  il  suf- 
fira de  mettre  le  second  membre  de  l'équation  (5),  sous 
la  forme  d'un  polynôme  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
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sances  de  z  et  de  z' .  On  remplacera  ensuite  chaque 
puissance  z^  ou  z^  par  zt  et  l'on  obtiendra  la  fonction 
homogène  ^,  qu'on  ramènera  à  une  somme  de  carrés  par 
la  méthode  connue;  le  nombre  de  carrés  affectés  de 
coefficients  positifs  sera  précisément  (t). 

Lorsqu'on  veut  avoir  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion F(^)  =  o  comprises  entre  deux  limites  ^o,  t\  don- 
nées numériquement,  il  conviendra  le  plus  souvent,  pour 
obtenir  les  nombres  (to)  et  (^^  ) ,  d'opérer  sur  les  expressions 


[h~ 

-z)F'(z)F(z')-(f„-^')F'(2')F(-) 

('.- 

Z—  Z 

5 


dont  les  coefficients  sont  tous  numériques,  et  non  pas  , 
sur  l'expression  générale  qui  contient  l'indéterminée  t. 

Exemple.  —  Supposons  qu'on  demande  le  nombre  des 
racines  de  l'équation  ,^^ 

qui  sont  comprises  entre  o  et  i.  f  -^'^     -  ',    '^    ■.     " 

On  a,  dans  ce  cas,  en  faisant  abstraction  du  facteur  3, 


[t~z][z'~i)[7:^  —  Zz'-'~l\--[t-z'][7:''-x][7^~Zz-\ 


et  cette  formule  symbolique  donne  la  formule  exacte 

Si  l'on  fait  successivement  f  =  o,  t  =:  i ,  on  obtient  les 
deux  fonctions  homogènes 

Z\—Z\—   1ZqZ^_^  ^   ^ZiZ^=  [Zq  —  2j)^—    (Zi  —  1Z^Y-~  3s^, 
-2zl~5z]—zl-i-2ZiZQ-t-/^ZiZ2  =  —[z2—2Zi)^—{Zi~ZQY—zl, 
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Il  y  a  deux  carrés  affectés  de  coefficients  positifs,  dans 
la  première  de  ces  fonctions,  tandis  qu'il  n'y  en  a  aucun 
dans  la  seconde;  donc  l'équation  proposée  a  deux  ra- 
cines comprises  entre  o  et  i . 

On  doit  remarquer  aussi  que,  si  l'on  donne  à  t  une 
valeur  positive  infiniment  grande,  la  fonction  ^  divisée 
par  t  se  réduira  au  polynôme 

lequel  peut  être  mis  sous  la  forme 

—  (Zo  —  ^2)^—  2    (^0   --    - 


^Iz'.. 


Comme  on  n'obtient,  dans  ce  cas,  aucun  carré  affecté 
de  coefficient  positif,  le  nombre  des  racines  supérieures 
à  l'infini,  augmenté  du  nombre  des  couples  de  racines 
imaginaires,  se  réduit  à  zéro.  On  peut  donc  reconnaître, 
par  ce  simple  calcul,  que  l'équation  proposée  a  toutes  ses 
racines  réelles. 


■  ■oa—  — 
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CHAPITRE  V. 

DÉVELOPPEMENTS   RELATIFS  A  LA  THÉORIE  DE  L'ÉLIMINATION 


Des  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  solutions 
communes  à  plusieurs  équations. 

263.  Nous  avons  exposé  dans  le  Chapitre  P^  une  mé- 
thode fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
pour  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations, 
et  nous  en  avons  déduit  pour  ce  cas  particulier  la  démon- 
stration du  théorème  de  Bézout  relatif  au  degré  de  l'équa- 
tion finale.  On  peut  établir  ce  théorème  dans  toute  sa 
généralité  en  suivant  la  marche  indiquée  par  Poisson  dans 
le  XI«  Cahier  du  Journal  de  V École  Polytechnique. 
Nous  commencerons  par  étendre  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  d'équations  la  méthode  d'élimination  par  les 
fonctions  symétriques,  précédemment  exposée  pour  le 
cas  de  deux  équations  seulement.  Cette  extension  repose 
sur  la  considération  des  fonctions  symétriques  des  solu- 
tions communes  à  plusieurs  équations,  fonctions  dont 
nous  allons  d'abord  nous  occuper. 

Pour  éviter  les  difficultés  que  peuvent  présenter  les 
cas  particuliers,  nous  ne  raisonnerons  ici  que  sur  des 
équations  générales  dont  les  coefficients  demeurent  in- 
déterminés. 

264.  Cas  de  deux  équations.  —  Soient  deux  équations 
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entre  les  deux  inconnues  x  et  y,  et 

les  systèmes  de  solutions  communes  à  ces  deux  équa- 
tions. On  nomme  foJiction  symétrique  de  ces  solutions 
communes  toute  fonction  qui  ne  change  pas  de  valeur 
quand  on  y  permute  Jes  groupes  [x^j^],  [x^j^]-  -  •  •  ^ 
les  uns  dans  les  autres  ;  nous  considérerons  seulement 
les  fonctions  symétriques  rationnelles.  Une  fonction  de 
cette  espèce  est  toujours  exprimable  rationnellement  par 
les  coefficients  des  équations  proposées. 

Par  un  raisonnement  tout  semblable  à  celui  que  nous 
avons  fait  au  sujet  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation  à  une  inconnue,  on  fera  voir  que  la  dé- 
termination d'une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
solutions  [Xiji),  (^oJTs)?  •  •  •  se  ramène  à  celle  de  fonc- 
tions symétriques  entières,  homogènes,  et  dont  les  dif- 
férents termes  se  déduisent  les  uns  des  autres,  en  chan- 
geant les  indices  des  lettres  x  et  y,  mais  sans  changer 
leurs  exposants.  Les  fonctions  symétriques  auxquelles 
on  est  ainsi  ramené  seront  dites  simples  ou  du  premier 
ordre,  doubles  ou  du  deuxième  ordre,  etc.,  suivant  que 
chacun  de  leurs  termes  contiendra  les  lettres  d'un,  de 
deux,  etc.,  groupes  [x^ji),  (x2j^2)?  •■••  La  forme 
générale  des  fonctions  simples  sera 

p  OU  q  pouvant  être  nul.  Nous  représenterons  une  pa- 
reille fonction  par  \  ..x'^Vt  '  La  forme  des  fonctions  dou- 
bles sera 

l>      q      //      7'       ,  P      n      r,'      fl' 
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nous  la  représenterons  par   y  ■'^ili^^^l  '    et  ainsi  de 

suite. 

Voici  la  méthode  donnée  par  Poisson  pour  calculer  la 

fonction  simple  \  •^fj'f- 

Désignons  par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  une  in- 
déterminée, et  posons 

t  --  X  -;-  ajK,      d'où     X  i:±  t  —  aj; 

en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées, celles-ci  deviennent 

/(?—  aJ,j)=zO,        F(Z'—  aj,j)r:r.:0, 

et,  en  éliminant j^,  on  aune  équation  finale  en  t, 

'\,[t,  a)  -— o, 

qui  contient  dans  ses  différents  termes  l'indéterminée  a. 
Cette  équation  en  ;C  a  pour  racines 

et  elle  est,  par  conséquent,  du  degré  n.  D'ailleurs,  la 
somme  des  puissances  semblables  de  degré  ^  des  racines 
de  l'équation  en  t  peut  s'exprimer  rationnellement 
(n°  171)  par  les  coefficients  de  cette  équation,  c'est- 
à-dire  en  fonction  de  a  et  des  coefficients  des  équations 
proposées.  On  aura  donc 

rzz.  Ao  -h  A-i  a  -T-  A2  a^  -;-    .  .  , 

formule  où  Aq,  A,,  ...  désignent  des  quantités  con- 
nues et  exprimées  rationnellement  par  les  coefficients 
des  équations  proposées.  Cette  équation  ayant  lieu  quel 
que  soit  a,  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  a 
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doivent  être  égaux  dans  les  deux  membres,  et  il  en  ré- 
sulte cette  suite  d'égalités  : 

^1    -r  .T^^...^  ,t\  zz_-  Ao, 
^  (  f^  ~~  '  )  f  ^!^-2   ^2    _,_       i*-2      2  ,  ;x-2       2  N   „    . 


Ji   -.-  J2  -^-  •  •  •  -^  J„  ==^  A^, 

qui  feront  connaître  les  fonctions  simples  \  -t^  j^  de 

degré  p  -i-  q  =  ix. 

Le  calcul  des  fonctions  doubles,  triples,  etc.,  peut  être 
exécuté  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  fonctions 
symétriques  ordinaires.  Par  exemple,  pour  avoir  la  fonc- 
tion double  \  •^fjj'.^-f  jf  5   on  multipliera  ensemble  les 

deux  fonctions  simples  \  -^f  j^  et  \  .^f  jf';  le  produit 

se  composera  de  la  fonction  simple  \  ■r^'^^'^j^'^'^'  et  de 
la  fonction  double  qu'on  veut  trouver.  On  aura  donc 


^  ,<j^<  y^^    =  ^  ..,Vf  J  .rfyf  -J^  ../-"'. 


J  l 


Seulement  il  ne  faudrait  prendre  que  la  moitié  de  cette 
valeur,  si  l'on  avait  à  la  fois  p'=  p,  ç'  zzz  q. 

Les  fonctions  triples,  etc.,  se  calculeront  d'une  ma- 
nière analogue. 

Ce  qui  précède  suffît  pour  établir,  comme  nous  l'avions 
annoncé,  que  les  fonctions  symétriques  et  rationnelles 
des  solutions  communes  à  deux  équations  peuvent  s'ex- 
primer rationnellement  par  les  coefficients  de  ces  équa- 
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lions,  et  l'on  voit  que  leur  détermination  exige  seule- 
ment l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

265.  Cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations.  — 
La  même  méthode  s'applique  à  un  nombre  quelconque 
d'équations.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de 
trois  équations  à  trois  inconnues 

/(jp,  j,  z)~0,      F{jr,x,z)--.--zo,      r^{-r,X,  z)  ~-0, 

et  soient 

(•^17  Jlî  ^1  )•«        [•'^11  Jti  ^l]'>     •••1        [•'^7iiXn->  ^n] 

les  systèmes  de  solutions  communes  à  ces  trois  équa- 
tions. Conservant  la  classification  que  nous  avons  adoptée 
des  diverses  fonctions  symétriques,  la  forme  générale 
des  fonctions  simples  sera 


par 

nV   n       n    i 


celle  des  fonctions  doubles  sera 


par       p'     (/'      r' 


et  ainsi  de  suite.  Et  c'est  à  la  détermination  des  pre- 
mières que  se  ramène  celle  de  toute  fonction  symétrique 
et  rationnelle. 

Désignant  par  t  une  nouvelle  variable,   par  a  et  ê 
deux  indéterminées,  nous  poserons 

tz=iX  -\-  Ct.y  Ar^Z,        d'où       Xz:-t  —  OLJ  —  6z. 

Ayant  substitué  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées, nous  éliminerons j^  et  z\  nous  obtiendrons  ainsi 
une  équation  finale  en  f , 

^[t,  a,  6)--  G, 
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contenant  les  indéterminées  a  et  Q,  et  dont  les  racines 
seront 

La  somme  des  puissances  ^x^''^^^  de  ces  racines  pourra 
s'exprimer  rationnellement  par  les  coefficients  de  l'é- 
quation en  tj  c'est-à-dire  en  fonction  des  indéterminées 
a  et  6  et  des  coefficients  des  équations  proposées.  On 
aura  ainsi  une  équation  de  la  forme 


aji 


:^A^.,a'/6' 


où  le  coefficient  A^^^  désigne  généralement  une  quantité 
connue.  Le  signe  sommatoire  21  du  premier  membre 
s'étend  aux  n  racines  de  l'équation  en  ty  celui  du  second 
membre  à  toutes  les  valeurs  de  q  et  de  /•,  telles  que 

q  -\-  T  z=r-     ou     <C  p. 

En  posant  p  =  ii  —  q  —  /',  et  égalant  les  coefficients  de 
«^  ê''  dans  les  deux  membres,  on  aura 


1.2.3. 


(l.2.../.)(l.2...^)  (i.2 


-j^,<^^;- =A„. 


c'est  la  formule  qui  fera  connaître  les  fonctions  simples. 

Pour  former  les  fonctions  doubles,  triples,  etc.,  on 
procédera  comme  dans  le  cas  des  deux  équations.  La 
forme  du  calcul  est  la  même,  et  l'on  voit  qu'en  général 
les  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  solutions 
communes  à  plusieurs  équations  s'exprimeront  toujours 
rationnellement  par  les  coefficients  de  ces  équations. 

Il  faut  remarquer  que  la  détermination  des  fonctions 
symétriques  des  solutions  communes  à  trois  équations 
exige  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équa- 
tions, et  généralement  la  détermination  des  fonctions 


SECTION    II.   CHAPITRE    V.  6o5 

symétriques  des  solutions  communes  à  k  équations  exige 
l'élimination  de  A"  —  i  inconnues  entre  k  équations. 

Extension  de  la  métJiode  d'élimination  par  les  fonc- 
tions symétriques,  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
d'équations. 

266.  La  méthode  que  nous  allons  exposer,  d'après 
Poisson,  donne  le  moyen  d'éliminer  k  —  i  inconnues 
entre  k  équations,  lorsqu'on  sait  éliminer  k  —  i  incon- 
nues entre  k  —  i  équations,  et,  par  conséquent,  cette 
méthode  ramène  tous  les  cas,  en  dernière  analyse,  à  l'éli- 
mination d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  considérerons  quatre  équa- 
tions seulement,  entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre 
d'inconnues  ;  mais  on  verra  sans  peine  que  notre  raison- 
nement est  général  et  qu'il  s'appliquerait  sans  modifi- 
cation au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 

Soient  donc  les  quatre  équations 


/(.r,  j,  z,   «,    .. 

.     ^^.0, 

F(.r,  j,  z,  u,    .. 

•    =^  o, 

?  (a:,  j,  z,  «,    .  . 

.     —  G, 

(D(.r,  j,  z,    «,    .  . 

.  ;  :^  0, 

entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  x,j, 
z,  u,  .  . . ,  et  proposons-nous  d'éliminer  trois  inconnues, 
x,j,  z  par  exemple,  entre  ces  équations. 

Considérons  en  particulier  les  trois  premières    des 
équations  (i), 

/  f[-^',y.  Z)  «,  •  •  •  '  =  o, 

(2)  I     F(.r,  J,   z,    «,    .  .  .;:==::0, 

(  ?(-^,  r,  2;,  w,  . .  .;  =  o, 

et,  en  regardant  x,  j,  z  comme  fonction  des  autres  va- 
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riables,  u,  .  .  . ,  désignons  par 

les  n  systèmes  de  solutions  communes  aux  équations  (2). 
Cela  posé,  remplaçons  (x,j,  z),  dans  la  quatrième 
des  équations  (i),  successivement  par  chacun  de  ces 
h  systèmes,  et  désignons  par  V  le  produit  des  résultats 
ainsi  obtenus,  en  sorte  qu'on  ait 

l'équation 

(4)  v  =  o 

sera  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  x,j 
elz  entre  les  équations  (1),  car  cette  équation  (4)  exprime 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équa- 
tions (i)  admettent  un  système  (x,  y,  z)  de  solutions 
communes.  D'ailleurs  V  est  une  fonction  symétrique  et 
entière  des  solutions  communes  aux  équations  (2);  on 
pourra  donc  l'exprimer  rationnellement  par  les  quan- 
tités indépendantes  dex,  j,  z  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (i).  Pour  cela,  désignant,  comme  précédemment, 
par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  et  S  deux  paramètres 
Indéterminés,  nous  poserons 

t=:  .X  -\-  aj  -i-  ^z,      d'où      X  =:  t — aj  —  êz; 

en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (2), 
on  aura  les  trois  suivantes  : 


/{t—ajr  —  ^Z,  J,   z,    M,    . 

.  .)=^o, 

F(^ —  a J  —  ^2,  J,  2=,  ",    • 

..)---û, 

cp(r— ajr  — êz,  j-,  z,  «,    . 

..)=o, 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  y  et  z.  C'est  donc  à 
l'élimination  de  deux  inconnues  entre   trois  équations 
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que  nous  ramenons  l'élimination  de  trois  inconnues 
entre  quatre  équations.  L'équation  finale  en  t  qui  résulte 
de  l'élimination  àe  j  et  de  z  entre  les  équations  (5)  aura 
pour  racines 

et  son  degré  sera  égal  à  n.  Supposons  cette  équation 
formée,  et  ordonnons-la  par  rapport  à  t;  elle  sera 

(  6  )  t^  A-  p,  f'-'  4-  P2  ^"-'  H-  .  .  •  H-  /^«-l  t^Pr^^O, 

P\j  P27  '  '  '  étant  des  fonctions  rationnelles  de  m,  .  .  . , 
qui  contiennent  aussi  les  paramètres  a  et  ê.  Cette  équa- 
tion (6)  servira,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment, 
à  calculer  les  diverses  fonctions  symétriques  des  solutions 
communes  aux  équations  (2),  dont  l'expression  de  Vest 
composée,  et  le  problème  sera  enfin  résolu. 

Cette  méthode  conduit,  dans  les  applications,  à  des 
calculs  d'une  longueur  rebutante  ;  mais  nous  allons  en 
conclure  aisément  une  démonstration  nouvelle  du  théo- 
rème de  Bézout,  relatif  au  degré  de  l'équation  finale,  ce 
qui  est  l'objet  principal  que  nous  avions  en  vue. 

Théorème  de  Bézout  sur  le  degré  de  V équatioji  Jinhle . 

267.  D'après  ce  qui  précède,  n  étant  le  nombre  dcb 
solutions  communes  {x,  j,  z)  aux  équations  (2),  on  ob- 
tiendra une  équation  finale  du  même  degré  n  en  élimi- 
nant deux  inconnues  quelconques  entre  les  équations  (2). 
Cela  est  d'ailleurs  évident  a  prioin,  car,  à  cause  de  la 
généralité  que  nous  supposons  aux  équations,  tout  esl 
semblable  par  rapport  à  x,  y,  z,  u,  ....  Toutefois,  il 
est  important  de  faire  cette  remarque,  parce  que  le  con- 
traire pourrait  avoir  lieu  si  l'on  attribuait  aux  coeffi- 
cients des  valeurs  particulières. 
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Lemme.  —  Si  71  désigne  le  degré  de  l'équation  finale 
qui  résulte  de  V élimination  de  deux  inconnues  entre  les 
trois  premières  des  équations  (i)  et  m  le  degré  de  la 
quatrième  équation  (i),  le  degré  de  l'équation  Jinale 
résultant  de  V  élimination  de  trois  inconnues  entre  les 
quatre  équations  (i)  est  au  plus  égal  à  mn. 

L'équation  (6),  qui  résulte  de  l'élimination  àe  y  et  z 
entre  les  équations  (5),  étant  du  degré /z,  les  coefficients 
P\i  P2)  ■  '  •  sont  des  fonctions  entières  àe  u,  .  .  . ,  dont 
la  première  est  au  plus  du  premier  degré,  la  deuxième  du 
deuxième  degré,  etc.  Gela  posé,  la  somme  des  puissances 
semblables  de  degré  p  des  racines  de   l'équation  (6), 

c'est-à-dire  >  (x<  -;-  oc^i  -f-  §z^  y,  peut  s'exprimer  sous 

forme  entière,  en  fonction  des  coefficients /^i ,  p2,  .  .  -, 
par  une  formule  qui  est  au  plus  du  degré  yi  par  rapport 
k  u,  ...  ;   donc  une  fonction  symétrique  simple,  telle 

que  \  -^f  Ji  ^i?   de  degré  p  -h  q  -i-  r=^lf^  s'exprimera 

par  une  formule  qui  sera  elle-même  au  plus  de  ce  degré  /x, 
par  rapport  ku,  ....  Il  résulte  de  là,  et  du  mode  géné- 
ral suivant  lequel  les  fonctions  symétriques  et  entières 
les  plus  compliquées  se  forment  à  l'aide  des  fonctions 
simples,  que  toute  fonction  symétrique  et  entière  du 
degré  |7.  des  solutions  communes  [x^,  yi,  Zf),  .  .  . ,  aux 
équations  (2),  s'exprimera  par  une  formule  entière  qui 
sera  au  plus  du  degré  [à  par  rapport  k  u,  ....  Or  cha- 
cun des  termes  de  l'expression  de  V,  donnée  par  l'équa- 
tion (3),  est  le  produit  de  puissances  de  u,  .  .  .,  dont 
les  exposants  ont  une  somme  mn  —  /x  inférieure  à  mn, 
par  une  fonction  symétrique  et  entière  de  degré  [x  des  so- 
lutions communes  (x<,  ji,  Zf),  .  .  . ,  aux  équations  (2). 
Donc,  enfin,  chacune  de  ces  parties  de  V  s'exprimera  par 
une  formule  qui  sera  au  plus   du  degré  mn  par  rapport 
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à  M,  .  . . ,  et,  par  suite,  Féquation  V  =  o  sera  au  plus  du 
degré  mn. 

On  pourrait  faire  à  la  démonstration  précédente  l'ob- 
jection que  voici  :  Le  raisonnement  suppose  que  les 
coefficients  p^^  p^,  ..-,  sont  entiers  par  rapport  aux 
variables  u,  .  .  . ,  ou,  en  d'autres  termes,  que  l'équa- 
tion (6),  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  chacune  des 
variables  f,  zf,  .  .  . ,  est  de  ce  même  degré  par  rapport 
à  toutes  les  variables.  Or  cela  n'est  pas  tout  à  fait  évi- 
dent, quoique  les  équations  (i)  ou  (5)  soient  supposées 
chacune  la  plus  générale  de  son  degré.  Voici,  ce  me 
semble,  la  manière  la  plus  simple  de  lever  cette  objec- 
tion. Si  quelques-uns  des  coefficients  Pi,  po,  ...  étaient 
fractionnaires,  quelques-unes  des  racines  t  de  l'équa- 
tion (6)  deviendraient  infinies  pour  certaines  valeurs  finies 
des  variables  u,  —  Or  je  dis  que  cela  ne  peut  avoir  lieu, 
tant  qu'on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (2)  ou  (5),  et  il  suffit  évidemment,  pour  justifier 
cette  assertion,  de  citer  un  cas  où  cela  ne  soit  pas.  Sup- 
posons qu'on  donne  aux  coefficients  des  équations  (5)  des 
valeurs  telles,  que  chacune,  restant  du  même  degré,  se 
décompose  en  facteurs  linéaires  de  la  forme 

t  -\-  ay  -i-  b  z  -^  eu  -^-  .  .  .  -h  Z  ; 

on  pourra  exprimer  chacune  des  racines  t  de  l'équation 
finale  relative  à  ces  équations  particulières,  en  fonction 
de  u,  ...,  par  les  formules  qui  servent  à  la  résolution 
des  équations  du  premier  degré  ;  et  ces  valeurs  de  t, 
étant  évidemment  de  la  forme  de  gu  -\- .  .  .  -hf,  ne  pour- 
ront devenir  infinies  pour  des  valeurs  finies  de  m,  .... 
On  déduit  aisément  du  lemme  qui  précède  la  démon- 
stration du  théorème  de  Bézout. 

Théorème.  —  Le  degré  de  V  équation  finale  qui  re- 
s.  —  Alg.  sup.y  I.  3o 
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suite  de  V éliminât ioTi  de  k  —  i  inconnues  entre  k  équa- 
tions est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Soient,  en  effet, 

mj,    mj,    m.,    .  .  . ,    m;^ 

les  degrés  des  A'  équations.  Le  degré  de  l'équation  finale 
qui  résulte  de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  les 
deux  premières  sera  égal  km^  m^,  ainsi  que  nous  l'avons 
établi  au  n"  186  :  donc,  d'après  le  lemme  qui  précède, 
si  l'on  élimine  deux  inconnues  entre  les  trois  premières 
équations,  le  degré  de  l'équation  finale  sera  au  plus 
jtii  m^Xffis,  ovi  m  ^  jn2  m^  \  de  même,  si  l'on  élimine 
trois  inconnues  entre  les  quatre  premières,  le  degré  de 
l'équation  finale  sera  au  plus  nii  m^  nh  X  nij^  ou 
nii  m2msmii.  Et  l'on  voit,  en  continuant  ainsi,  que  le 
degré  de  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de 
k  —  I  inconnues  entre  les  k  équations  sera  au  plus  égal 
au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

On  peut  ajouter  que  le  degré  de  l'équation  finale  sera 
précisément  égal  à  ce  produit,  si  les  équations  proposées 
sont  chacune  la  plus  générale  de  son  degré,  comme  nous 
l'avons  supposé.  On  s'en  assure  aisément  en  considé- 
rant un  système  de  k  équations  décomposables  chacune 
en  facteurs  linéaires,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait 
au  n°  71. 

Dés^eloppement  d'ujie  fonction  algébrique  implicite 
en  série  ordonjiée  sui[^ant  les  puissances  décroissantes 
de  sa  variable. 

268.  Les  recherches  que  je  vais  exposer  ici  font  partie 
d'un  beau  Mémoire  sur  l'élimination,  publié  par  M.  Liou- 
vJlle  dans  le  tome  VI  du  Journal  de  Mathématiques, 
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Soit 

(i)  M(^,  jr)=:o     ou     Mr=o 

une  équation  du  degré  m  entre  deux  variables  x  et  y. 
Si  cette  équation  est  du  degré  m  par  rapport  à  y,  elle 
aura  m  racines  j)^,  qui  seront  fonctions  de  x,  et  que  nous 
nous  proposons  de  développer  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X.  En  réunissant  les  termes  de  même  de- 
gré, l'équation  (i)  pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

y 

ou,  en  posant  -  =2  u, 

(3)  .r'«/(«)  +  .r"'-i/,  (m)  -h  .r'"-"2/2  («)  +  .  .  .  z==  o  ; 

f-,f\-,fi^  ...  désignent  ici  des  polynômes  dont  le  pre- 
mier est  du  degré  m;  les  autres  sont  au  plus  des  degrés 
m  —  I ,  m  —  2,  .  .  . ,  respectivement.  Dans  le  cas  le  plus 
général,  ces  polynômes  sont  précisément  des  degrés  m, 

m I,  772  —  2,   .... 

Les  772  valeurs  de  11  fournies  par  l'équation  (3)  sont 
des  fonctions  de  x  qui,  pour  a:  =  00  ,  se  réduiront  aux  m 
racines  de  l'équation 

(4)  /(«)-0; 

on  pourra  donc  poser  généralement 

(  5  )  //  -:rr  a  -}-  £, 

£  s'annulant  avec  -  •  Nous  nous  bornerons  au  cas  où  les 

racines  de  l'équation  (4)  sont  inégales,  et,  dans  tout  ce 
qui  suit,  cette  hypothèse  doit  être  maintenue.  Portons 
dans  l'équation  (3)  la  valeur  de  u  tirée  de  (5);  on  aura 

(6)   x^f[<x.  -4-  c)  -h  x'«-i/i  (a  -[-  z)  +  .r'"-^  /^(a  +  s)  +...=  0. 

39. 
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Développant  chaque   terme  par  la  formule   de  Taylor, 
ayant  égard  à  l'équation  (4),  et  divisant  par  x"^~* ,  il  vient 

I   [{^-)/'(«)+/,{a)] 
'''    i        +^[S/"(-)  +  (=^)/.'H+/.W]+--o; 

faisons  maintenant  :r  =  oo   dans  cette  équation,  et  dési- 
gnant par  a'  la  limite  de  £x,  il  vient 

(8)  a'/'(a)+/,(a)=0, 

d'où 


(9) 


/'(-; 


Cette  valeur  de  «'sera  toujours  finie,  car,  par  hypothèse, 
l'équationy  (a)  =  o  n'a  pas  de  racines  égales. 

Puisque  ex  a  pour  limite  la  quantité  ex',  dont  nous 
venons  de  trouver  la  valeur,  on  pourra  poser 


d'où 

ce'         s' 
lo)  e= h  -, 

t'  s'annulant  avec  -•  Par  suite,  la  valeur  (5)  de  u  devient 


,      .  as 

II]  M  =r  a  H 1 • 

^      '  ,x  X 

C'est  la  série  dans  laquelle  u  se  développe,  quand  on  se 
borne  aux  deux  premiers  termes  ;  -  est  Je  reste  corres- 
pondant. 

On  peut  déterminer  la  limite  du  produit  z' x  de  la 
même  manière  que  celle  du  produit  sx.  Si,  en  effet,  on 
porte  dans  l'équation  (7)  la  valeur  de  £,  tirée  de  (10), 
qu'on  multiplie  ensuite  par  x,  et  qu'on  ait  égard  à  l'é- 
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quation  (8),  il  vient 

en  désignant  par  Eune  somme  de  termes  qui  s'annulent 
avec  -*,  faisant  donc  x  -=  ce  ,  et  désignant  par  a"  la  li- 


X 

mile  de  t' x,  on  a 


12 


)   «"/'{-)  +  [^/"(-)  +  -r,  («)  +/.  [-]  ]  =  o, 


équation  qui  détermine  la  valeur  de  oi." . 

Connaissant  la  limite  a!'  du  produit  z' x,   on  pourra 
poser 

d'où 

(i3)  e'^-+!_, 


ol"        t" 


i"  étant  une  nouvelle  quantité  qui  s'évanouit  avec  -  •  D'a- 
près cela,  la  valeur  de  (i  i)  de  u  devient 

•r         jc^         x^ 

c'est  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  u  quand  on  se 
borne  aux  trois  premiers  termes  ;  —  est  le  reste  corres- 
pondant. 

On  pourra  obtenir  ainsi  autant  de  termes  que  l'on  vou- 
dra du  développement  de  m,  et,  comme j^=rf/x,  on  aura, 
par  suite,  autant  de  termes  que  l'on  voudra  du  dévelop- 
pement dey;  on  a,  en  particulier, 


(>5: 


j'  rrr  a.r  H-  zx^ 

j  ==  ax  H-  a'  H-  e'. 


a!'         t" 


y  z=i  XX  -\-  V.  H i 

X  X 
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La  deuxième  de  ces  trois  formules  comprend  toute  la 
théorie  des  asymptotes  rectilignes  ;  la  courbe  représentée 
par  l'équation  (i),  ou  x  et  y  désignent  alors  des  coor- 
données rectilignes,  a  pour  asymptote  réelle  ou  imagi- 
naire la  droite  représentée  par  l'équation 

(16)  y  =  cr,,v  -ha'. 

La  différence  s'  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  la 
courbe  et  de  l'asymptote  est  généralement  un  infiniment 

petit  du  pj'ejnier  ordre  ^    en    considérant  -  lui-même 

comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

La  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  admet  aussi 
pour  asymptote  l'hyperbole  que  représente  l'équation 

// 

(17)  ^-=.-^a.r-+-a'-f-  *^-; 

mais  dans  ce  cas  la  différence  -  des  ordonnées  des  deux 

X 

courbes  est  un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre  au 
moins.  La  courbe  (ly)  pourrait  être  appelée  asymptote 
du  deuxième  ordre  de  la  courbe  proposée  ;  et,  comme 
on  peut  pousser  aussi  loin  que  Ton  veut  le  développement 
àe  y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  Xj  il  en  résulte  une  infinité  de  courbes  des 
degrés  respectifs  3,4?  •  •  •  ?  et  qui  auront,  avec  la  courbe 
proposée^,  un  asymptotisme  de  plus  en  plus  intime. 

On  voit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister 
sur  ce  sujet,  comment  il  faudrait  modifier  la  méthode,  si 

l'équation 

/(a)=0 

avait  des  racines  égales,  contrairement  à  l'hypothèse  que 
nous  avons  faite. 
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Formation  de  l'é(juaLion  finale  qui  résulte  de  l élimi- 
nation d'une  inconnue  entre  deux  équations  à  deux 
inconnues.  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bézout.  Somme  des  racines  de  Inéquation  finale. 

269.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  permet 
de  former  autant  de  termes  que  l'on  veut  de  l'équation 
finale  qui  résulte  de  l'élimination  d'une  inconnue  entre 
deux  équations.  Soient  les  deux  équations  générales 

M  (^,  j)  =o, 

N  (.r,   j)  =o, 

des  degrés  m  et  n  respectivement;  en  réunissant  les 
termes  de  même  degré,  on  pourra  les  écrire  de  la  ma- 
nière suivante  : 


]  / 


-1-  .  .  .  rrr  O, 


r\  .   --.F,  .r ,,_...  ^„. 


f,  f\,  f>.  ...  sont  des  polynômes  respectivement  des 
degrés  m,  m  —  i,  m  —  2,  ...  5  F,  F|,  F^,  .  .  . ,  des  po- 
lynômes des  degrés  n,  n  —  i,n  —  2,  .... 

Soient  j^,  j2,  '•-,  Jm  les  valeurs  de  j  tirées  de  la 
première  des  équations  (i)  ;  portons-les  dans  le  premier 
membre  de  la  seconde,  et  désignons  par  V  le  produit 
des  résultats  ainsi  obtenus,  de  manière  que  l'on  ait 

(3)  V=:N(.r,  Xi)N(^,j2).-.N(^,J.z); 

l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  dej^  sera 

V  =  o. 

On  calculera  aisément  la  fonction  V,  en  développant  en 
série,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  Xy  chacun 
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de  ses  facteurs,  dont  l'expression  générale  est  N  (x,  y-). 
Je  dis  même  que,  si  l'on  ne  veut  connaître  que  le  premier 
terme  de  V,  il  suffît  de  borner  les  séries  dont  nous  par- 
lons à  leur  premier  terme;  que,  si  l'on  ne  veut  que  les 
deux  premiers  termes  de  V,  il  suffit  de  connaître  les  deux 
premiers  termes  des  séries,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ne  veuille  connaître 
que  le  premier  terme  de  V  ;  on  a,  en  faisant  comme  pré- 

cédemment  u=  --, 

.X 

N(.r,  y)—.T''Y[u)  +.r«-iFi(«)  -h 

Posons  aussi,  comme  plus  haut, 
M  =:  a  -r  S, 

£  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -5  et  a  une  racine 
quelconque  de  l'équation 

/'(a):r=o; 


on  aura 


^'•'''  •'"' -  F(a  H-e) -f-  -  Fi  (a -I- e) -+- .  .  .. 


x'"'  a: 


et,  pour  X  =00 


1-         ^^^^   •>^)  17/      ^ 


OU 

(4)  N(^,j)=.x«F(a)-4-a:«E, 


E  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -•  D'après 
cela,  en  représentant  par 


«1,    «21     •  •  •»    «m 
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les  m  valeurs  de  a,  on  aura 

N(.r,  j,)r=.r«F(ai)-4-a:«Ei, 


N(x,j,„)=z:.r«F(aJ  +  .r«E„„ 
E| ,  E2,  . . . ,  ^m  désignant  des  quantités  qui  s'évanouissent 
avec  -  •  Si  l'on  multiplie  ces  équations  et  que  l'on  ait 
égard  à  l'équation  (3),  il  viendra 

(5)  Vr=^""'F(ai)F(a2)...   F(a,„)-f-:r'"«H, 


H  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -  • 
Le  premier  terme  de  V  est  donc 

^-"F(ai)F(a,)...F(a,„); 

on  pourra  l'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  F  et/*,  puisque  F(ai)  ¥[ol<i).  .  .F  [am)  est  une 
fonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'équation 

Il  suit  de  là  que  l'équation  finale  qui  résulte  do  l'éli- 
mination àe  j  entre  les  équations  (i)  et  (2)  est  d'un 
degré  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Remauque.  —  Si  les  coefficients  des  équations  (i)  ont 
des  valeurs  déterminées,  et  que  ces  équations  contien- 
nent la  plus  haute  puissance  de  j,  l'équation  finale  ré- 
sultant de  l'élimination  àe  j  sera  toujours  V=o,  et 
l'on  voit  que  le  degré  de  cette  équation  finale  sera 
encore  égal  au  produit  des  degrés  des  équations  propo- 
sées, à  moins  que  les  équations 

/(a)r=0,       F(a)r=rO 
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n'aient  une  ou  plusieurs  racines  communes,  auqueJ  cas 
ce  degré  s'abaissera  nécessairement. 

270.  Pour  avoir  les  deux  premiers  termes  de  l'équation 
finale  V  =  o,  il  faut  connaître  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  lS[x,  j)  en  série.  Pour  cela,  dans 
l'équation 


nous  poserons 


a         s 
M  =:  a  H- h  -  9 


s' désignant  toujours  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  -? 
a  une  racine  de 

et  od  une  quantité  que  nous  avons  calculée,  et  qui  est 
déterminée  par  l'équation 

«/»+/i(a)  =  o; 
on  aura  alors 

N(a:,  j)==j:"F(a)  -^,- .r«-i  [a'  F'(a)   H-  F^  (a)]  -f- .r'^-^E, 

E  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -  •  Cette  for- 
mule donne  le  développement  de  ^[x,y),  bornée  aux 
deux  premiers  termes  ;  en  y  remplaçant  a  par  chacune 
de  ses  m  valeurs,  on  aura 

N(^,  ri)=-^''F(«i)  -f-^"-^[a,F'(ai)-|-Fi(ai)]+.r«-^Ei, 
N(a:,  r^)  =.T^¥[<x^)  -h.r''-i[a;  ¥' [y.^] -^  ¥ ,  [a,]]  -t-x«-»E,, 
I 

N  (.r,  j,„)  zr.  .r-F(a^J  H-  x-'  [c^,n^' M  +  F,  (a,„)]  -+-  x-'  E,„. 

Dans  ces  équations,  E,,  Eo,  .  .  .  sont  des  quantités  qui 
s'évanouissent  avec  -  -,  et  a, ,   a.^ ,  ...  sont  les  valeurs 

X 
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de  a/  qui  correspondent  aux  valeurs  a<,  ce 2,  ...  de  a. 
Multipliant  toutes  ces  équations  et  désignant  simplement 
par  x"^"~*  H  l'ensemble  des  termes  dont  le  quotient  par 

x"'"~*  s'annule  avec  -5  on  aura 

.r 

v==.T"'"-e{a,)F(a,)...  r(«,„) 

+x'««-.  F  {.,)  F  K). .  .F  K)  Jï:^^M±!M^)  + ,,»»-.  H. 

Dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  H,  qui  est  infini- 
ment petite  avec  -■)  contient  un  nombre  limité  de  termes, 

et  l'on  voit  que  le  deuxième  terme  de  V  aura  pour  coef- 
ficient 

F(.,)F(./,...F'-     >.«'F'(«)  +  *-.{^: 


0^»)  J 


F(«) 
le  signe  \  s'étendant  à  toutes  les  racines  a  de  l'équation 

D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  \  a:  la  somme  desracines 
de  l'équation  finale  en  x,  on  aura 


y 


1 


a'F'(«)  +  Fi(«) 
F(a) 


, .     1    ,      ,        y*!  (  ce  ) 

ou,  en  mettant  au  lieu  de  a  sa  valeur  —  -?rr  \'> 


On  pourrait  calculer  ainsi  autant  de  termes  que  l'on 
voudrait  de  l'équation  finale  V  =  o,  par  suite  cette 
équation  tout  entière  :  seulement  les  calculs  deviennent 
de  plus  en  plus  compliqués,  et  nous  devons  nous  borner 
à  ce  qui  précède. 
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271 .  Au  lieu  de  porter  dans  l'équation  N  =:^  o  les  va- 
leurs de  j)^  tirées  de  M=i  o,  afin  d'avoir  l'équation  finale 
V=::  o,  on  aurait  pu  faire  l'inverse,  porter  dans  l'équa- 
tion M  =  o  les  valeurs  de  j  tirées  de  N  =  o  ;  mais  alors 

on  aurait  eu  une  autre  expression  de  la  somme  \  x  des 

racines  de  l'équation  finale,  que  l'on  peut  écrire  sans 
faire  de  nouveaux  calculs.  Il  est  évident,  en  effet,  que 
l'on  aura 

Z     ~^Zf'(6)/(6)        Z/(sT' 

les  sommes  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les 
racines  ê  de  l'équation 

F(6)r:=0. 

En  égalant  entre  elles  ces  deux  valeurs  de  \  jr,  on  obtient 

Y  A  (  a)F(a  )  _  V  !ii^'  -  V  ïii31Œ}    y/,  (g) 

Zi/'(«)F(«)        Z(F(a)  -Zr(ë)/(S;        Z-/(6)' 

les  sommes  du  premier  membre  étant  relatives^  aux  ra- 
cines a  dey(a)  =  o,  celles  du  second  aux  racines  ê  de 
F(ê)  =  o.  Dans  cette  formule,  qui  exprime  un  théorème 
d'Analyse,  jTet  F  désignent  des  polynômes  quelconques, 
qui  n'ont  pas  de  racines  égales,  ni  de  racines  communes; 
fi  etFj  désignent  aussi  des  polynômes  quelconques,  mais 
de  degrés  respectivement  moindres  que/* et  F. 

Supposons  que  le  polynôme  F  soit  égal  s.J],  et  que  F< 
soit  identiquement  nul  ;  l'équation  précédente  se  ré- 
duit à 


ou  même  a 


V  F'(«) 


i/'« 


=  o, 
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puisque  chaque  terme  du  second  membre  est  nul,  le 
signe  \  étant   relatif  aux  racines   de   F(ê)=o.Dans 

l'équation  précédente,  le  signe   N    s'étend  aux  racines 

a  dey*(a)  --  o,  et  F'  désigne  la  dérivée  d'un  polynôme 
quelconque  F  de  degré  inférieur  à  y;  par  conséquent, 
F'  est  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à/'. 
La  formule  précédente  résulte  aussi,  comme  nous  l'avons 
vu,  de  celle  qui  donne  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples. 

Développements ^  en  séries  ordonnées  suwanL  les  puis- 
sances décroissantes  de  la  'variable,  de  plusieurs 
fonctions  algébriques  définies  par  autant  d^ équa- 
tions. 

272.  L'analyse  que  nous  venons  de  développer  peut 
être  aisément  généralisée,  et  étendue  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  d'équations. 

Soient 

(i)  M(^,  /,   z)  =0,     N(.r,  j,   z)=^o 

deux  équations  générales  des  degrés  m  et/z respectivement 
entre  les  trois  variables  x,  y,  z\  la  première  x  étant  con- 
sidérée comme  indépendante,  les  deux  autres  y  Qi  z  en 
seront  des  fonctions.  En  réunissant  les  termes  de  même 
degré,  les  équations  (i)  pourront  s'écrire  de  la  manière 
suivante  : 

\x     X]  \x     X I 

\x    x]  \x    x) 
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y  ^ 

ou,  en  posant  -=  u,   -  =  v, 

a:"'f{u,  V  )  -f-  .r'«-i  /^  (  m,  (.)+..  .  -.  o, 
;r"F(//,  P)  -f-  J?«-iFi(m,  r)  -f- .  .  .  =  G; 

y"  et  F  sont  des  polynômes  des  degrés  m  eX.  n  respective- 
ment, entre  les  variables  m  et  t^;  /^  et  F<  sont  respecti- 
vement des  degrés  m —  i  et  n —  i,  et  ainsi  des  autres. 

En  vertu  des  résultats  précédemment  obtenus,  le 
nombre  des  solutions  communes  (u,  \^)  aux  équations  (3) 
est  mji,  ainsi  que  le  nombre  des  solutions  communes 
(a,  ê)  aux  équations 

(4)  '  /(a,6)-_-0,      F(a,  6):.=:0; 

et  les  mil  systèmes  de  solutions  communes  des  équa- 
tions (3)  se  réduiront,  pour  07  =  00  ,  aux  mn  systèmes  de 
solutions  communes  des  équations  (4).  On  pourra  donc 
poser  généralement 


e  et  Yi  désignant  des  quantités  qui  s'annulent  avec  -•  Ces 

quantités  sont  d'ailleurs  les  restes  des  séries  dans  les- 
quelles M  et  P»  se  développent  quand  on  borne  ces  séries  à 
leur  premier  terme.  Pour  calculer  les  limites  des  pro- 
duits tXy  YjX,  nous  suivrons  la  même  marche  qu'au 
n°268.  En  portant  dans  les  équations  (3)  les  valeurs  de  u 
et  p»,  tirées  de  (5),  etayant  égard  aux  équations  (4)?  on  a 


S  ^  +  >J  ^+'--)  +  -^'""^  [/,  (a,  6)  -h  .  .  .]  +  .  .  .r=z  O, 

.^  +  ,|^...)_...-.[F,(«,e)4-...]  +  ...^o. 

En  divisant  ces  équations  respectivement  par  x"*""'  et 
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x""',  faisant  ensuite  x  ^^co  ,  et  posant 
a'  =  lims.r,      6'=:lim*3J:, 
on  obtient 

6, 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  suivantes  de  a'  et  & 
^    df  d¥ 


df  cŒ        dfdF' 
do:  d'o         d^  da. 


^VF         dfd¥ 
d<x  d^         d^  dce. 


En  désignant  par  s'  et  ri  de  nouvelles  quantités  infiniment 

T 

petites  avec  -•>  on  pourra  poser 
et,  par  suite, 


a'       6  „        ê  n'  ^ 


«=:aH--H 5        ('zz:g+ r 


X  r  .r  J7 


on  aura  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  séries  dans 
lesquelles  u  et  r,  ou  y  et  z,  peuvent  se  développer,  et 
l'on  voit  aisément  qu'on  pourra,  de  la  même  manière, 
obtenir  les  termes  suivants. 

Cette  méthode  s'applique,  quel  que  soit  ^,  au  cas  de 
IL  —  I  équations  entre  |:ji  variables,  pourvu  qu'on  écarte, 
comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  en  raisonnant  sur  des 
équations  générales,  quelques  cas  particuliers  qui  peu- 
vent se  présenter. 
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Formation  de  l' équation  finale  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation de  deux,  trois,  etc.,  inconnues  entre  trois, 
quatre,  etc.,  équations.  Nouvelle  démonstration  du 
théorème  de  Bézout.  Somme  des  racines  de  l'équa- 
tion finale. 

273.  On  peut,  par  l'analyse  précédente,  former  autant 
de  termes  que  l'on  veut  de  l'équation  finale  qui  résulte 
de  l'élimination  de  deux,  trois,  etc.,  inconnues  entre 
trois,  quatre,  etc.,  équations. 

Soient,  par  exemple,  les  trois  équations  générales 

(i)      M(.r,  j,  z)=^-o,      N(.r,  j,  3)r=o,      J>{x,y,z)z=o, 

des  degrés  m,  n,  /?  respectivement,  entre  trois  inconnues 
X,  y,  z\  en  réunissant  les  termes  de  même  degré,  ces 
équations  seront 


a: 


/(Z,iW,.™-,y,(.r,i^ 

\J?       XJ  \X       X 

^»  F  (^-,  -\  4-x—F.  i-^-,  -W  .  .  .  =  o, 

\x     x]  \X     X] 

y",  F  et  !p  sont  des  polynômes  des  degrés  m,  n,  p  respec- 
tivement, par  rapport  aux  deux  variables  qu'ils  renfer- 
ment ;  yi,  F|,  ^4  sont  respectivement  des  degrés  m  —  i, 
n — I,  p — I,  et  ainsi  de  suite. 
Désignons  par 

[Xu  ^\]i        (j>^2ï  2:2),    ...,        [ymni^ian] 

les  mn  systèmes  de  solutions  communes  aux  deux  pre- 
mières des  équations  (i),  et  posons 

y  —V[x,y^,   2l)P(-^,  72,  22)-  ••  P('^,  /m«,  2m«); 
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l'équation   finale  résultant  de  l'élimination  de  j^  et  2 
entre  les  équations  (i)  sera 


et  c'est  cette  équation  qu'il  s'agit  de  calculer.  On  y  par- 
viendra en  développant  en  série  chacun  des  facteurs 
P  [xy  y,  z)  de  V,  et  il  suffira  de  connaître  autant  de  termes 
du  développement  de  P  qu'on  en  veut  avoir  dans  V.  Nous 
nous  bornerons  ici,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas 
de  deux  équations,  à  calculer  les  deux  premiers  termes 
de  V,  ce  qui  suffît  pour  connaître  le  degré  et  la  somme 
des  racines  de  l'équation  finale. 

On  a,  en  faisant,  comme  précédemment,  -  r=:  m,  -  ~  ^-^ 

V  (x^  y,  z)  =xPo[u,  p)  -^xP-^ffi[u,  p)  +  .  .  ., 
et,  si  l'on  pose 

M  =  a-f-£,        P==:6-f-V3, 

il  vient 

P{x,jr,  z)=xP<^[o:,^)^xPE, 


E  s'annulant  avec  -■>  ainsi  que  s  et  y?.  En  mettant  dans 

l'équation  précédente,  à  la  place  de  x  et  j^,  leurs  mn  va- 
leurs, il  vient 

P  (.^,  Ji,  ^1)  = -^^X^i,  Si)  +  :r/'E„ 


'rnni 


E< ,  Eo , . . . ,  ^m?i  étant  des  quantités  infiniment  petites  avec 
-•  Enfin,  en  multipliant  toutes  ces  équations,  on  a  la 
valeur  suivante  de  V  : 

s.  —  ^Ig.  sup.,  I.  4o 
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où  H  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec  -  •  Le  pre- 
mier terme  de  V  est  donc 

x"-'/>(ai,  61)...  (p(a,„„  §,,„)• 
Il  suit  de  là  que  le  degré  de  l'équation  finale  qui  résulte 
de  l'élimination  de  j^  et  ^  entre  les  trois  équations  (i) 
est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations,  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bézout. 

Si  l'on  veut  obtenir  les  deux  premiers  termes  de  l'équa- 
tion finale  V  =  o,  il  est  nécessaire  de  calculer  les  deux 
premiers  termes  du  développement  de  P  {jo,y,  z)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  :c.  Pour 
cela,  dans  l'équation 

nous  poserons 

a'         s' 

Il  r~  a  -i ', 5 

X  X 

.6'  r,' 


—  ) 

X 


z'  QirI  désignant  toujours  des  quantités  qui  s'évanouissent 
avec  -  5  a'  et  ê'  des  quantités  déterminées  par  les  équa- 
tions 

a'  ---h  6^---   +r,=:0. 

La  valeur  àeV  [x,  j,  z)  pourra  alors  s'écrire  de  la  ma- 
nière suivante  : 


V[x,j,z]-=xP^[^ 
-h  xP- 


■[4!^4:-^'(-^)]---"^- 
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en  désignant  par  E  une  quantité  qui  s'annule  avec  -:  on 

.X 

aura  donc 


P  l-^,  J/««,  2=/««)  =.^^  <p  (  a,„„,  6,„„  ) 

Dansces  équations  nous  avons  mis,  pour  abréger,  -— ,  .  » . 

à  la  place  de         ^' — —•>  ...  ;    a',,   a'^,    ...   désignent  les 

valeurs  de  a'  qui  correspondent  aux  valeurs  a,,  «o?  •  •  • 
de  a;  enfin,  E,,  Eo,   ...   sont  des  quantités  infiniment 

petites  avec--  En  multipliant  toutes  ces  équations,  on 

aura  la  valeur  suivante  de  V  : 


a    — {-  o     -t::   -t-   r^i 


où  H  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec  -7  et  où  le 

signe  \  s'étend  à  toutes  les  solutions  communes  (a,  ê) 
des  deux  équations 

/(a,6)  =  0,      F(a,6)=o. 
Le  second  terme  de  V  est  donc 


■'""^-^(«1»  M-  •  •  <P(«^«'  ^'«'0  ^  -^ 


"    Âc     ■     "    rfê 


5 
40. 
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el  si  l'on  désigne  par  \  x  la  somme  des  racines  de  l'équa- 
tion finale  V=  o,  on  aura 

En  remplaçant,  dans  cette  formule,   a'  et  ê'  par  leurs 
valeurs  écrites  plus  haut,  et  en  faisant,  pour  abréger, 

d?  Jcp        df^  dY 


A  (a,  6^ 
B(a,6; 


dcf.  elo         dcL  d^ 

^'î  jl  —  ^  ^ 
dcx.  d^         do.  d'o 

df  dF         r/F  df 
dcx.  d^         doc  d^ 


on  aura  cette  expression 

V     —      Vyi(°^-^)       y/i(a,  g)A(a,  g)  +  Fi(a,  g)B(a,  g) 
2l'~       Z?(a,g)        Z  y(a,g)C(a,g) 

OÙ  les  sommes  du  second  membre  sont  relatives  à  tous  les 
systèmes  de  solutions  communes  aux  deux  équations 

/(a,g)=:o,      F(a,g;  =  0. 

Le  calcul  des  deux  premiers  termes  de  l'équation 
finale,  qui  résulterait  de  l'élimination  de  w — i  incon- 
nues entre  [jl  équations,  n'offrira^  pas  plus  de  difficulté, 
quel  que  soit  y^,  que  dans  les  deux  cas  particuliers  qui 
ont  été  développés  ;  la  marche  à  suivre  est  toujours  la 
même,  et  l'on  peut  considérer  comme  générale  la  nou- 
velle démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème 
de  Bézout  pour  les  cas  de  deux  et  de  trois  équations 

Démonstration  d^ une  formule  de  Jacobi. 

274.  Pour  obtenir  l'équation  finale  V=ro,  nous  avons 
porté,  dans  la  troisième  des  équations  données,  les  valeurs 
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dey  et  de  z,  tirées  des  deux  premières  ;  mais  on  aurait  pu 
opérer  de  deux  autres  manières  différentes  :  par  exemple, 
en  portant  dans  la  première  équation  les  valeurs  dey  et 
de  z,  tirées  des  deux  dernières,  on  aurait  obtenu  une 

expression  différente  de  \  x,  qui  peut  évidemment  être 

tirée  de  celle  déjà  trouvée,  en  changeant  l'une  en  l'autre 
f  ei  o,  fi  et  (p, ,  ....  On  a  donc 


1—1 


mais  ici  les  sommes  qui  figurent  dans  le  second  membre 
sont  relatives  aux  solutions  communes  des  équations 

F(7,  ^)=:=0,       «p(7,  ^)rr::0. 

Égalons  les  deux  valeurs  trouvées  pour  \  x^  et  suppo- 
sons que  les  polynômes  F<  et^i  soient  identiquement 
nuls;  on  aura 


L  t(«,  S)         Z/(7. 


^)A(7,  j; 


en  se  rappelant  que  le  signe  \  s'étend,  dans  le  premier 

membre,  aux  solutions  communes  de  /^(a,  ê)  =  o, 
F(a,  ê)=  o,  et,  dans  le  second  membre,  aux  solutions 
communes  de  F(y,  J)  =:  o,  cf  (y,  (î)  =  o.  On  peut,  dans 
cette  formule,  considérer  les  polynômes^,  F  et  cp  comme 
absolument  arbitraires;  et,  quant  au  polynôme  cp^,  il 
n'est  assujetti,  par  notre  analyse,  qu'à  la  seule  condition 
d'être  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  ^.  Supposons 

ç[a,  o)  =  C(a,  6); 

la  somme  du  second  membre  de  l'équation  précédente 
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sera  alors  relative  aux   solutions  communes  des  deux 
équations 

r(7,  ^)^o,      C{y,§)^.o, 

et,  par  conséquent,  chacun  de  ses  termes  sera  identi- 


quement 

nul. 

On 

aura 

1 

donc 

^  ?i(a 
jC(«, 

,6) 
6) 

=:C 

ou 

^ 

^ 

r_.. 

?i(«' 

ê) 

do: 

^F 

7/6  " 

dF 

r7â 

~df 

dQ 

r=0, 


le  signe  \  s'étendant  aux  solutions  communes  des  deux 
équations 

/(a,  6)  :::=::  G,        F(a,   6)rr.O. 

Cette  formule  remarquable,  où  cçi  désigne  un  polynôme 

1  j    j        ,  •    rr  '         .       .    .  ,    df  dF        dF  df 

quelconque  dedeerre  intérieur  a  celui  de --s 

^  ^  ^  d^x  d^         d<x.  d^ 

est  l'extension  de  celle  que  nous  avons  démontrée  au 

n''  217  et  que   nous  avons  rencontrée  de  nouveau  au 

n°  27 i.  Elle  a  été  démontrée  pour  la  première  fois  par 

Jacobi,   et  M.  Liouville  y  a  été  conduit  naturellement, 

comme  nous  venons  de  le  faire  voir,  dans  ses  recherches 

sur  l'élimination. 

yipplication  de  la  théorie  précédente  à  une  question 
de  Géométrie . 

275.  M.  Liouville  a  déduit  des  résultats  qui  précèdent 
la  démonstration  d'un  théorème  curieux  de  Géométrie 
que  nous  allons  présenter  ici  : 

Théorème.  —  Si  V on  mené  à  une  courbe  algébrique 
la  série  des  tan gejites  parallèles  à  une  direction  donnée. 
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le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact 
sera  indépendant  de  cette  direction. 

Soit 

M  (  .r,  J  )  rr^  G 

Téquation  d'une  courbe  algébrique;  les  coordonnées 
réelles  ou  imaginaires  des  points  de  contact  de  cette 
courbe  avec  les  tangentes  parallèles  à  la  droite  j^=::  ax 
seront  les  solutions  communes  aux  deux  équations 

,  ,  cm  cm 

(Il  M  =  o,      — !-«——=  G. 

d.T  dj 

Si  l'on  pose  -  ^=  u,  et  qu'on  représente  la  courbe  par 

l'équation  cp(^,  u)  :=  o,  les  coordonnées  x  et  u  seront 
les    solutions  communes  aux  deux  équations 

,  ,  da        a  —  u  dtù 

'  ^         I  dx  a-,       au 

Soit  donc,  conformément  aux  notations  du  n°  268, 

y(.r,  «)r=:.r-/(«)+-^'"-Vl(«)-4---., 

/,  /,  ,  .  .  ,  ,  désignant  des  polynômes  des  degrés  //i, 
m  —  î ,  ...  ;  on  aura 

dx 


Yv,  ^,m~\  fl 


m.r 


/(«;+(m-i).r— ViWh- 


du 
et,  par  suite, 

1?.  _H  ^z^  ^1  ^  .,-1  F( « )  +  .y-^  F,( . )  ^- 

dx  X       du  ^     '  ^^     ' 

en  faisant,  pour  abréger, 

l  ¥(u)rr.mf{u]-i-(a-u)f'iu), 
(2)  Y,(u)  =  {m-i)Mu)^{a-u)f\(u), 
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F(m),  F<  (m),  .  .  .  sont  des  polynômes  des  degrés  7?2  —  i, 
m  —  2,  ...  ;  car,  dans  F(a)  par  exemple,  les  deux  termes 
du  degré  le  plus  élevé,  qui  proviennent  de  mfiu)  et  de 
(«  —  u)f'[u),  se  détruisent  évidemment;  et  la  même 
chose  a  lieu  pour  F<  (a),  .... 

L'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  y 
entre  les  équations  (i)  est  la  même  que  celle  qui  résulte 
de  l'élimination  de  u  entre 

.rV(«)-+-.^'"-Vl(«)+.-.=  0, 
^m-ipj^)  +a:'"-2Fi(«)  -f-.  .  .=30. 

Si  donc  on  désigne  par  \  x  la  somme  des  racines  de 
l'équation  finale,  on  aura  (n^  269) 

Zi"~       L  F(«) 

le  signe  \  s'étendant  dans  le  second  membre  aux  racines 

de  l'équation 

/{«)=o, 

et  a' étant  une  quantité  déterminée  par  l'équation 

«'/'(«)+/.(=<)  =0. 

Pour  avoir  l'expression  de  ^  ^c  en  fonction  des  quan- 

tités  données  f,  f[,  ...  ?  difTérentions  la  première  des 
équations  (2);  on  aura 

3)  r[u)  =  [m-i]f[u)  +  (a-u]r(u]. 

Les  équations  {2)  et  (3)  donnent  ensuite 

a'F'(a)+F,(a)=(m -!)[«'/'(«) +/.(«)] 

+  («- a)  [a'/"(a) +/,(«)], 
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OU,  comme  la  quantité  a! f\c(.)  -hfi{o(.)  est  nulle, 

(4)  a'F'(a)  +  F.(a)  =  («  -  a)  [«'/"(a)  +/-,(«)]. 

On  aura  aussi,  en  faisant  ii  =  a.  dans  la  première  des 
équations  (2),  et  en  remarquant  quey(a)  est  nulle, 

(5)  F(a)  =  («-a)/'(a). 
Des  équations  (4)  et  (5)  on  tire 

a'F'(a)  +  F,(«)  _  ^'/"(«) +/',(») . 

par  suite,  la  valeur  de  \  ^  est 

et  l'on  voit  qu'elle  est  indépendante  de  a.  La  somme  des 
distances  à  l'axe  des  y  des  points  de  contact  de  notre 
courbe  avec  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée 
est  donc  indépendante  de  cette  direction;  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé,  car  l'axe  desj^estune  droite 
quelconque  située  dans  le  plan. 

La  démonstration  précédente  semble  en  défaut  lorsque 
l'équation y( a)  =  o  a  des  racines  égales;  pour  montrer 
que  les  conclusions  sont  cependant  exactes  dans  ce  cas, 
on  peut  employer  un  raisonnement  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage.  Il  suffira  de  changer  infiniment  peu  les  coef- 
ficients dey,  de  manière  que  f[o(.)  =z  o  n'ait  plus  de 
racines  égales,  et  de  supposer  ensuite  ces  changements 
nuls  :  on  aura  une  courbe  infiniment  peu  difî'érente  de 
la  proposée,  et  pour  laquelle  le  théorème  aura  lieu  ;  d'oii 
l'on  peut  conclure  qu'il  a  lieu,  à  la  limite,  pour  la  courbe 
proposée  elle-même. 

276.  Le  théorème  précédent  conduit  à  quelques  con- 
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séquences  intéressantes.  Désignons  toujours  par  \  xla 

somme  des  abscisses  des  points  de  contact  d'une  courbe 
algébrique  avec  les  tangentes  qui  font  l'angle  w  avec  la 
direction  des  x  positives,  et  faisons  varier  w  de  sa  diffé- 
rentielle doi  ;  comme  \  x  ne  dépend  pas  de  cet  angle, 


on  aura 

\    dx  z=r-  o. 

Mais,   en  désignant  par  ds  l'arc  infiniment  petit  qui  a 
pour  projection  dx^  on  a  dx  r^  <^5C0sw;  par  suite, 

ê 
\    6^^COSW  r-_-  G,       OU         \    — -=0; 

puisque  cosw  et  d(à  sont  constants,  -—  est  la  valeur  du 
rayon  de  courbure  p  ;  on  aura  donc 

les  rayons  p  étant  pris  avec  un  signe  convenable  ;  on  aura 


aussi 


p'  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  développée,  et 
ainsi  de  suite. 

En  outre,  si  J  et  u  représentent  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  [jo,  y),  on  a 

jn  -z:^  —  p  sin  w,     y  ---:  V  H-  p  cos w  ; 

donc,  en  ayant  égard  aux  formules  précédentes,  on  a 
encore 


j.^ji,  5;.-.-j. 
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c'est-à-dire  que  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  contact  d'une  courbe  algébrique  avec  la  série 
des  tangentes  parallèles  à  une  même  direction  est  le 
même  que  le  centre  des  moyennes  distances  des  centres 
de  courbure  correspondants. 

277.  M.  Liouville  a  également  donné  dans  son  Mé- 
moire la  démonstration  du  théorème  suivant,  qui  est 
analogue  au  précédent  : 

Théorème.  —  Si  Von  mène  à  une  surface  algébrique 
la  série  des  plans  tangents  parallèles  et  deux  directions 
fixes,  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de 
contact  sera  indépendant  des  deux  directions  données. 

Si 

est  l'équation  d'une  surface  algébrique,  les  coordonnées 
des  points  de  contact  de  cette  surface  avec  les  plans  tan- 
gents parallèles  au  plan  qui  a  pour  équation 

z  =  ax  -f-  bj 

seront  données  par  les  trois  équations 


M  ==:  O, 


Il  suffît,  pour  établir  le  théorème  qui  vient  d'être  énoncé, 
de  calculer  la  somme  des  racines  de  l'équation  finale  qui 
résulte  de  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  les  trois 
équations  précédentes.  En  suivant  la  marche  que  nous 
avons  tracée,  on  trouvera  que  cette  somme  est  indépen- 
dante de  a  et  de  b.  Ce  calcul  ne  présentant  aucune  dif- 
ficulté, nous  nous  dispenserons  de  le  présenter  ici,  et 
nous  rehverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  de 
M.  Liouville.  On  y  trouvera,  du  reste,  un  grand  nombre 


r/M 

(M 

dM         ,    r/M 

—  -h  b 

dj              dz 

7lc  " 

dz 

■  0, 
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de  conséquences  intéressantes  que  nous  ne  pourrions 
développer  sans  sortir  des  limites  que  nous  nous  sommes 
imposées. 

Sur  l'élimination  d^une  inconnue  entre  deux  équations 
dont  les  coefficients  ont  des  valeurs  particulières 
quelconques. 

278.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  le  Chapitre  P"", 
la  méthode  fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétri- 
ques, pour  former  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation d'une  inconnue  entre  deux  équations  ;  nous  avons 
démontré  ensuite  que  le  degré  de  l'équation  finale  relative 
à  deux  équations  générales  des  degrés  m  etn  respective- 
ment est  précisément  égal  kmji,  et  que,  dans  aucun  cas, 
ce  degré  ne  peut  surpasser  le  produit  des  degrés  des  équa- 
tions proposées.  Nous  sommes  revenu  sur  cette  question 
dans  le  présent  Chapitre;  mais,  à  l'égard  des  équations 
particulières,  nous  nous  sommes  borné  encore,  comme 
nous  l'avions  fait  précédemment,  à  assigner  la  limite  que 
ne  peut  dépasser  le  degré  de  l'équation  finale.  Nous  allons 
indiquer  ici,  d'après  M.  Minding,  un  moyen  simple  de 
déterminer  avec  précision  le  degré  de  l'équation  finale 
relative  à  deux  équations  quelconques  données  (^  ). 

Cas  particulier  du  dé<^^eloppemejit  d' une  fonction  algé- 
brique implicite  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  sa  variable. 

279.  Soit 

(l)  M{.r,j)=rrO 

une  équation  entre  les  deux  variables  x  et  y.  Les  racines 

(*)  Une  traduction  du  Mémoire  de  M.  Minding  a  été  publiée  dans  le 
tome  VI  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 
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y  sont  des  fonctions  de  x,  et,  si  l'équation  est  complète, 
chaque  racine,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  268,  peut  être 
développée  dans  une  série  de  la  forme 


a 


en  sorte  que,  dans  le  cas  général,  les  racines  y  d'une 
équation  à  deux  variables  x  et  j^  sont  du  premier  degré 
par  rapport  à  a:(^  ).  Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi, 
lorsque  l'équation  que  l'on  considère  manque  de  quel- 
ques termes.  Nous  allons  indiquer  un  procédé  pour  trou- 
ver généralement  les  degrés  des  racinesj^'^  de  l'équation  (  i  ) , 
et  pour  former  les  développements  de  ces  racines  en  sé- 
ries ordonnées  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
En  ordonnant  l'équation  (  i  )  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  y^  nous  l'écrirons  de  la  manière  sui- 
vante : 

(  2  )     Aj'"  +  Al  j'^'i  4- ...  -I-  A^- '"*  +  .  • .  -l-  A,-7'"'  -{-  A/+1  =  G, 
et  nous  désignerons  par 

les  degrés  des  coefficients 

A,  Al,   A2,  .  .  .,   A/,,  .  .  .,   A/,  A^-+i, 

qui  sont  des  fonctions  entières  de  x. 

Gela  posé,  désignons  par  /'  un  exposant  indéterminé, 
par  u  une  nouvelle  variable,  et  faisons 


(*)  On  dit  qu'une  fonction  j-  de  j:  est  du  degré  r,  lorsque  le  quotient 

y 

'—  n'est  ni  nul  ni  infini  pour  j:  =  »  , 
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l'équation  (2)  devient 

(3)  A.7/«''tt'"^-Al.r"^'■w"^-^...-hA;r..r'"A'•M'«A^-....-;-A,•_^.l=o, 

ou,  en  divisant  par  A^'"'', 

4  U'"  H ^— m'"i  -'r-  ...  H . II'-- 1  -f-  .  . .  -f  -    -^^ "  O 

A  A  A 

dans  cette  équation,  les  degrés  relatifs  kx  des  coefficients 
des  termes  qui  suivent  le  premier  sont  respectivement 

m  —  mAi^ '- n-f      "'•> 

\m — ni/^         )  \       m  I 

Désignons  par  p^  le  plus  grand  des  nombres 


f^l 

—  «• 

. . , 

'  '  5 

m  —  m^ 

P/+1  - 
m 

F' 

m 

-mi 

et  supposons  que ^  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont        .    \ 

égaux  à  pf.  Si  l'on  fait7-  =  |0i,  quelques-uns  des  nom- 
bres (5)  seront  nuls,  mais  tous  les  autres,  et  en  particu- 
lier ceux  qui  suivent  le  A'^me^  seront  négatifs  ;  en  sorte 
que,  pour  jc  =  ce  ,  l'équation  (4)  prendra  la  forme 

M^^  -f-  .  .  .  -I-  Byr.  «"•.•   z=  o,        ou       «"'i  /(  M  )  =  o, 

les  coefficients  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier 
d'entre  eux  B;^  étant  difî'érent  de  zéro.  Cette  équation  (6) 
a  772^  racines  nulles,  et  77z  —  777^^  racines  finies  et  difi'érentes 
de  zéro.  11  s'ensuit  que,  parmi  les  racines  j^  de  l'équa- 
tion (2),  il  y  en  a  777^;  dont  les  degrés  sont  inférieurs  k  pi, 
et  777  —  772/f  dont  les  degrés  sont  égaux  à  0| .  En  outre,  les 
premiers  termes  des  séries  qui  représentent  ces  dernières 
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racines  sont  égaux  aux  diverses  valeurs  de  cilx'^^^  quand  on 
prend  successivement  pour  a  chacune  des  racines  de 
l'équation 

/(«)-o. 

Cherchons  maintenant  les  premiers  termes  des  séries 
qui  représentent  les  m^  racines j^  de  degré  inférieur  à  p, . 
En  divisant  l'équation  (3)  par  Aax'")i'',  elle  devient 

7 u""-  -h  ...  H-  «"'A  4-  .  .  . 

17)       ' 

f        -f-  -A_ „m,,  _f_  ^  .  .  _._  _j±^ ^^  o; 

les  coefficients  des  termes  qui  précèdent  u"h  ont  pour 
degrés 

^  -  [m  -  m,)  i^-l  - 

l  \m/,_i  —  m;,         I 

et  ceux  des  termes  qui  suivent  u'"k  ont  pour  degrés 


A-+1  —  P/.-    _    ^\ 


Désignons  par  p2  le  plus  grand  des  nombres 


et  supposons  que  — ^  soit  le  dernier  de  ceux  qui 

/^A  —  ^/i' 
sont  égaux  à  |02.  11  est  aisé  de  voir  que  p2  est  plus  petit 
que  p^.  En  effet,  on  a,  par  hypothèse, 

i^k  —  F-  F-/<-'—  l^   ^ 

m  —  ni/^       '  m  —  m//        ' 
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et  l'on  en  déduit 


'         <pU        ou       p2<pi. 


^k  —  ^k! 


Si  l'on  faitr=02?  les  nombres  (9)  sont  nuls  ou  négatifs, 
et  en  particulier  tous  ceux  qui  suivent  le  iji' —  ^yème  ^q^^^ 
négatifs.  On  voit  aussi  que  tous  les  nombres  (8)  sont  né- 
gatifs ;  car,  si  g  est  <^  A,  on  a,  par  hypothèse, 


d'où 


^^-^  =oa<p,     avec      -^-^-i^  ^  p. 


J^*:=^=ou>p,     et     it^JV_      >o. 
rrig.  —  m^  '  m„  —  m^ 


D'après  cela,  si  l'on  y  fait  7'  =  p2  et  a:  =  00  ,  l'équa- 
tion (7)  prendra  la  forme 

(10)     u"'k -i-.  ,  ,-\-B/,fu"'yz=o,     ou     w"'A'/i(«)  =  0, 

les  coefficients  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  B/^f 
étant  différent  de  zéro.  Cette  équation  (10)  a  m^i  racines 
nulles  et  m/(  —  m/f,  racines  finies  et  différentes  de  zéro.  11 
s'ensuit  que,  parmi  les  racines j}^  de  l'équation  (2),  il  y 
en  a  t?/^/  dont  les  degrés  sont  inférieurs  à  p2j  elm^  —  rrikf 
dont  les  degrés  sont  égaux  à  j02-  En  outre,  les  premiers 
termes  des  séries  qui  représentent  ces  dernières  racines 
sont  égaux  aux  valeurs  de  ax?*  quand  on  prend  succes- 
sivement pour  a  chacune  des  racines  de  l'équation 

/,(«)=  o. 

En  continuant  ainsi ,  on  déterminera  les  premiers  termes 
des  séries  qui  représentent  les  m^/  racines  de  degré  infé- 
rieur à  jOo.  Ce  que  nous  avons  dit  suffît  évidemment  pour 
établir  le  théorème  suivant  : 
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Théorème.  —  Etant  donnée  l'équation 

Aj'"  -4-  Al  j'"i  -f- .  .  .  -h  kif^'i  4-  A,-+,  "  0, 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de 
jy  et  dans  laquelle  les  coefficients 

A,  Aj,  Ag,   .  .  .,  A/+1 

5072^  des  fonctions  entières  de  x  ayant  respectivement 
pour  degrés 

.H  pi  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

m  —  rriy        m  —  m.^  m 

et  que  — soit  le  deimier  de  ceux  dont  la  valeur 

'        m  —  mj^ 

est  p<,  V équation  proposée  aura  m  —  mi^  racines  de 
degré  pi,  et  si  k  est  <:^i  -{-  i,  les  m^  autres  raciiies  seront 
de  degré  inférieur  à  p^.  Si,  en  second  lieu,  p-i  désigne 
le  plus  grand  des  nombres 

et  que  ~ ~  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur 

mj,  —  mu, 

est  p2,  V équatioji  proposée  aura  m^  —  mj^r  racines  de 
degré  po?  ^^  «^^  k'  est  <^i  -+- 1,  les  nikr  autres  racines  se- 
ront de  degré  inféiieur  à.p2-  Si,  en  troisième  lieu,  p^  dé- 
signe le  plus  grand  des  nombres 

•) •)         •  •  •  > 


^k'  —  ^k'+x        rny  —  mj,,^^  my 

et  que  — ^  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur 

my  ~  my, 

est  ps,  P équation  proposée  aura  mj^i  —  niy,  racines  de 
S.,  Alg.  Slip.  —  I.  4i 
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degré  ps,  et  si  ¥  est  <^i  -{-  i,  les  nik,,  autres  racines  se- 
ront de  degré  inférieur  à  p^,  et  ainsi  de  suite. 

Quand  on  aura  trouvé  les  premiers  termes  des  séries 
qui  représentent  les  diverses  racinesj)^  de  l'équation  pro- 
posée, on  obtiendra  aisément  et  de  la  même  manière  au- 
tant de  termes  qu'on  voudra  de  ces  séries.  Considérons, 
par  exemple,  une  racine  dont  le  premier  terme  soit  aa.% 

on  posera 

y  :=  XX?  -\-  z; 

si  la  proposée  n'a  qu'une  seule  racine  dont  le  premier 
terme  soit  ax%  la  transformée  en  z  n'aura  qu'une  seule 
racine  de  degré  inférieur  à  ^o,  et  si  la  proposée  a  plusieurs 
racines  ayant  ax^  pour  premier  terme,  la  transformée 
aura  un  pareil  nombre  de  racines  de  degré  inférieur  à  p. 
On  trouvera  les  premiers  termes  de  ces  racines  de  l'équa- 
tion en  z,  comme  on  a  trouvé  les  premiers  termes  des 
racines  de  l'équation  en  y\  on  connaîtra  ainsi  les  deux 
premiers  termes  des  racines  de  l'équation  en  y  qui  ont 
ax^  pour  premier  terme.  Et,  en  suivant  la  même  marche, 
on  calculera  autant  de  termes  que  l'on  voudra  des  racines 
de  l'équation  en  y. 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  trouver  les  degrés  des 
racines  y  de  l'équation 

(.r,  S)r^  (.r,  6)j'M-(.-r,  9)/^..  (,^,  /^)y^.<,  (^,  3)j-f-  (.r,  4)  ^r.O; 

nous  désignons,  avec  Bézout,  par  la  notation  (a:,  fi)  un 
polynôme  en  x  du  degré  ^x. 

D'après  le  théorème  que  nous  venons  d'établir,  il  faut 
d'abord  former  les  nombres 

I         4-5         4 

-^'     2'     -V    ~'V    ~5' 
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dont  le  maximum  est  -  j  le  dernier  nombre  égal  à  ce 
maximum  occupant  le  deuxième  rang,  l'équation  pro- 
posée a  deux  racines  de  degré  -  •  Pour  avoir  les  degrés 
des  autres  racines,  il  faut  former  les  nombres 

-5,     -3,     -f, 

5 
dont  le  maximum   est  —  ^^  le  seul  nombre  égal  à  ce 

maximum  occupant  le  troisième  rang,  l'équation  pro- 
posée a  trois  racines  du  degré  —  -  • 

o 

Formation  de  V équation  finale  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation d'une  inconnue  entre  deux  équations  quel- 
conques à  deux  inconnues.  —  Détermination  du  de- 
gré de  l'équation  finale. 

280.   Soient  les  deux  équations 

(1)  M(X,  r)  ^^  ^y"'  H-  Al  J'".  -h  ...  -4-  Kij"U  -f-  A,-+i  rz.:  o, 

(2)  N  (.r,  j)  -s..  Bj-  H-  Bi  fh  -V  ...  +  By  j«/  -h  B,-^i  r^_  o, 

que  nous  supposons  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  7,  et  dans  lesquelles  les  coefficients  A, 
A|,  .  .  .,  B,  B<,  ...  sont  des  fonctions  entières  àex.  Il 
s'agit  de  former  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimina- 
tion de  j. 

Désignons  par  j^,  j  o»  •  •  •'  fm  î<^s  racines  de  l'équar 
tion  (i)  résolue  par  rapport  àj,  parvii,  yio,  .  .  .,  'Du  les 
racines  de  l'équation  (2),  et  posons 

P:v:.:M(.r,    /3i)M(a:,    >,2)...M(X,    >,„J, 

Q.-.-.Nf.r,  ri]N(.r,  j2)...N{.r,j„;. 
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On  a 

M(^,    r)  :rr:A(j— /i)(7    —  Ja  )  ■  ■  •  (/    —ïm). 

d'où 

M(^,  »î,)=A()9i--ri      y)i  —/a)-  •  •('Ji  "Jm), 

•• • > 

M  (a:,  v5„)  — A(>î„— Ji)  (>J;i— J2).  •  '[^n—Xm]' 

p 
Il  suit  de  là  que  —est  égal  au  produit  des  différences 

qu'on  obtient  en  retranchant  chacune  des  racines  y^, 
J2y  '  •  '  1  Jm  de  chacune  des  racines  n^,  yjo,  .  .  .,  yj^.  On 

trouverait  de  même  que  —  est  égal  au  produit  des  diffé- 
rences qu'on  obtient  en  retranchant  chaque  racine  yj  de 
chaque  racine  y,  et  comme  le  nombre  de  ces  différences 
est  mn,  on  a 

—  rzr(-  l)'««  -3-, 

ou 

(3)  B"^P  =  (— ij^'^^A'^Q, 

Or  P  est  une  fonction  entière  et  symétrique  des  ra- 
cines de  l'équation  (2),  et  ses  coefficients  sont  des  fonc- 
tions entières  des  coefficients  de  l'équation  (i);  donc  B"*P 
est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  équations 
proposées,  et  qui  même  est  entière  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  l'équation  (i).  Pour  la  même  raison  A'^Q  est 
une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  équations 
proposées  et  qui  est  entière  par  rapport  aux  coefficients 
de  l'équation  {2).  Donc,  à  cause  de  l'équation  (3  ),  B'^P 
est  une  fonction  entière  des  coefficients  des  équations  (i) 
et  (2),  et,  par  suite,  elle  est  une  fonction  entière  de  x^ 
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Nous  la  désignerons  par  F{x),  et  nous  allons  montrer 
que 

(4)  F{^)r..=  0 

est  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  j'entre 
les  équations  proposées.  En  effet,  soit  a  une  valeur  dex 
répondant  à  la  question,  c'.est-à-dire  telle,  que  les  équa- 
tions 

aient  au  moins  une  racine  commune;  on  a  nécessaire- 
ment, pour  x=::=a,  P=:o  ct  Q  :=:^  o ,  ct,  par  suite, 
F(^)  ~-  o.  Réciproquement,  soit  a  une  racine  de 
F  [x)  ^^  o  ;  à  cause  de 

B'" P  -_-  (  —  I  )"'« A'^ Q  ^  F ( .r  ) , 

on  a  nécessairement  P  =::  o  et  Q  :=:::  o  pour  x  ::::^  a,  et,  par 
suite,  les  équations 

M(«,7)r:=0,       N(â!,  r)r-_.0 

ont  au  moins  une  racine  commune.  Gela  suppose  toute- 
ibis  que  A  et  B  ne  soient  pas  nuls  en  même  temps,  pour 
X  ^--  a  ;  mais  il  est  évident  que  les  équations  proposées 
admettent  alors  la  solution  commune  x  -ziz  a ,  y=  co  .  A.\i 
surplus,  on  peut  exclure  ce  cas  particulier  en  changeant 
infiniment  peu  les  coefficients  des  polynômes  A  et  B  sans 
changer  leurs  degrés;  d'où  il  suit  que  l'équation  (4) 
n'aura  jamais  de  racine  étrangère.  Et  cette  considération 
permet  aussi  de  voir  que,  si  A  et  B  ont  un  facteur  com- 
mun, le  polynôme  F(x)  sera  divisible  par  ce  facteur. 

Lorsque  les  polynômes  A,  A<,  ...,  B,  B^,  ...  sont  cha- 
cun le  plus  général  possible  de  son  degré,  les  équations  (i) 
et  (2)  n'ont  pas  de  solutions  multiples  et  ne  peuvent  ac- 
quérir qu'une  seule  racine  commune  y  pour  chaque  ra- 
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cine  de  l'équation  finale.  Mais  le  contraire  peut  arriver 
si  les  coefficients  des  polynômes  A,  A,,  .  .  . ,  B,  B,,  ... 
ont  des  valeurs  déterminées.  Dans  ce  cas,  chaque  racine 
de  l'équation  finale  a  le  degré  de  multiplicité  convenable  ; 
il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  changer  infiniment  peu 
les  coefficients  des  polynômes  A,  A<,  .  .  . .  B,  B,,  .  .  . ,  et 
de  supposer  ensuite  ces  changements  nuls. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  du  degré  de 
l'équation  finale.  Pour  cela,  on  cherchera  les  degrés  jO|, 
p2, '",  pu  des  racines  >7i,  Yîo,  ...,  ^J/i  de  l'équation  (2),  et 
l'on  en  conclura  aisément  les  degrés  X^,  Xo,  ...,  X^jdesfonc 
tions  M.[x,  yy^),  M.[x,  7)2).  ....  M.{x,  rin).  Ces  degrés  1 
peuvent  être  fractionnaires,  mais  ils  ne  sont  jamais  néga- 
tifs, parce  que  le  polynôme  A/^,  est  au  moins  du  degré 
zéro.  Enfin,  si  l'on  désigne  par  v  le  degré  du  polynôme  B, 
il  est  évident  que  le  degré  de  B"*P  ou  F(x)  sera 

mv  4-  ).i  +  ).2  -i- .  .  .  -4-  >„. 

Il  peut  arriver,  dans  quelques  cas  particuliers,  qu'il 
ne  suffise  pas  de  déterminer  les  degrés p<,  p^^  ...,  p^pour 
connaître  X^ ,  Xo.  .  • . ,  ^«?  et  qu'il  soit  nécessaire  de  calculer 
entièrement  un  ou  plusieurs  termes  des  séries  qui  repré- 
sentent les  racines  -/ii ,  y^o,  .  •  . ,  fin-  Mais  il  est  évident  que 
ces  cas  particuliers  ne  peuvent  se  présenter  que  si  la  série 
dans  laquelle  se  développe  l'une  des  racines  'n\,n-i-  •  »  ^3» 
coïncide,  dans  quelques-uns  de  ses  premiers  termes, 
avec  la  série  dans  laquelle  se  développe  l'une  des  racines 

Soient,  pour  exemple,  les  deux  équations 

(.r,  2)j*-:-{.r,  1)  f -\-- [x,  4)  J^ -.- (.r,  5)/ -|-  (-r,  5)  :-  ■:  o, 
(.r,  8)  j^-i  ■  (.r,  6)  y  -f-  (.r,  9)7^-!  •  (.r,  4)  j^-l  -  (.r, 3)  J  -\   (.r,  4)      :  O. 

où  (x,  fx)  désigne,  comme  plus  haut,  un  polynôme  quel- 
conque du  degré  w. 
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Les  degrés  |^^,  jOo?  /^a?  P-'n  P^  des  racines  de  la  seconde 
équation  ont  ici  pour  valeurs 


I  5 


on  en  déduit 

Aj  — —  Ae>  ■ —  5        A3  — ■  /^  —  Ag  ::^^  D. 

2, 

D'ailleurs,  v  r=  8  et  m  =  4î  donc  le  degré  de  l'équation 

finale  est  ici 

4.8-;-ir-hi5rr:58; 

la  limite  assignée  par  le  théorème  de  Bézout  est  6.1 3 
ou  78. 

Lorsqu'on  a  deux  équations  entre  deux  inconnues  x 
et  Y,  il  peut  arriver  que  l'équation  finale  résultant  de 
l'élimination  dey  ne  soit  pas  du  même  degré  que  l'équa- 
tion qui  résulte  de  l'élimination  de  x.  Effectivement, 
l'équation  finale  en  x  donne  seulement  les  valeurs  finies 
de  X  propres  à  satisfaire  aux  deux  équations  proposées, 
et  si  l'équation  finale  en  y  est  d'un  degré  plus  élevé  que 
celle  en  x,  il  y  a  nécessairement  quelques  racines  de  f  é- 
quation  en  J  qui  correspondent  à  des  valeurs  infinies 
ou  indéterminées  de  x.  D'après  ce  qui  a  été  dit  précé- 
demment, il  sera  facile,  dans  chaque  cas,  de  déterminer 
ces  valeurs. 
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